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AVANT-PROPOS 


Le livre soumis à l'attention du lecteur est une version complétée 
du cours de théorie du solide constitué par l’auteur et enseigné de 
1969 à 1971 aux étudiants de la faculté de physique de l'université 
de Kiev. 

La théorie du solide est l’une des divisions les plus importantes 
de la physique théorique. Elle apparut il y a environ cent ans et 
connut son plus grand développement après la mise en place de la 
mécanique quantique (1930 à 1950) et l’utilisation (après 1950) de 
l'appareil mathématique de la théorie des champs, élaboré dans le 
cadre de l’électrodynamique quantique. 

Ce livre expose les principaux modèles théoriques d'excitations 
élémentaires collectives — phonons, excitons, plasmons, magnons, 
apparaissant dans les solides et se manifestant dans différents phé- 
nomènes qui mettent en évidence les interactions des excitations 
élémentaires entre elles et avec les photons. L’exposé des principaux 
chapitres est fondé sur l'appareil mathématique actuellement utilisé 
en théorie quantique du solide — fonctions de Green, fonctions de 
corrélation, méthode de la matrice densité et autres. Pour lire ce 
livre, il n’est pas nécessaire de connaître ces méthodes, qui seront 
progressivement introduites. Les connaissances minimales requises 
sont habituellement enseignées à l’université dans les cours de mathé- 
matiques et de physique théorique. 

Ce livre familiarise le lecteur avec les principales méthodes utili- 
sées en théorie du solide, pour décrire les phénomènes physiques. 
Il ne prétend pas exposer les méthodes expérimentales et les résul- 
tats des recherches expérimentales. Les résultats expérimentaux sont 
seulement introduits pour illustrer la théorie et ne prétendent pas 
être complets. 

Dans ce livre on accorde la plus grande attention à l'exposé 
des phénomènes collectifs se manifestant dans les solides qui pré- 
sentent une symétrie translationnelle. La théorie des centres d'im- 
pureté est une partie importante de la physique du solide. Ces der- 
niers temps, son développement a fait l’objet d’un grand nombre de 
travaux dont les résultats ont été largement diffusés dans un grand 
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nombre de revues et de monographies. C'est pourquoi ces questions 
n'ont pas été abordées dans le livre. 

L'auteur espère que, après avoir étudié ce livre, le lecteur sera 
en état de comprendre n'importe quel travail original de recherche 
expérimentale ou théorique dans le domaine du solide. 

Ce livre a été écrit pour les étudiants des facultés de physique 
et des établissements de hautes études. Il peut servir de manuel de 
référence pour les enseignants et les chercheurs. 

En première lecture, on pourra laisser de côté les paragraphes 
marqués d’un astérisque. Cependant ceux-ci seront utiles pour ceux 
qui désirent contribuer par eux-mêmes au développement de la 
théorie du solide. Enfin dans un livre d'une telle importance, on a 
dû représenter des grandeurs physiques différentes par une même 
lettre. Mais toutes les désignations nécessaires ainsi que toutes les 
opérations mathématiques qu’il n’était pas nécessaire d'exposer in 
extenso sont précisées dans le texte pour chaque cas concret. 

L'auteur exprime sa vive gratitude à ses amis et à ses collègues 
V. Agranovitch, A. Loubtchenko, E. Rashba, A. Sérikov, E. Miasni- 
kov, B. Nitsovitch, E. Pétrov, A. Eremko, Ÿ. Gaididey et V. Lok- 
tev, qui ont pris part au développement des théories introduites dans 
ce livre, ainsi qu’à E. Kaner, qui a relu le manuscrit du chapitre six 
en faisant d'importantes remarques. 

L'auteur exprime sa reconnaissance aux lecteurs qui voudront 
bien lui communiquer les principales insuffisances de ce livre. 


CHAPITRE PREMIER 


SYMÉTRIE ET ÉTATS STATIONNAIRES 
DES CRISTAUX 


$ 1. L’approximation adiabatique 


Parmi les différents états de la matière, les états gazeux et cristal- 
lin ont fait l’objet d’études théoriques particulièrement approfon- 
dies. Dans les verres, les matériaux amorphes, les noyaux atomiques 
sont distribués au hasard; ces composés présentent de nombreuses 
analogies avec les liquides. C’est pourquoi le terme de solide est ré- 
servé d'habitude aux états dont la structure cristalline est bien dé- 
finie. Ceux-ci se présentent soit sous la forme de monocristaux, soit 
sous la forme d’agrégats polycristallins constitués d'un grand nombre 
de petits monocristaux. 

Comme les corps solides sont constitués d'un nombre énorme de 
particules (électrons et noyaux des atomes), la description d’un tel 
système nécessite une approximation quantomécanique. L'approxi- 
mation fondamentale utilisée en théorie du solide est l'approxima- 
tion adiabatique. Cette approximation repose sur la grande diffé- 
rence entre les masses de l’électron m et des noyaux M : le rapport 
m!/M = 10. Dans l'opérateur d'énergie du cristal, l’énergie ciné- 
tique des noyaux représente une faible perturbation. A l'approxi- 
mation d’ordre zéro, on convient de décrire le mouvement des élec- 
trons dans le champ des noyaux rigidement fixés dans l’espace. 

Soit R une distribution quelconque des noyaux dans l’espace. 
Dans l’approximation adiabatique d'ordre zéro, l’énergie des élec- 
trons U, est une fonction de R. La lettre v représente l’ensemble des 
nombres quantiques définissant l’état de mouvement des électrons 
pour À fixé. Soit v, l'indice correspondant à l’état électronique 
d'énergie la plus faible. U,, (R) définit alors l'opérateur énergie 
potentielle pour le mouvement des noyaux dans l'état électronique 
fondamental. 

La distribution spatiale R, des noyaux correspond au minimum 
de U,, (R). Elle caractérise la position d'équilibre des noyaux. 
Ceux-ci effectuent autour de cette position d'équilibre un mouvement 
oscillatoire. Au voisinage de À, la fonction U,, (R) est symbolique- 
ment représentée par la série 

93U.,, (R 
Us (R)= Us, R+ LT], (R—R)+... (14) 
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Lorsque les électrons passent dans un état excité v,, les positions 
d'équilibre des noyaux changent, si bien que la fonction U,, (R) 
a en général un minimum pour À, # R,. Au voisinage des nouvelles 
positions d'équilibre cette fonction est alors représentée par la série 


Us CR) = Un CB) ++ [ee] CR RP +... (12) 


La variation des positions d'équilibre 


AR=R,—R, (1.3) 
et la variation du module d'’élasticité 
v, (R) AU, (R) 
D=[ GR: — 2 —" —| OR? l (1-4) 


qui déterminent la fréquence de vibration des noyaux autour de leurs 
positions d'équilibre expriment le lien entre l’excitation électroni- 
que et les vibrations des noyaux à l'approximation adiabatique 
d'ordre zéro. 

Aux approximations supérieures de la théorie adiabatique, il 
faut tenir compte de la corrélation entre l'excitation électronique 
et les vibrations des noyaux, donc de l'opérateur énergie cinétique 
des noyaux. L'existence d’une telle corrélation conduit à deux types 
de processus non adiabatiques — le transfert partiel ou total de l’éner- 
gie d’excitation électronique en énergie de vibration des noyaux, ou 
au contraire la transformation de l'énergie thermique de vibration 
des noyaux en excitations électroniques. 

Tant que la probabilité de ces processus non adiabatiques est 
faible, l’approximation adiabatique reste valable. Ces conditions 
sont généralement réalisées à basse température, lorsque l’on étudie 
les premiers états électroniques excités (non dégénérés) du cristal. 

Au début, nous ne considérerons que les configurations .d’équi- 
libre des noyaux du cristal sans excitation électronique. Dans certains 
cristaux une partie (ou la totalité) des électrons sont solidement 
attachés aux noyaux. Dans le cas de l’état électronique fondamental 
on peut parler d’une configuration d'équilibre d'ions ou d’atomes. 
Dans les cristaux moléculaires l'unité structurale est la molécule. 
Le mouvement des noyaux atomiques de la molécule peut être con- 
sidéré comme une excitation interne à la molécule. 


$ 2. Le réseau cristallin direct 


Les travaux de Laue (1912) et de Bragg (1913) ont incontestable- 
ment établi que chaque monocristal présentait une structure spatiale 
périodique, formée par la juxtaposition de groupes identiques d'’ato- 
mes, d'ions et d'électrons ou de molécules. 
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Pour étudier théoriquement les propriétés volumiques du cristal, 
il convient d'utiliser un modèle monocristallin de dimensions infi- 
nies, pour annuler l'effet de la surface. La principale propriété de 
tels monocristaux est leur structure périodique ou symétrie transla- 
tionnelle. 

La plus petite partie du cristal permettant de reconstituer le 
cristal entier s'appelle maille élémentaire. La maille élémentaire est 
électriquement neutre. Elle peut contenir plusieurs molécules, ato- 
mes ou ions. 

En raison de la symétrie translationnelle, à chaque point d’une 
maille, on peut faire correspondre un point équivalent d’une autre 
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Fig. 1. Différents choix de vecteurs de translation élémentaire. 
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maille élémentaire. Les positions de tous les points équivalents d’un 
cristal sont données par les vecteurs du réseau 


3 
n= à a:/i} (2.1) 


(nr, est un nombre entier, égal à O, +1, +2, . . .). Ces vecteurs sont 
des combinaisons linéaires de trois vecteurs non coplanaires a,, a,, a, 
appelés vecteurs de translation élémentaire. L'ensemble de tous les 
vecteurs du réseau forme le réseau direct ou réseau de Bravais. Les 
extrémités des vecteurs du réseau déterminent la position des nœuds 
du réseau. Le parallélépipède construit sur les vecteurs a,, a., a, 
est appelé maille cristalline primitive. 

À un réseau direct donné il correspond plusieurs choix de vecteurs 
de translation élémentaire. La figure 1 montre, sur l'exemple d’un 
réseau bidimensionnel, différents choix de vecteurs de translation 
élémentaire. Cependant cette non-unicité n'est pas essentielle si 
l’on exige que les vecteurs fondamentaux choisis permettent de dé- 
terminer la position de tous les nœuds du réseau direct. 
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Le choix de la maille élémentaire du cristal n’est pas non plus 
univoque. Dans le cas le plus simple, on prend une maille primitive 
comme maille élémentaire. Parfois (voir plus bas) il est plus commode 
de choisir une maille élémentaire de forme plus complexe. S'il y a 
6 atomes (molécules, ions) dans la maille élémentaire, on doit pré- 
ciser en plus de la nature des éléments constitutifs du cristal les © 
vecteurs de base p, définissant leurs positions dans la maille *). En 
indiquant l’ensemble des vecteurs de base p, et la nature des atomes 
on définit la base du réseau de Bravais. La base et les vecteurs du ré- 
seau déterminent complètement la position de tous les atomes du 
cristal. 

Par une translation d’un vecteur quelconque n du réseau, un point 
du réseau se transforme en un point équivalent. Cette propriété cons- 
titue la symétrie de translation. A cette translation, on fait corres- 
pondre un opérateur de translation T,. L'ensemble de tous les opé- 
rateurs de translation forme le groupe des translations. Ce groupe 
vérifie les propriétés suivantes : 

1) l'application successive de deux translations est aussi une 
translation ; 2) il y a un élément neutre T,; 3) à chaque translation 
Th on peut faire correspondre la translation opposée T .,; 4) les 
opérateurs de translation vérifient l’associativité, c’est-à-dire 
(TaTn') Tnr = Tn (TnTn-). Le résultat de deux translations suc- 
cessives reste le même par commutation des deux translations, c’est 
pourquoi le groupe des translations est commutatif ou abélien. 

À part la symétrie de translation, le réseau direct présente des 
éléments de symétrie d'orientation, constituant un ensemble d'opé- 
rations transformant un vecteur du réseau n en un autre vecteur du 
réseau n° de même origine. Ces opérations sont: 1) l’inversion J, 
2) les rotations C4; et C4, de 60° et 90° et leurs multiples entiers, 
3) les réflexions m dans un miroir (plan). Associées à l'opération iden- 
tite E, ces opérations constituent le groupe de symétrie ponctuel du 
réseau de Bravais. 11] y a 14 groupes ponctuels. Il leur correspond 14 
réseaux cristallins que Bravais introduisit en 1848, à partir de con- 
sidérations géométriques. Ces réseaux sont groupés en sept syngonies 
ou systèmes (Tableau 1). Le groupe de symétrie d'une syngonie est 
‘caractérisé par les éléments de symétrie d'un parallélépipède d'aré- 
tes a. b, c et d’angles & (entre a et b), B (entre b et c) et y (entre c 
‘et a). 

On distingue : 1) le réseau simple dont les nœuds sont situés aux 
sommets du parallélépipède ; 2) le réseau à bases centrées dont les 
nœuds sont situés aux sommets du parallélépipède et au centre des 
deux faces opposées ; 3) le réseau à corps centré dont les nœuds sont 
aux sommets et au centre du parallélépipède et 4) le réseau 2 faces 


*) Dans les cristaux moléculaires comportant des molécules anisotropes, 
äl faut donner leurs orientations dans la maille. 


$ 2 LE RÉSEAU CRISTALLIN DIRECT 


11 
Tableau 1 
Syngonies des réseaux de Bravais et groupes de symétrie ponctuels 
des cristaux 
Symbole du groupe | siéments de 
Parallétépi- Typc de | symétrie du 
Syngonie pède de base réseau roupe ponc- 
selon interna- | tuel sauf 
Schôünflirs| tional l'identité 
Triclinique a-kb#c simple Ci=E 1 aucun 
ap Ss fl 1 
Monoclini- abc simple, Ce 2 2 
que a = f = 90° à bases | Cs m m 
y 90° centrées Con 2/m 2, m, À 
DFAOEROE axbÆ£c np | 
ique a—$8— à bases 
= y = 90° centrées, Cao 999 = de 
à faces L 7 
centrées, Dh mmm 2, m,1 
centré 
es a—=b=c simple C3 3 3 
rique ou a—=f— Ca 3 3 
trigonale = y 90° Ce 3m 3, m 
Ds 222 _3,2 
Dada 3m 3, m, 2 
Quadratique a=b#ce { simple, S4 4 4 
& ou ele centré Ca LA 4 
tétragonale . Ch 4m À 04 
Ded 42m 4,2, m 
Cao 4mm 4, m 
D, 422 4, 2 
Din  |4/m 2/m| 4, 2. m,1 
2/m 
Hexagonale a=b#c simple Ce 6 6 
a = 120° C 6 6 
Le] 3h — 
B= y = 90 Con 6/m 6, m, 1 
Dah 62m 6, 2, m 
Cao 6mm 6, m 
Ds 622 6, 2 
Deh 6/m 2/m | 6, 2, m,i 


Im 
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Suite 


RARE ER OURe Eléments de 


symétrie du 


Parallélépi- T d 

Syngonie pède de base réseau groupe Donc 

selon interna- | tuel sauf 

Schôünfiies| tional l'identité 
Cubique = b= simple, T 23 3,2 
a=fp—y— centré, Th mB | 3,2, m,1 

= J0° à faces cen- Tu 43m Z . 

trées O 43 3, 2, 4 
Oh m3m 3,4,2,m 

1 


Remarque. Le symbole C, ou simplement nr représente un axe de | 
symétrie d'ordre n, c'est-à-dire une rotation d'angle 360/n. Le symbole | 


n représente une rotation de 360/n degrés suivie d’une inversion des trois 


coordonnées. C,=£Æ est l'élément identité. L'opération 2 correspond à | 
une réflexion dans un plan perpendiculaire à l'axe. On la représente par | 


la lettre m. Ainsi m=2. 


centrées dont les nœuds sont aux sommets et au centre de toutes 
les faces du parallélépipède. 

Les syngonies triclinique, trigonale (rhomboédrique) et hexago- 
nale ne présentent qu’un réseau de Bravais simple ; le système mono- 
clinique deux ; la syngonie orthorhombique quatre; quadratique — 
deux et cubique — trois. 

Souvent, la symétrie de la maille primitive ne reproduit pas 
complètement la symétrie du réseau de Bravais. Ceci est illustré 
par la figure 2, où l’on a représenté deux réseaux plans — hexagonal 
et quadratique. Pour le réseau quadratique, on peut choisir une 
maille primitive reproduisant la symétrie du réseau, mais dans le 
cas du réseau hexagonal, la maille primitive ne présente pas la 
symétrie de la structure hexagonale. 

Par contre, on peut très bien construire une maille élémentaire 
du cristal possédant tous les éléments de symétrie du réseau de Bra- 
vais. Cette maille élémentaire est appelée maille symétrique ou maille 
élémentaire de Wigner-Seitz. C'est un volume de cristal limité par 
les plans médiateurs des segments reliant un nœud du réseau à tous 
ses proches voisins et perpendiculaires à ces segments. 

Sur la figure 3 on a représenté la maille de Wigner-Seitz et la 
maille primitive d'un réseau hexagonal à deux dimensions. On 
constate sans peine que les volumes de toutes les mailles primitives 
et de la maille de Wigner-Seitz sont les mêmes. 
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En cristallographie, on utilise souvent une autre définition de 
Ja maille élémentaire, qui reproduit mieux les propriétés de symé- 
trie du cristal. Cette maille élémentaire est le plus petit volume 
pouvant être construit sur les vecteurs de translation élémentaire 


du réseau, et dont la symétrie est 
celle du groupe ponctuel du réseau. 
Cette maille « élémentaire» sera 
appelée  cristallographique. Par 
exemple, considérons les cristaux du 
système cubique. Il leur correspond 
trois réseaux de Bravais : 1) cubique 
simple ; 2) cubique centré; 3) cubi- 
que à faces centrées. 

Dans le réseau cubique simple, 
les atomes sont situés aux sommets 
du cube. Chaque atome a six proches 
voisins. Un seul élément connu — 
le polonium — possède cette struc- 
ture (dans un certain intervalle de 
température). Les vecteurs du réseau 
sont définis par l'égalité 


n—=n,a; + Rydy Ÿ Nzâzs (2.2) 


où 7; est un nombre entier; a,, a, et 
a; sont des vecteurs de translation 
élémentaire perpendiculaires entre 
eux, de même longueur | a, | — 
= | a, | — | a, | — a. Dans ce cas 
la maille élémentaire coïncide avec 
la maille cristallographique, avec la 
maille primitive et la maille de 
Wigner-Seitz. Elle a pour volume 
v — a° et contient un seul atome. 

Soit un réseau cubique à deux 
atomes, de type CsCI, CuZn. La 
position des ions dans ce réseau est 


b) 


Fig. 2. Différents choix de mailles 


pe 
éxaconal 


(a 


our des réseaux plans 
a) et quadratique (b). 


définie par le vecteur du réseau n et les vecteurs de base 


PA = 0, Ps + (a, + a, Ha), 


caractérisant la position des ions À et B. 

Dans le réseau cubique centré la maille élémentaire cristallo- 
graphique a aussi une forme cubique d'’arête a et contient deux ato- 
mes identiques — un au sommet du cube et l'autre au centre. Le 
volume affecté à chaque atome est v — {/, af. La position des atomes 


44 SYMÊTRIE ET ÉTATS STATIONNAIRES DES CRISTAUX (CH. T 


dans ce réseau est donnée par les vecteurs 
n + Pa (2.3) 


où « = 1, 2; le vecteur n est donné par l'expression (2.2) et les vec- 
teurs de base sont 


pi=0, p=(a;+ay+a.). (2.4) 


Le réseau cubique centré peut être considéré soit comme un réseau 
cubique de Bravais de base (2.4), soit comme deux réseaux cubiques 
simples imbriqués l’un dans l’autre. Cha- 
que atome de ce réseau est entouré de 
o Oo huit voisins. 

La maille primitive de ce réseau ne 
contient qu'un atome. C’est un parallélé- 
O o pipède construit sur les vecteurs de trans- 

lations élémentaires suivants 


O 


(e] 
O : a=+(—2,+a,+a,), 
’ : b 8, (a, —a,+a.), 
O . 
ë A3 — _. (a, +a,—a,). (2.5) 


Fig. 3. Maille de Wigner- La position de tous les atomes dans le 


D LA np réseau cubique centré est définie par les 
Du vecteurs du réseau 


nale plane. 
N = ja; + Poe + Nas, (2.6) 


où 7, sont des nombres entiers. Si r, + nr, + n, est un nombre pair, 
l'expression (2.6) donne la position des sommets des cubes, si c’est 
un nombre impair, l'expression définit la position du centre des 
cubes. Le volume de la maille primitive est v —!/, a*. La maille 
élémentaire de Wigner-Seitz (maille symétrique) de ce réseau est un 
polyèdre complexe (octaèdre tronqué), limité par des faces hexago- 
nales et carrées (fig. 4). 

Dans le réseau cubique à faces centrées la maille élémentaire 
cristallographique a la forme d’un cube d'arête a et contient quatre 
atomes identiques. Les atomes du réseau sont situés aux sommets du 
cube et au centre des faces. Le volume affecté à chaque atome est 
v — {/,aÿ. La position des atomes de ce réseau est définie par les 
vecteurs 

Nn + Pa) 


où & = 1, 2, 3, 4; le vecteur du réseau n est défini par l’expression 
(2.2); les vecteurs de base sont 


p, = 0, Pa (ay + a), Ps= (a:+a.), pi (a:+ a). (2.7) 
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Le réseau cubique à faces centrées peut être considéré soit comme un 
réseau de Bravais de base (2.7), soit comme quatre réseaux cubiques 
simples imbriqués les uns dans les autres. Chaque atome de ce ré- 


Fig. 4. Maille de Wigner-Seitz du ré- Fig. 5. Maille de Wigner-Seitz du ré- 
seau cubique centré. seau cubique à faces centrées. 


seau est entouré de 12 voisins. La maille primitive de ce réseau est 
un parallélépipède construit sur les vecteurs de translation élé- 
mentaire : 


= (ay+a,), 8 (a+a), a=-(a,+a,). (2.8) 


La position des atomes dans le réseau est déterminée par les vecteurs 
du réseau : 


N = ja + Podo + Nas. (2.9) 


Le volume de la maille primitive est v — 1/, a. La maille élémen- 
taire symétrique est un polyèdre complexe (rhnombododécaèdre) repré- 
senté sur la figure 5. Les atomes de Ca, Cu, Pb et autres forment un 
réseau à faces centrées. 


$ 3. Le réseau cristallin réciproque 


En théorie du solide, en plus du concept de réseau direct (dans 
l’espace ordinaire), on utilise largement la notion de réseau récipro- 
que, dans l'espace tridimensionnel abstrait des vecteurs d'onde k. 
Par la suite cet espace sera appelé espace k. Les vecteurs d'onde ont 
la dimension inverse d'une longueur. Le réseau réciproque du cristal 
dans l'espace k est formé d'un ensemble infini de points dont la 
position est définie par les vecteurs du réseau réciproque 


= D gb, (3.1) 
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où £, est un nombre entier O0, +1, +2, . .., et b, les vecteurs élé- 
mentaires du réseau réciproque, liés aux vecteurs a, de translation 
élémentaire du réseau direct par les égalités 


b, — = [azas], b,= = [asa], b:= . [aa}; (3.2) 


v — a, [a.a.]l est le volume de la maille élémentaire du réseau direct. 
Il résulte directement des rela- 
tions (3.2) 


a;b; = 2HÈ; pe (3.3) 


Les vecteurs élémentaires b, 
du réseau réciproque permettent 
de construire la maille parallélé- 
pipédique de base du réseau réci- 
proque. Son volume est 


bfbb]=-2, (3.4) 


v 


Cette maille parallélépipédique, 

comme la maille primitive du ré- 

2rk seau direct, ne reflète pas tou- 

jours les propriétés de symétrie du 

Fig. 6. Zone de Brillouin du réseau réseau. C'est pourquoi on choisit 

cubique simple, plutôt une maille polyédrique, 

dont les faces sont médiatrices des 

segments joignant le point k = 0 aux nœuds voisins du réseau réci- 

proque. Cette maille est appelée première zone de Brillouin ou, plus 
simplement, zone de Brillouin. 

Construisons par exemple les zones de Brillouin de quelques ré- 

seaux réciproques. 


A. Réseau cubique simple. a,, a,, a, (| a, | — 
— | a, | — | a, | — a) sont les vecteurs de translation élémentaire 
du réseau direct. Le réseau réciproque est caractérisé par les vecteurs 
élémentaires 
27 27 
b,=—a,, b,= a, b,——; a. (3.5) 
La zone de Brillouin se présente donc sous la forme d’un cube d'arête 
2x/a représenté sur la figure 6. 


B. Réseau cubique à faces centrées. Substi- 
tuant (2.8) dans (3.2) nous trouvons 


b, = (a,—a, + a), b, — (a, —8,+ a), 


(3.6) 
b, — & (a, — a, + a,). 
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En comparant les expressions trouvées avec (2.5), on s'aperçoit 
qu'elles correspondent, à un facteur 4x/a° près, aux vecteurs de 
translation élémentaire du réseau cubique centré. Par conséquent 
la zone de Brillouin du réseau cubique à faces centrées a la même 
allure que la maille de Wigner-Seitz du réseau cubique centré (voir 
fig. 4). C'est un octaèdre tronqué dont les faces carrées correspondent 
aux plans k,, k,, k, — n/a, et dont les faces hexagonales corres- 
pondent aux plans k,, k,, k, — +3x/2a. 


C. Réseau cubique centré. Substituant (2.5) dans 
(3.2) on trouve 


b= (aa), b=<(a,+a.), b= (a +a,) (3.7) 


La zone de Brillouin du réseau cubique centré a la même allure que 


la maille de Wigner-Seitz du réseau cubique à faces centrées (voir 
fig. 9). 


D. Réseau hexagonal. Les deux vecteurs a, et a, 
de translation élémentaire ont la même longueur et forment entre 
eux un angle de 120°. Le troisième vecteur a,, de longueur arbitraire, 
est perpendiculaire aux deux premiers. La zone de Brillouin a la 
forme d’un prisme hexagonal. 


E. Réseau de type diamant. Les vecteurs de trans- 
lation élémentaire sont dirigés suivant les diagonales des faces du 
cube, c’est-à-dire 


| { | 
A1 =; (a; + a,), A2 — 7 (ay + a.), a3 — LE (a, + a). 


La zone de Brillouin est un octaèdre tronqué, c’est-à-dire qu’elle 
coïncide avec la zone de Brillouin du réseau cubique à faces centrées. 
Le silicium fait partie du même système cristallin. Celui-ci peut être 


représenté par un réseau cubique à faces centrées contenant deux 
atomes. 


$ 4. Valeurs propres et fonctions propres 
de l’opérateur de translation 


Seul un cristal parfait de dimensions infinies peut posséder une 
véritable symétrie de translation. Les cristaux réels sont finis. 
L'existence de surfaces délimitant le cristal détruit la symétrie de 
translation. Lorsque la dimension du cristal est assez grande devant 
la longueur moyenne des vecteurs de translation élémentaire (10-# à 
10-7 cm), on peut négliger l'influence de la surface lorsqu'on étudie 
les propriétés volumiques du cristal. Il est alors commode d'intro- 
duire des conditions aux limites spéciales à la surface du cristal 
permettant de conserver artificiellement la symétrie de translation. 


2—0534 
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Ces conditions aux limites cycliques, généralement appelées con- 
ditions de Born-Von Karman, sont définies comme suit: soit un pa- 
rallélépipède d'arêtes N,a,, MN.a., Nas, où N,, N;,, N; sont des 
grands nombres, a,, a., a, sont les vecteurs de translation élémen- 
taire. Supposons que le cristal entier soit formé par l’empilement 
compact infini de tels blocs cristallins identiques. L'édifice ainsi 
construit est tel que si l’on translate l’un des points d’un bloc d’un 
vecteur V,a,;, V,a:, N;a:, on retrouve le point correspondant du 
bloc adjacent. Mathématiquement les conditions de Born-Von Kar- 
man sont: définies par les égalités 


T'nia = T'Nans = T'Nans = To (4.1) 


entre l’opérateur de-translation d'un vecteur nul et les opérateurs 
Ta; (ë — À: 2; 3). 

Le bloc cristallin de base contient N = N,N,N, mailles élé- 
mentaires. Si le volume de la maille élémentaire est v, le volume du 
bloc de base est V — vN. La position des mailles élémentaires est 
définie par les vecteurs du réseau n prenant V valeurs. Il y a par con- 
séquent NV opérateurs de translation 7, constituant un groupe de 
translation de dimension V. Ce groupe est ubélien, c'est pourquoi 
toutes ses représentations irréductibles sont unidimensionnelles. Par 
conséquent les valeurs propres des opérateurs de translation sont 
non dégénérées. 

Pour définir les fonctions propres % (r) et les valeurs propres #à 
de l’opératéur de translation 7, il faut résoudre l'équation 


Tb (r) = tnÿ (r). (4.2) 
L'opérateur de translation 7, transforme r en r + n. Les fonctions 
propres + (r) se transforment (voir [5], $ 18) conformément à l'égalité 
Tnb (r) = (r — n). L'équation (4.2) devient 
p(r—n) = fn (r. (4.3) 
En utilisant la condition de normalisation de la fonction + (r) dans 
le volume V et l'égalité 


Jiber—n)f2 ar = | pere arr, 
V V 


exprimant la symétrie translationnelle du cristal, on obtient, compte 
tenu de (4.3) 
[in F = 1 
ou encore 
K®) = exp (—ikn), (4.4) 


où k est un vecteur réel quelconque de dimension inverse d’une lon- 
gueur. Ainsi les valeurs propres (4.4) et les fonctions propres yx (r) 
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de l'opérateur de translation sont caractérisées par le vecteur réel k, 
c'est-à-dire 


Tr (r) = exp (—ikn) Ÿk (r). (4.5) 
Pour définir le domaine de variation de k considérons les vecteurs 
kK'=k+g, (4.6) 


où g est un vecteur quelconque du réseau réciproque du cristal. 
De la définition des vecteurs n (2.1) et g (3.1), il ressort immédiate- 
ment exp (—ng) = 1. Ainsi les vecteurs k’ (4.6) et k sont équiva- 
lents vis-à-vis de la valeur propre exp (—ikn) de l'opérateur de 
translation. Par conséquent, deux vecteurs k non équivalents ne 
peuvent se situer que dans l’uné des mailles élémentaires du réseau 
réciproque. En général, on prend pour maille élémentaire la première 
zone de Brillouin (le centre de là zone coïncide avec k = 0). Nous 
avons préféré ce choix pour deux raisons: d’une part, comme nous 
le verrons plus bas, parce que nous pouvons introduire la notion de 
quasi-impulsion p = *k; d'autre part parce que la première zone 
de Brillouin reflète clairement les propriétés de symétrie du cristal. 

Ainsi, les valeurs propres et les fonctions propres de l’opérateur 
de translation sont classées selon la valeur d’un vecteur d’onde k 
situé dans la première zone de Brillouin de l’espace k. Les vecteurs 
d'onde de ce type sont appelés vecteurs « réduits ». 

Pour obtenir une expression des valeurs possibles prises par le 
vecteur réduit k, on remarquera que, conformément à (4.1), les va- 
leurs propres des opérateurs de translation doivent satisfaire aux 
égalités suivantes: 


exp (—ika,W,) = exp (—ika, NW.) — exp (—ika,;W,) = 1. (4.7) 


En utilisant ensuite (3.3) on voit que ces équations sont vérifiées 
lorsque 


3 
== S b,;v;/N;, (4.8) 
1 
où b; sont les vecteurs élémentaires du réseau réciproque, v; sont 
des nombres entiers 0, +1, +2, ... dont les valeurs absolues doivent 
être telles que toutes les valeurs de k se situent à l’intérieur de la 
première zone de Brillouin ou d’un parallélépipède primitif équiva- 
lent, soit 


_n<ka; Lan, l—=1,92, 3. (4.9) 


Lorsque ces conditions sont réalisées, l'équation (4.8) définit 
valeurs différentes du vecteur d'onde réduit k. Chacune de ces valeurs 
correspond à une représentation irréductible du groupé de transla- 
tions. | 
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La distance Ak, entre deux valeurs voisines de k le long des di- 
rections des vecteurs élémentaires b, du réseau réciproque est égale à 


Ak:; — b/N 1 (4.10) 


conformément à (4.8). Plus NW, est grand, plus Ak, est petit. De 
cette expression (4.10) il résulte que le volume de l'espace k affecté 
à chaque valeur de k est égal à 


Ak, [Ak, Ak;] = (2x)/Nv, 


par conséquer dans le volume unité de l'espace k il y a Nu/(2n)° 
vecteurs d’onde différents. Lorsque W est grand, la somme sur tous 
les vecteurs k de la première zone de Brillouin peut donc être réduite 
en intégrale de la manière suivante: 


D =D ) .… dk, (4.11) 
kK 


l'intégration étant effectuée dans le volume de la première zone de 
Brillouin. 

Dans un réseau cubique simple la première zone de Brillouin a la 
forme d’un cube. Les valeurs des vecteurs d'onde réduits sont données 
par l’expression 


où v, sont des nombres entiers vérifiant les inégalités 
1 1 : 
7 M< << Ni L=T, y, Z. 


Expliquons maintenant le sens physique du vecteur d'onde ré- 
duit k utilisé pour caractériser les états stationnaires excités du 
cristal. Puisque k est défini dans la première zone de Brillouin (le 
centre de zone coïncide avec k = 0), à chaque valeur absolue de k 
on peut faire correspondre une longueur d'onde À de l’état excité par 
l'égalité 

| k | = 2x/A. (4.12) 


Le centre de zone correspond donc à À = oc et les limites de la zone 
à À — 2a, où a est la distance entre les atomes voisins équivalents 
par translation dans la direction k. Dans les états avec À — 2a, 
les atomes sont en opposition de phase : les valeurs de À inférieures à 
2a n’ont pas de sens dans une structure discrète du réseau. C'est 
pourquoi pour les vecteurs k” — k + g, situés en dehors de la pre- 
mière zone de Brillouin, on ne peut utiliser l'équation (4.12). 

Le vecteur d’onde réduit k caractérise les valeurs propres de 
l'opérateur de translation 7, d’un vecteur du réseau. Il est intéres- 
sant de le comparer au vecteur k définissant les valeurs propres de 
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l'opérateur de translation dans l’espace libre. Contrairement au 
cristal, l’espace libre est invariant par rapport à un déplacement 
d’un vecteur a quelconque et, en particulier, d’un vecteur infiniment 
petit Ôa. L'opérateur de translation infiniment petite Tsa s'exprime 
en fonction de l'opérateur impulsion. En te 


Tout (r)= (1 — da) p (= (1— 5-8) (r). 
L'opérateur déplacement d'un vecteur fini a — Y' ôa; est formé 


i 
par l'application successive de déplacements infiniment petits 


Ta= lim  [Toa,= exp (— iap/ñ). (4.13) 
bi Be 
Dans les états +, (r) dont la valeur p de l'impulsion est bien définie 
on a l'égalité 


TaŸp (r) = exp (—iak)w,, p = Àk. (4.14) 


Par conséquent, la valeur propre de l'opérateur de translation dans 
l’ espace libre peut être exprimée sous la forme d'un vecteur d'onde k 
relié à l'impulsion. 
Par analogie, au vecteur d'onde réduit k du cristal, on fait cor- 
respondre le vecteur 
p = Àk (4.15) 


appelé quasi-impulsion. 11 diffère de l'impulsion habituelle par un 
certain nombre de propriétés. 

1) La quasi-impulsion prend des valeurs discrètes dans un cristal 
de dimensions finies, et on ne peut pas lui faire correspondre d'opé- 
rateur impulsion différentiel ; 

2) en raison de l’équivalence des vecteurs k et k” = k + g, la 
quasi-impulsion dans le cristal est définie à un vecteur Âg près 


= p + Àg, (4.16) 


où gest un vecteur quelconque du réseau réciproque ; 
3) la loi de conservation des quasi-impulsions dans le cristal doit 
être écrite de la manière suivante: 


0, 
ap= | ou bien Ag. (4.17) 
La grandeur hig dans (4.16) est parfois considérée comme l’impulsion 
transmise au réseau entier. 
Pour toute une série de phénomènes se manifestant dans le cristal, 
seuls interviennent les états de quasi-impulsions Ipi<hlgl. 
Dans ce cas la loi de conservation se réduit à Ap — 0; 
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4) dans l'espace libre, l'égalité À = 2r#k/| p | est valable pour 
des valeurs de p aussi élevées que l’on veut. Dans le cristal, cette 
égalité n’a de sens que si À > 2a. 


$ 9. Propriétés générales des états stationnaires 
d’un cristal basées sur sa symétrie 


Les états stationnaires d'un cristal ont une énergie déterminée 
et sont décrits par les fonctions propres de l'opérateur de Hamilton X. 
En raison de la symétrie de translation, l'opérateur 7/7 commute avec 
l'opérateur de translation Th, c'est-à-dire 


[A , Ta] = 0. (5.1) 


Les fonctions propres de l'opérateur A doivent donc être aussi 
fonctions propres de l’opérateur de translation. Elles seront par 
conséquent classées suivant les représentations irréductibles du 
groupe de translations. Ces fonctions dépendent du vecteur d'onde 
réduit k et vérifient les équations 


Taka = exp (—ikn) Vkos  Hbko = Eco (K) Yras (5.2) 


où par la lettre &« on désigne l'ensemble de tous les autres nombres 
quantiques caractérisant l'énergie de l’état stationnaire. L'indice 


supérieur f de la fonction Yka numérote les états de même énergie 
E, (k) (états dégénérés). 

Les états correspondant à une valeur de k donnée sont spatiale- 
ment homogènes. N'importe quel état spatialement hétérogène 
(incohérent) dans un cristal est décrit par une superposition d'états 
à k différents. Il n’est donc pas stationnaire. 

Pour & donné. l'énergie £, (k) prend N valeurs quasi discrètes, 
et l’ensemble de ces valeurs est appelé bande énergélique. Lorsque N 
tend vers l'infini, la fonction £, (k) prend des valeurs continues. 
L'ensemble des différentes bandes énergétiques £, (k) pour diffé- 
rents & est appelé structure en bandes du cristal. Sachant que deux 
vecteurs k et k + g qui diffèrent l’un de l’autre d’un vecteur du 
réseau réciproque (3.1) sont équivalents, on doit avoir 


E, k) = Ec (k + 8). 


Cette égalité permet d'étendre la fonction £, (k) définie pour 
les valeurs de k situées dans la première zone de Brillouin à tout 
l’espace k. La fonction E, (k) ainsi formée devient alors périodique, 
de périodes égales aux vecteurs de base b; (i = 1, 2, 3) du réseau 
réciproque. | 

Les nombres quantiques & dans (5.2) sont déterminés par la 
symétrie du cristal. L'ensemble de tous les éléments de symétrie 
transformant une direction du cristal en son équivalente constitue 
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le groupe des directions appelé groupe ponctuel du cristal. Générale- 
ment ce groupe diffère du groupe ponctuel du réseau direct (réseau 
de Bravais), et sa symétrie lui est inférieure. En d’autres termes, 
chaque élément de symétrie du groupe ponctuel du cristal est obli- 
gatoirement contenu dans le groupe ponctuel du réseau direct du 
même cristal. Mais l’inverse peut ne pas avoir lieu. 

Il y a 32 groupes ponctuels, ce qui permet de classer les cristaux 
en 32 classes cristallines (voir Tableau 1). Ces classes sont divisées 
en syngonies. Par exemple la syngonie triclinique contient deux 
classes C,, S,; la syngonie monoclinique trois C2, Cs, Can; la syn- 
gonie cubique cinq. L'ensemble de toutes ces classes et leur distribu- 
tion suivant les syngonies peuvent être trouvés dans les livres de 
Kitaïgorodski [1] et Lioubarsky [2]. 

L'ensemble des éléments de symétrie d’un cristal transformant 
chaque point en un point équivalent constitue le groupe d'espace du 
cristal. Le groupe de translations est un sous-groupe du groupe d'’espa- 
ce. Pour les cristaux tridimensionnels il y a 230 groupes d'espace 
différents; pour les cristaux bidimensionnels 17 et pour les cristaux 
unidimensionnels 2. La première classification complète de tous les 
groupes d'espace a été réalisée par E. Fedorov (1895) et peu après par 
A. Schôünflies. 

Parmi les 230 groupes spatiaux, 73 sont simples. Dans les groupes 
d'espace simples, tous les éléments de symétrie du groupe ponctuel 
associé des directions du cristal sont à la fois éléments de symétrie 
du groupe d'espace. Par conséquent ces opérations de symétrie trans- 
forment non seulement les directions, mais aussi les points en leurs 
équivalents. Le groupe ponctuel est ainsi un sous-groupe du groupe 
d'espace. ; 

Dans les 157 groupes restants, le groupe ponctuel du cristal n’est 
pas sous-groupe du groupe d'espace. Le diamant, le silicium, l’étain, 
le bismuth, le germanium, l’anthracène, le naphtalène et d’autres 
ont des groupes spatiaux de ce type. Ces groupes d'espace contiennent 
des éléments de symétrie spéciaux appelés axes hélicoïdaux essentiels 
et miroirs avec glissement ou plans de glissement essentiels *). 

Les axes hélicoïdaux et les plans de glissement sont des rotations 
et des réflexions associées à des translations d'une fraction de période 
le long de la direction de l'axe ou parallèlement au plan de glisse- 
ment. Par exemple l’axe hélicoïdal d'ordre deux est constitué d’une 
rotation de 180° suivie d’une translation d'une demi-période le long 
de l’axe de rotation. Sur la figure 7 on a représenté un axe hélicoïdal 
d'ordre deux (a) et un plan de glissement (b) pour différentes struc- 
tures. 


*) Les axes hélicoïdaux et les plans de glissement sont appelés essentiels 
s'ils représentent de nouveaux éléments de symétrie du réseau de Bravais. Dans 
le réseau cubique simple il y a des plans de glissement. Cependant ces plans ne 
représentent pas de nouveaux éléments de symétrie. 
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Les mailles élémentaires de cristaux monoatomiques dont les 
éléments de symétrie constituent un groupe d'espace simple com- 
portent un seul atome. Les cristaux monoatomiques dont le groupe 
d'espace contient des axes hélicoïidaux ou des plans de glissement 
ont deux atomes ou plus par maille élémentaire. Par exemple la 
maille élémentaire du cristal de germanium possède quatre atomes 
et le groupe d’espace un axe hélicoïdal d'ordre quatre. Les mailles 


Fig. 7. Axe hélicoïdal d'ordre deux (a) et plan de glissement (b). 
Les croix indiquent la queue des flèches, et les cercles la pointe. 


élémentaires du diamant, du silicium, de l’étain, du bismuth ont 
deux atomes; les cristaux moléculaires d’anthracène et de naphtalène 
ont deux molécules par maille élémentaire. 

Si le groupe ponctuel À du cristal a Z éléments de symétrie 
(E, R;, R3, - . ., Ri), chaque élément du groupe d'espace G du cristal 
peut être écrit comme un produit d'un opérateur de translation 7, 
par un élément « de rotation » a;R,; (i = 2, ..., l), où a; sont des 
opérateurs de translation d’une fraction de période du réseau pour 
les axes hélicoïdaux et les plans de glissement essentiels. Pour les 
rotations et les réflexions simples &, coïncide avec l'élément unité 
E du groupe. Dans les groupes d'espace simples, tous les a; coïnci- 
dent avec E et les éléments « de rotation » le sont avec les éléments 
du groupe ponctuel À. 

En utilisant le sous-groupe des translations on peut former le 
groupe-facteur G/T du groupe d'espace G par rapport au sous-groupe 
des translations 7. Le groupe-facteur représente un groupe dont 
l’« élément » unité est le sous-groupe des translations lui-même, 
chacun des autres « éléments » étant constitué par l’ensemble des 
produits d’un élément de rotation donné «;R; du groupe d’espace 
par tous les éléments 7, du sous-groupe des translations. Ainsi le 
groupe-facteur G/T est formé par les éléments 


T, TaoRo, ..., TarRi. 
Il est important de remarquer que ce groupe-facteur G/T est iso- 


morphe au groupe ponctuel R du cristal, c'est-à-dire que l'on peut 
établir une correspondance biunivoque entre les éléments de ces 
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groupes. Par suite de l’isomorphisme n’importe quelle représentation 
du groupe À est aussi représentation du groupe-facteur G/T. 

Les fonctions bÉs pour k = 0 ne changent pas par translation. 
Par contre, l’action des éléments « de rotation » &;R;, qui sont les 
opérations de symétrie du groupe d'espace du cristal, sur les fonctions 


és les transforme en combinaisons linéaires de fonctions vs de 
même énergie E8 


aRibos= Ÿ Ar (i) 408: it; 2, …. L. 


Les coefficients de cette transformation À; (i) forment une matrice. 
Cette matrice est représentation irréductible du groupe-facteur G/T. 
Le rang de cette matrice définit le degré de dégénérescence de l’état 
énergétique correspondant du cristal. Ainsi, en utilisant les repré- 
sentations irréductibles du groupe-facteur G/T (ou du groupe ponctuel 
R de symétrie du cristal, caractérisant la symétrie des directions et 
isomorphe à G/T) on peut classer les fonctions des états stationnaires 
du cristal. 

Les représentations irréductibles auxquelles se rapportent les 
fonctions 1,8 caractérisent leurs propriétés de symétrie. Elles dé- 
terminent les règles de sélection entre les états stationnaires du 
cristal, lorsqu'il est soumis à l’action d’une excitation extérieure. 
Il est essentiel que les fonctions d'onde ,4, associées à des repré- 
sentations irréductibles différentes soient orthogonales entre elles. 

Dans les processus d'absorption et d'émission de lumière de grande 
longueur d’onde (par rapport à la constante du réseau), les états de 
vecteur d'onde k petit jouent le rôle principal. Pour ces processus, 
la région centrale k Æ 0 de la première zone de Brillouin est donc 
prépondérante. 

Pour d’autres phénomènes, au contraire, il convient d'étudier 
des états à k = 0. On peut aussi dans ce cas classer les états station- 
naires suivant la symétrie des directions cristallographiques. Soit 
un cristal dont le groupe spatial est simple. Le groupe de symétrie 
ponctuel y est un sous-groupe du groupe d’espace, et tous les éléments 
de symétrie laissent l’opérateur d’énergie du cristal invariant. 

Tous les éléments de symétrie du groupe ponctuel du cristal 
transforment chaque vecteur d’onde k de la première zone de Bril- 
louin en un certain nombre de vecteurs d'onde. L'ensemble de tous 
ces vecteurs d'onde constitue l'étoile k ou l'étoile de la représentation k. 
Lorsque l'extrémité du vecteur k ne correspond pas à un point sin- 
gulier de la zone de Brillouin (axe de symétrie, plan de symétrie ou 
frontière de zone), le nombre des vecteurs de l'étoile est égal au 
nombre d'éléments du groupe de symétrie ponctuelle. Une telle 
étoile est dite non dégénérée. Si l'extrémité du vecteur coïncide avec 
un point singulier de la zone, deux ou plusieurs vecteurs de l'étoile 
sont confondus. Dans ce cas l'étoile est dite dégénérée. En particulier, 
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pour tous les cristaux le centre de la zone de Brillouin correspond à 
une étoile dégénérée dont le vecteur d'onde k est nul. Le centre de 
zone est un point singulier habituellement noté T. 

A titre d'exemple représentons les points singuliers de la zone 
de Brillouin sur un réseau quadratique plan. La zone de Brillouin 
est un carré représenté sur la figure 8. Le groupe de symétrie ponctuel 
de cette zone a huit éléments de symétrie : Æ (l'identité); C4. C?, Ci 
axes de symétrie d'ordre quatre (avec des rotations de 90°, 180° et 
270°) et quatre miroirs (ou plans de réflexion) 6,, 6,, Ga et Ga. 
Les deux premiers sont respective- 
ment perpendiculaires aux axes X. 
et À, les deux autres contiennent 
l'axe d'ordre quatre et les diagona- 
les du carré. 

Les quatre vecteurs d'onde cor- 
respondant aux sommets du carré 
sont équivalents, puisqu'ils diffèrent 
d'un vecteur du réseau réciproque. 
C'est pourquoi le point A7, comme le 
centre de zone F,est associé à une 
étoile dégénérée constituée d’un seul 
vecteur. Au point X situé sur l'axe 
Aa 7Ja de symétrie à la limite de la zone de 
Fig. 8. Points singuliers dela zone  Brillouin correspond une étoile dégé- 
de Brillouin du réseau quadratique  nérée de deux vecteurs. Les points À 

plan. et ©, situés sur les axes de symétrie, 

mais qui ne se confondent pas avec 

X et .V/. et les points Z situés à la limite de la zone et qui ne se confon- 

dent pas avec ZX et .1/ sont associés à une étoile dégénérée de quatre vec- 

teurs. Les autres points, situés à l’intérieur de la zone de Brillouin 

ne possèdent aucune singularité, il leur correspond des étoiles non 
dégénérées constituées de huit vecteurs. 

Soit un vecteur d'onde k d’une étoile non dégénérée. Le nombre 
de vecteurs de l'étoile est égal au nombre / des éléments de symétrie 
du groupe ponctuel du cristal. Les énergies des états pour tous les 
vecteurs de l'étoile, æ& étant fixé, sont toutes égales : 


E4 (k) — Ea (ke) =... — Ex (ki). (5.3) 
Il leur correspond les fonctions 
Yhier Vhaar » er Pig (5.4) 


qui s'échangent sous l’action des opérations de symétrie du groupe 
ponctuel. Toutes sont relatives à la même représentation irréductible 
de ce groupe. La dimension de la représentation du groupe d’espace 
est dans ce cas l fois plus grande que la dimension de la représentation 
correspondante du groupe ponctuel. 
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Lorsque le vecteur k, appartient à une étoile dégénérée de m 
vecteurs k,, k,, . .., k,,, les éléments de symétrie du groupe ponc- 
tuel peuvent être divisés en deux catégories : 1) les éléments de symé- 
trie laissant k,invariant (toutes les rotations autour de la direction de 
k, et les réflexions dans les plans contenant k,); 2) les éléments de 
symétrie échangeant deux vecteurs de l'étoile. Les éléments de symé- 
trie de la première catégorie forment un sous-groupe du groupe ponc- 
tuel entier du cristal. On l'appelle groupe du vecteur d'onde. On peut 
alors classer les fonctions d'onde relatives à une même énergie sui- 
vant les représentations irréductibles (4, B, . . .) du groupe du vec- 
teur d'onde k,. A chaque représentation correspondent une valeur 
de l'énergie et m.fonctions différant par leur vecteur d'onde k; (ap- 
partenant à l'étoile) : 


(à) (à (t : ; . 
ViiA KaA ..s Pima — énergie E À (ki); 
(i (i (à Le c : 
Pire, VieBs << Vimn—énergie Ep (ki); 


l'indice à numérote la fonction de chaque représentation irréductible 
(4, B. ...) du groupe ponctuel du vecteur d'onde. 

Considérons par exemple le point À de la zone de Brillouin de 
la figure 8. I] lui correspond une étoile de quatre vecteurs. Le groupe 
de ces vecteurs ou groupe des points À de la zone contient deux élé- 
ments de symétrie £, o, et possède deux représentations unidimension- 
nelles irréductibles indiquées dans le Tableau 2. L'une est totale- 
ment symétrique, l’autre change de signe par l'opération o,. Dans 
ce cas, à une énergie donnée correspondent seulement quatre fonc- 
tions associées à l’une de ces deux représentations, par exemple 


YŸkiAs: YA ŸKsAg: Frise: 


Les points ? et Z présentent une situation analogue et leurs repré- 
sentations irréductibles sont indiquées dans le Tableau 2. 

Au point X correspond une étoile dégénérée de deux vecteurs 
d'onde. Le groupe de ces vecteurs d'onde (groupe du point X) con- 
tient quatre éléments de symétrie et quatre représentations irréduc- 
tibles unidimensionnelles (Tableau 2). C'est pourquoi à une valeur 
de l’énergie correspondent deux fonctions associées chacune à l’une 
des quatre représentations irréductibles du groupe des points X. 

Au point F correspond une étoile dégénérée d'un vecteur k = 0. 
Ici le groupe du vecteur d'onde coïncide avec le groupe ponctuel 
complet du cristal. La classification des états doit donc être effectuée 
suivant les représentations irréductibles de ce groupe. En particulier, 
pour un réseau quadratique (voir fig. 8) il y a cinq représentations 
irréductibles pour le groupe ponctuel du point l. L'une d'entre elles 
est bidimensionnelle. Au point Af la situation est analogue. 
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Tableau 2 


Représentations irréductibles des points singuliers de la zone de Brillouin 
pour le réseau quadratique représenté sur la figure 8 


Ainsi les représentations irréductibles du groupe d'espace sont 
caractérisées: 1) par un ensemble de vecteurs d'onde constituant 
une étoile, 2) par les représentations irréductibles du groupe du 
vecteur d'onde, habituellement dénommées petites représentations. 
La dimension des représentations du groupe d’espace est le produit 
du nombre de vecteurs de l'étoile par la dimension de la représen- 
tation irréductible du groupe du vecteur d'onde. 

Lorsque l’on étudie la variation de l’énergie des états stationnai- 
res en fonction du vecteur d'onde, on remarque une importante 
propriété — de part et d'autre de la limite de zone, E, (k) a la même 
valeur. En d’autres termes, la fonction Æ, (k) passe par un maximum 
ou un minimum à la limite de la zone de Brillouin. 

Pour des cristaux dont le groupe d'espace contient des axes héli- 
coïdaux ou des plans de glissement essentiels (ou les deux à la fois), 
en certains points ou lignes à la surface de la zone de Brillouin, les 
représentations irréductibles sont toutes bidimensionnelles. En 
ces points de la zone, on doit donc observer la fusion des bandes — 
les énergies Æ,(k) correspondant aux différentes fonctions re 
pour les vecteurs k situés en ces points singuliers de la zone devien- 
nent égales. Par exemple la structure bidimensionnelle représentée 
sur la figure 9,a présente un plan de glissement perpendiculaire à 
l'axe y. La fusion des bandes est alors réalisée le long du côté 
k, = x/a de la zone de Brillouin (voir fig. 9,b). 
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La démonstration de cette fusion fait intervenir la symétrie du 
hamiltonien par rapport à l’inversion du temps. L’inversion du temps 
signifie le changement de signe du temps ({ devient —#f). Lorsque 
le cristal ne se trouve pas dans un champ magnétique extérieur, 
l'opérateur de Hamilton est invariant non seulement vis-à-vis des 
opérateurs de symétrie spatiale du cristal, mais aussi vis-à-vis de 
l'inversion du temps. 

Par inversion du temps le vecteur d'onde k devient —k. Par 
suite de l’invariance de l'opérateur de Hamilton vis-à-vis de l'in- 


b 


a) ê) 


Fig. 9. Structure bidimensionnelle comportant un plan de glissement perpen- 
diculaire à l’axe y (a) et sa zone de Brillouin (b). 


version du temps on obtient donc pour les excitations indépendan- 
tes du spin 


Es (k) = Eo (—k). (5.5) 


Cela signifie que la bande énergétique de ces excitations présente 
dans l’espace k un centre d’inversion. L'égalité (5.5) doit être vérifiée 
même pour des cristaux dont le groupe d'espace ne contient pas l’élé- 
ment inversion. 

Si l'excitation dépend du spin (excitation monoélectronique 
dans un cristal par exemple), par inversion du temps, le vecteur 
d'onde est inversé en même temps que le spin de l'électron. Dans 
ce cas l'égalité (5.5) doit être remplacée par 


Ect (k) = Eos (—k), (5.6) 


la flèche près de l'indice &« symbolisant l'état de spin. 

Dans un cristal optiquement actif (qui fait tourner le plan de 
polarisation de la lumière), la lumière se propage transversalement 
le long de l’axe optique avec deux fréquences w. (k) et wi (k) cor- 
respondant aux deux polarisations circulaires droite et gauche. Par 
inversion du signe du temps, le signe de la polarisation circulaire 
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change. Les deux fréquences sont donc liées par la relation 
ot (k) = œ4 (—k). 


Pour des ondes longitudinales wo” (k) — &” (—k). 

La symétrie du hamiltonien dans l'inversion du temps peut con- 
duire à une dégénérescence supplémentaire des bandes énergétiques 
du cristal. Cette question a été abordée pour la première fois par 
Wigner en 1932 (voir [3, 4)). 

Dans les chapitres suivants, nous étudierons plus en détail les 


propriétés des états excités de différents types et quelques-unes de 
leurs manifestations. 


CHAPITRE Il 


PHONONS DANS LES CRISTAUX COVALENTS 
ET MOLÉCULAIRES 


Selon le caractère des forces reliant les atomes (ou les ions), les 
solides sont divisés en cristaux moléculaires, covalents, ioniques et 
métalliques. Entre chaque type, il n'y a pas de frontière nette. Cette 
division est cependant utile dans la mesure où elle reflète les types 
de force prépondérants agissant entre les unités structurales de base. 

Dans les cristaux covalents et moléculaires, les unités structura- 
les de base sont des atomes du des molécules neutres, liés par des 
forces de faible rayon d'action — covalentes ou de Van der Waals. 
L'énergie des liaisons covalentes diminue exponentiellement avec 
la distance. L'énergie des liaisons de Van der Waals est inversement 
proportionnelle à la sixième puissance de la distance. 

Dans les cristaux ioniques, le rôle fondamental est joué par les 
interactions coulombiennes à grande distance entre les ions consti- 
tuant le cristal. Dans ces cristaux le mouvement des ions s'accom- 
pagne de l'apparition d’un champ électromagnétique interne. C’est 
pourquoi la théorie du mouvement vibratoire des ions dans un cris- 
tal ionique (voir chap. III) est plus complexe que la théorie du mou- 
vement des atomes dans les cristaux covalents et moléculaires. 

Dans ce chapitre on considère le mouvement des atomes dans les 
cristaux covalents et moléculaires. De nombreux diélectriques se 
rattachent à ces types de cristaux — le diamant, les gaz rares solides 
(Ar, Kr, He, ...), les cristaux de nombreux composés organiques 
(CH,, Cable, CoHlg, - .- .), des semi-conducteurs (Ge, Si, GaAs, GaSb 
et autres). 


$ 6. Phonons dans un cristal unidimensionnel contenant 
un atome par maille élémentaire 


Considérons d’abord le cas simple d’un cristal unidimensionnel 
composé d’atomes identiques, de masse m, dont la position d'équilibre 
est donnée par le vecteur du réseau 


n=na n—1,2,..., N. (6.1) 


32 PHONONS DANS LES CRISTAUX COVALENTS ET MOL£CULAIRES [CH I 


Supposons que les déplacements transversaux et longitudinaux des 
atomes soient indépendants. Soit En l’un de ces déplacements con- 
cernant l'atome occupant le nœud n. Pour exprimer l’énergie poten- 
tielle ÜU en fonction du déplacement des atomes neutres, on con- 
viendra de ne tenir compte que des interactions entre atomes voisins 
(le cas général sera étudié plus loin): 


U=— y D (En — En-a)2. (6.2) 


L'énergie cinétique est fonction de la vitesse du déplacement En: 
4 e 
n 


Introduisons les conditions cycliques 
En — Én+Na- (6.4) 


Pour un réseau unidimensionnel (6.1) la zone de Brillouin est limitée 
par 
—7r < ka < nr. 


A l'intérieur de cette zone, le vecteur d'onde k parcourt N valeurs 
non équivalentes 


= "a, up—=0, +1,..., —. (6.5) 


A la place des déplacements atomiques E,, utilisons un système 
de coordonnées généralisées plus commode AL. Ce système caracté- 
rise le mouvement collectif des atomes pour une valeur déterminée 
de k. On pose donc 


En= NUS Ac exp (ikn). (6.6) 
k 


Les nouvelles variables doivent vérifier la condition 

Ar = AY (6.7) 
pour que E, soit réel. La sommation (6.6) est effectuée sur toutes 
les valeurs possibles (6.5) du vecteur d’onde. 


A partir de (6.1) et de (6.5) on peut montrer deux égalités im- 
portantes : 


+ > exp {i (k—k”) n] — Ôkk’, _. ÿ exp {i (n— n°) k] = Ônn’- (6.8) 
n k 


Ces relations (6.8) permettent de trouver la transformation inverse 
de (6.6) 


Ax= NT > En exp (—ikn). (6.8a) 
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Partant de (6.6) exprimons les énergies potentielle et cinétique 
du cristal en fonction des nouvelles coordonnées collectives et de 
leurs dérivées par rapport au temps: 


4 4 . e 
= 9 m D (22 (k) AxA_v; K 5m >, ArxA_x, (6.9) 
k k 


dans cette expression 
mQ2 (k) = mQ2 (— k) = 4y sin? À. (6.10) 
La fonction de Lagrange classique prend la forme 


L=K—-U=-m S IAxA-x —Q2 (k) Ad x]. (6.11) 
kK 


Cette expression permet de calculer les impulsions généralisées 
correspondant aux coordonnées généralisées A : 


D 4. (6.12) 


Si l'on introduit l’impulsion pa = MEn liée au déplacement E,, en 
utilisant (6.8a) et (6.12) on obtient 


Px= NUE paexp (ikn). (6.13) 
n 
Les égalités (6.12) et (6.9) permettent d'écrire l'énergie classique E 


en fonction des coordonnées généralisées 44 et des impulsions géné- 
ralisées Pr: 


E=K+U=< > [+ PxP_r ‘-mQ2(k) ArA-x |. (6.14) 
k 


Pour passer à la mécanique quantique, il suffit d'exprimer les 
erandeurs En et Pn sous forme opératorielle. Ces opérateurs vérifient 
la relation de commutation 


[Ën Pa] — iR On, n°. (6.15) 


Les coordonnées généralisées (6.8) et les impulsions généralisées 
(6.13) deviennent maintenant des opérateurs liés par la relation de 
commutation 


LÂx, Pre] = ihôy, ve. (6.16) 


L'énergie (6.14) donne l'opérateur énergie 


H=T D {5 Bab 1 +mQ7 (k) AxÂu). (6.17) 
k 
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On se propose de simplifier cette expression en introduisant de 
nouveaux opérateurs br, b*, définis par 


ÂÀx = Ve Ok+bti), Pi=i y 72® (bk—b_x). (6.18) 
D'après les relations (6.16), les nouveaux opérateurs bd et b?z doi- 
vent vérifier les relations de commutation 

(dk, die] = OK, re, (dk, Or] = 0. (6.19) 
Les opérateurs vérifiant (6.19) sont appelés opérateurs de Bose. 


Substituant (6.18) dans (6.17) on exprime l'opérateur énergie 
en fonction des nouveaux opérateurs 


= D Q(k) [btb + bxbi]. (6.20) 
k 


Effectuant la transformation correspondante dans (6.6) on obtient 
la valeur de l'opérateur déplacement de l’atome n 


Ën= D Ve exp (ikn) (by + b? x). (6.21) 
k 


Expliquons le sens physique des nouveaux opérateurs b4 et bi. 
Ces opérateurs agissent dans l'espace des fonctions (voir [5]) 
be Vr) FR 
dépendant du nombre de remplissage vx (—=0, 1, 2, . ..) des états 
de vecteur d'onde k. Posons 
vx) = | 0, 0, ..., vx, - . ., 0) 


et exprimons l’action des opérateurs 4, b£ sur les fonctions | vx } 
sous la forme 


bEvx) = V Ve + 1lve +1), belvx) = V vxlvx—1). (6.22) 


Ces expressions sont choisies de telle sorte que les opérateurs b4 et 
& vérifient les relations de commutation (6.19). On suppose que les 
fonctions | vx ) sont normées par la condition 


(V | Ver) = Ôn, K. (6.23) 


D'après (6.22) on constate que l'opérateur b£ augmente le nombre 
de remplissage v, d’une unité dans l’état déterminé par la fonction 
] vx ), alors que l’opérateur à, le diminue d’une unité. En utilisant 
(6.22) on trouve les égalités 


bibx | Vx) = Vx I Vk), bb [ vx) = (vx + 1) | vx). (6.24) 


Cette expression (6.24) indique que les fonctions | vx } sont fonctions 
propres de l'opérateur b£bx, la valeur propre correspondante est vx. 
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L'opérateur énergie (6.20) peut être transformé en utilisant les 
relations de commutation (6.19): 


H= RQ (k) (bib ++) | (6.25) 


L'état fondamental du cristal est décrit par la fonction | 0). Dans 
cet état l'énergie 


1 
= (0/H10) =-- ÿ, ñQ (k) (6.26) 
kK 
est minimale. 
Dans la représentation d’Heisenberg [5], l'évolution des opérateurs 
b, au cours du temps est définie par les équations 


ihbx (t) — [bx (6), H1, by (0) = by. 


Remplaçant dans cette équation Æ par son expression (6.25), puis 
utilisant le commutateur (6.19) on a 


bx (t) = bx exp (—iS2 (k) £). 


Conformément à (6.24) et (6.25) l'énergie du cristal dans l’état 
| vx ) est 


En = (WA IV) = Eo + hQ (k). (6.27) 


La valeur moyenne (dans ce même état) de l'opérateur déplacement 
de l’atome n (calculée à partir de l'expression (6.21)) { vx | En | Vx } 
est nulle. Par ailleurs la valeur moyenne du carré du déplacement 
est indépendante de la dee de l’atome dans la chaîne 


(I Ë IV) = + À h[2mNQ(k)y!. (6.28) 


k°(+ 0) 


Le deuxième terme représente la contribution des « vibrations de 
zéro » (lorsque tous les vx = 0). 

La valeur k — 0 correspond à un déplacement du cristal en entier : 
Q (0) = 0. Aïnsi pour k = 0 les atomes ne vibrent pas, c'est pour- 
quoi la sommation dans (6.28) est effectuée sur toutes les valeurs 
non nulles de k. Dans cette somme les valeurs absolues de k sont 
égales ou supérieures à 2n/Wa, c'est-à-dire Q > > + 2, 

Les états stationnaires excités sont donc répartis dans tout le 
cristal. Ils sont déterminés par un vecteur d'onde k (une quasi-im- 
pulsion *k et une énergie ÀQ (k)). Ces états excités sont appelés 
phonons. D'après (6.10) les états de vecteurs d'onde k et —k ont 
la même énergie. 


3 
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Les nombres v4 figurant dans les fonctions | v4 ) indiquent le 
nombre de phonons dans un état donné. Le calcul de la fonction 
[vx ) d’un état avec vx phonons 
peut être effectué par applications 
successives de l'opérateur bi sur 
la fonction de l’état vide | 0 ): 


fu) (vue 1) 4/2 6) F0). 

Sur la figure 10 on a représen- 
té les variations de la fréquence 
des phonons en fonction du vec- 
teur d'onde: 


Q (k)=Q (—k) = 
=2V/ Z{sio © . (6.29) 


Si l’on connaît la fréquence des 
Fig. 10. Dispersion des phononsacous  phonons en fonction de k, on peut 
tiques. calculer la vitesse de phase V,ret 
la vitesse de groupe V, des exci- 
tations élémentaires correspondantes 


Q (k 2 7% |. (ka 
Vas sr y Efsin SL 


, Ve = 


ED | (6.30) 


Pour des excitations de grande longueur d'onde, ka=%2<1, 
(6.29) et (6.30) se simplifient 


O(K)=k0/ L=Wum Vyn=Ve=aW Le (6.302) 


Les excitations de grande longueur d'onde peuvent être considérées 
comm des ondes élastiques se propageant dans le milieu. La vitesse 
de,ces ondes (vitesse du son) est déterminée en mécanique par l’ex- 
pression Vae = V E/p, où E est le module de Young et p la densité. 
Ici p — m/a et le module de Young qui est le rapport de la force 
Y (EnŸ— En_1) à la déformation relative correspondante (En — En_1)/a 


est! égal à E — ya. Ainsi Vae — + a. Les excitations élémen- 
taires de grande longueur d’onde (ku < 1) correspondent bien aux 
ondes acoustiques dans un milieu élastique. C’est pourquoi ces exci- 
tations sont appelées phonons acoustiques. 
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Lorsque le vecteur d'onde s'approche de la limite de la zone de 
Brillouin (ka 1x ou À —2a), la vitesse de phase V,n tend vers 


y + , et la vitesse de groupe tend vers zéro. 


Au début de ce paragraphe, nous avons supposé que les interac- 
tions se limitaient aux atomes voisins. Mais si l’on désire s’abstraire 
de cette condition, au lieu d'écrire l'énergie potentielle sous la forme 
(6.2) (dans l’approximation harmonique), il faut exprimer cette 
grandeur de la manière suivante: 


U = D ‘pi (En —En-1)2. (6.31) 
n, Î 


Lorsqu'on passe aux coordonnées généralisées, on retrouve les expres- 
sions (6.9), mais le carré de la fréquence sera défini par la formule 


mOi (k)=4 S'ysin OÙ, lila; 1=1,...,N. (6.32) 
‘1 


Dans la somme (6.32) on peut se limiter aux premiers termes. Par 
exemple pour une interaction de Van der Waals ÿ = af | 1 |“6, 
la contribution du deuxième terme de la somme (6.32) ne représente 
pour ! = 2a que 0,016 fois la contribution du premier. 

Etudions comment varient les résultats obtenus lorsque l'on 
substitue aux conditions cycliques (6.4) de nouvelles conditions aux 
limites dans lesquelles l'atome initial et l’atome final sont fixes. 
Afin de ne pas modifier le nombre de degrés de liberté du cristal, il 
convient d'utiliser une chaîne de NW + 2 atomes dont la position 
est donnée par les vecteurs du réseau 


n=Ara, n—=0,1,...,N +1. (6.33) 
Les expressions suivantes représentent les conditions aux limites 
Bo = EN+1)a = 0, (6.34) 


l'énergie cinétique et l'énergie potentielle 
K= Xi, 
n 
U=+ D (En—En-0) = 7 D) (E—Entn-a). (6.35) 
n n 


La transformation canonique 


En = V + 2 A) sin (In) (6.36) 
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permet de passer des déplacements E, aux coordonnées généralisées 
Ax. Dans cette expression le vecteur 1 prend les N valeurs suivantes: 


= pe u=1,...,N. (6.37) 


Les éléments matriciels sin (In) de la matrice de transformation 
(6.36) vérifient la condition d'unitarité 


+ > sin’(nl) -sin (nl”) = y. (6.38) 


Cette expression permet d'obtenir la transformation inverse de (6.36): 
2 : 
AY D &sin (nl). (6.39) 
n 


En utilisant (6.36) exprimons les énergies cinétique et potentielle 
en fonction des nouvelles variables: 


= m DS At, U=+ D O2() AE (6.40) 
l || 
où 
&Y … | 
2 ()=sin+.. (6.41) 


Substituons (6.37) dans (6.41): 


__ 4y su 
@(u)=—- sin? N+T > ut, 22:55 0Ne 
Ces fréquences sont doublement dégénérées, puisque S°(u) = 
= Q%(N + 1 — un). Il convient de remarquer que les expressions 
(6.41) et (6.10) coïncident lorsque N > 1. 

L’impulsion généralisée associée à la coordonnée généralisée 


Aiest P;, — 0K/641 — mA. Par conséquent la fonction de Hamilton 
classique est 


E=+S [+ + mQ2 (1) 43 |. (6.42) 
1 


Pour passer à l’opérateur quantique de Hamilton, il convient 
d'effectuer la transformation 


A = 5 Gi+bi), 
Pi P= —i}/ him () (bi—b), 


où interviennent les opérateurs bj de création et b1 d'annihilation 
de phonons de type I. 


(6.43) 
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Substituant (6.43) dans (6.36) et dans (6.42) on obtient l'opé- 
rateur déplacement des atomes 


€ 1 ñ ta 
En = VA 2 V = (b1 + bt) sin (nl) (6.44) 
et l'opérateur énergie 
H = à RQ (1) [bibi + 1/2]. (6.45) 


L'état de fonction d’onde | v, } comprenant v, phonons a pour énergie 


E=E+nhQQ), E=+ DA (). 
1 


Dans cet état le carré du déplacement de l'atome n est 


PS 2h V : À .n2 1’ 
One non nt + > Gr]. 
1’ 


Les états excités | v1}) se présentent sous la forme d'ondes station- 
naires dans le cristal. Pour u donné (u = 1, 2, ..., N), définissant 
le vecteur 1, ces ondes stationnaires ont u — 1 nœuds. 

Chacun des termes de (6.36) correspondant à une valeur déter- 
minée de 1 n’est pas fonction propre de l’opérateur translation, mais 
représente des superpositions de deux états de quasi-impulsions 
filet —Al. 


$ 7. Phonons dans un cristal unidimensionnel 
à deux atomes par maille élémentaire 


Soit une chaîne cristalline linéaire comprenant deux atomes neu- 
tres de masses m, et m., par maille élémentaire (fig. 11). La position 


Fig. 11. Réseau unidimensionnel comprenant deux atomes par maille élémen- 
taire. 


des mailles élémentaires est donnée par le vecteur du réseau n = na. 
Le déplacement des atomes par rapport à leur position d'équilibre 
0 et a/2 dans la maille n sera noté par les lettres Ex, 1 et En, 2. L'énergie 
cinétique de déplacement des atomes s'écrit simplement 


K=+ D Malta a=1, 2. (7.1) 


n,@œ 
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Dans l’approximation harmonique, si l’on ne tient compte que des 
interactions entre atomes voisins, l’énergie potentielle se présente 
sous la forme quadratique suivante : 


U = + >, [2 (En. L— En: 2)? + (En. L7— En, 2)? + (En, 2 En+a, 1)2], 
° (7.2) 


où y est un coefficient caractérisant la force d'interaction. Nous choi- 
sirons comme conditions aux limites 


En, —En+na,a @—1, 2, (7.3) 


où À est le nombre de mailles élémentaires du cristal. 
La relation 


ne=(mN) 2 D es (k) A exp (ikn) (7.4) 


permet de transformer les déplacements £,, « en coordonnées géné- 
ralisées collectives e, (k) Ai. ex (k) =e, (—k) représente des cons- 
tantes réelles de la fonction qui seront définies plus bas: k est le 
vecteur d’onde réduit, qui parcourt W valeurs (6.5) dans la première 
zone de Brillouin. Comme les déplacements E, « sont réels, les coor- 
données généralisées (dépendant du temps) doivent vérifier la con- 
dition 

Ax = Av. (7.2) 


Si l’on porte (7.4) dans (7.1) et (7.2), compte tenu de (6.8) et (7.5), 
on transforme les énergies potentielle et cinétique 


K=+ D ea (k) €a (k) AxÂ x (7.6) 
k, & 

U=+ D Desk) ea (k) es (I Axdr, (7.7) 
k,@, B 


où 
Du (k)=4y/m, D (k)=47/m, 


Dia (KE) = D (—K) = Dhs (h)= —— 2 — (1 + exp (ika) 


sont les éléments matriciels de la matrice des forces ou matrice dynamique 
Das (k)- 

: Les expressions (7.6) et (7.7) permettent de construire la fonction 
de Lagrange L = K — U. Les équations de Lagrange 


$ 7 PHONONS DANS UN CRISTAL À DEUX ATOMES PAR MAILLE 4i 


deviennent 
e,(k) Ax+ à D,8 (k) es (k) Ax = 0. 


Substituons 
Ax = —Q2(k) Ai (7.9) 


dans ce système différentiel. Nous obtenons un système linéaire homo- 
gène par rapport aux fonctions inconnues e, (k): 


2 (k) ea (k) — 2 Das (k) es (k) = 0. (7.10) 


Ce système (7.10) a une solution non nulle si son déterminant 
| Das (ke) — QE (k) 8e, 8 | = 0. 


Remplaçons D, 8 (k) par son expression explicite (7.8). Nous obtenons 
deux -olutions fonctions de k 


QE) = 27[ 2 + (—1y V + _—* & sine À ||, (7.11) 


où s = 1, 2; pu — mim./(m; + m,) est la masse réduite des deux 
atomes. 

Les deux fonctions 2, (k) définissent les fréquences des deux 
branches vibratoires. Lorsque ka < 1, ces fonctions deviennent 


QG = “r VE 


Q, (k) = ETES RCA an VT. 


La fonction Q, (k) (7.12) coïncide avec la fonction caractérisant 1es 
fréquences d’ondes acoustiques d’un cristal unidimensionnel à un 
ee de masse m, + m, par maille élémentaire. Cette fonction 

2, (k) sera appelée branche acoustique. La fonction S2, (k) correspond 
à une vibration dont la fréquence ne tend pas vers zéro lorsque k se 
rapproche du centre de la zone de Brillouin. C'est la branche optique 
des vibrations. 

Lorsque m, < m,, si k se rapproche de la limite de la zone de 
Brillouin (n/a), | les fonctions (7.12) deviennent 


A (E)=2V TL, Q(£)=2/ ZE. c19 


L'aspect général de la dépendance (, en fonction de ka est représenté 
sur la figure 12 


(7.12) 
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Utilisons (7.9) et portons la valeur trouvée pour Q, dans l’équa- 
tion (7.10): 


25 (k) es (k) — Z Das (k) es (k) = 0. (7.14) 


La résolution de ces équations donne les fonctions e,. qui, pour diffé- 
rentes valeurs de s, sont orthogonales. Ces fonctions ne sont déter- 
minées qu'à une constante multi- 
plicative près. [l convient de les nor- 
maliser 


À eue (K) eus (k)= 6,5. (7.45) 


Si l'on porte les valeurs (7.8) de la 
matrice dynamique dans (7.14) on 
trouve pour ka € 1 


€1s (k) _ 4Y : 
eus (K) V mime [ 0: &) | 


(7.16) 


Le rapport des amplitudes de dépla- 
cement (7.4) est 


Fig. 12. Dispersion des branches LLVm, 
vibratoires acoustique et optique. (=) Vu, 
5n2 /s es(k)Vms 


Ainsi pour la branche acoustique (En1/Ene)ac Æ 1, c'est-à-dire 
les atomes d’une même maille oscillent dans le même sens, tandis 
que pour la branche optique, ils oscillent en sens inverse avec des 
amplitudes inversement proportionnelles à leur masse puisque 
(En1/Ene)o = —M2/M,. La maille élémentaire des cristaux ioniques 
contient des ions de charges contraires. C'est pourquoi les vibrations 
optiques donnent naissance à une variation importante du moment 
dipolaire électrique de la maille. Elles définissent le comportement 
optique du cristal dans ce domaine de fréquences et, par là, justifient 
l'appellation de cette branche de vibrations. 

Exprimons les énergies cinétique et potentielle en fonction des 
deux solutions (7.14) 


K =— D, Eus (K) Exse (k) Ar x, s 


kK,I@, s, s’ 


U= D)  Das(k) eus (k) êpe (k) AxA-, ve 


kK.@,s,s° 
Compte tenu de (7.15) et (7.14) ces expressions deviennent 


K=+ D Aude U=z D Q(k) Amd is  (7A7) 
K,s k,s 


JT [1 LL 4 
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A la coordonnée généralisée Ax, on fait correspondre l'impulsion 
généralisée 
0K y 
Pis=——= A x, s° 
dA., 
Par conséquent la fonction classique de Hamilton est 


ET D Pal u, + Q3(k) AuA-v, dl. (7.18) 
k,s 


Pour passer à l'opérateur quantique de Hamilton, il convient de 
remplacer les coordonnées et les impulsions généralisées conjuguées 
par les opérateurs 


Aa À = V gr (be + 0x. 

Pis + Pus= à V RQ, (k)/2 (Bts —b-v, s)- 
Les opérateurs coordonnées et impulsions généralisées vérifient la 
relation de commutation [Au,, Pis | — ihôxx0,, si les opérateurs 


de création b*, et d’annihilation b,, des phonons satisfont aux rela- 
tions de commutation 


[ôKs bis] + Ôxk'Ôss"s [ôxs; xs] = (0. (7.20) 


Substituant (7.19) dans la fonction de Hamilton (7.18) et dans 
l'expression (7.4) on trouve l'opérateur de Hamilton 


H — 2 hQ, (k) [b£ bis + 1/2] (7.21) 


(7.19) 


et l'opérateur déplacement des noyaux 


®(s) A exs (k) + : . = 
Ena —= V à As (Dis + D? à. s) exp (ikn). (7.22) 


$ 8. Phonons dans un cristal tridimensionnel 


Considérons d’abord simplement des cristaux monoatomiques. 
Soient m la masse des atomes et r, (&œ — 1, 2, 3) les trois composan- 
tes du déplacement des atomes par rapport aux nœuds de la maille 
donnée par le vecteur du réseau n. L'énergie cinétique est fonction 


de la vitesse re du déplacement : 


— "5 Tu; a = 1, 2 3. (8-1) 


Dans un cristal tridimensionnel le nombre de voisins entourant un 
atome donné croît proportionnellement au carré de la distance. C’est 
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pourquoi on ne peut pas limiter le calcul aux interactions entre 
proches voisins. Il convient donc d'écrire l’énergie potentielle dans 
l'approximation harmonique sous la forme 


U=+ > Vs (n — m) aa” mp; (8.2) 


na, mB 


où les composantes du tenseur V,, vérifient les relations 


Vas(n—m)=Vs.(m—n), D Vas (n—m) = 0. (8.3) 


La deuxième relation peut être trouvée comme suit: la résultante 
de toutes les forces (provenant de l'interaction des autres atomes du 
cristal) agissant sur un atome donné est nulle si elle est déterminée 
par la translation du cristal en entier. En effet, 


oU 
dr np — > Vas (n—m) rn: 


n, & 


Fmp = > 


Lorsque le cristal se déplace, tous les r.,. sont égaux 


Tna = Ve et Fn8= — À Vos (n — m)v,. 


Comme les v, sont quelconques, il est nécessaire d'annuler le 
coefficient de chaque v.. 

Introduisons les conditions aux limites cycliques, et supposons 
que le cristal contient N mailles élémentaires. On se propose de 
modifier (8.1) et (8.2) en utilisant la transformation canonique 


1 
V Nm 
où Ax — A*, sont les coordonnées collectives, e, (k) = e, (—k) des 
constantes réelles définies plus bas. Les égalités 


_. DS expli(k—k’) n] = ôvk’ _ Dexpli(n—n")k]=6 », (8.5) 
n k 


na = 


S ealk) Axexp(ikn), æ=—1,2, 3, (8.4) 
k 


où la sommation recouvre les V vecteurs du réseau n et les N vecteurs 
d'onde de la première zone de Brillouin, garantissent l'unitarité 
de la transformation (8.4). Après transformation on obtient 


K=+ D ea (k) 6x (—k) Arr (8.6) 
k, œ 
U=+ D Das (k) ea (k) es (k) AxA-x, (8.7) 


k, &, B 
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Des (k) = Die (k) = Dig(—k) = 5 Vas(n)exp(ikn) (8.8) 


sont les éléments de la matrice dynamique. 
Introduisons la fonction de Lagrange L — K — U. Les équations 
de Lagrange 
d ÔL ôL _— 
ps (=) 7e | avec g=Eee (k) Ar 


deviennent 
a (k) Ax + © Das (k) ep (K) Ax = 0. 
En substituant 
Ar = —Q® (k) Ar (8.9) 


ces équations différentielles donnent un système de trois équations 
algébriques pour e, (k): 


Q2 (k) e, (k) — à Ds (k) eg (k) = 0. (8.10) 


La solution de ces équations devant être non triviale on aboutit à 
l'équation de dispersion 


112 (k) Êas — Das (k) 11= 0 (8.11) 


qui détermine les fréquences Q° (k) pour chaque valeur de k. 

L'équation (8.11) a trois racines 925 (k) (s = 1, 2, 3). Ces racines 
déterminent trois vecteurs et‘) (k) de composantes e%? (k). Ces vec- 
teurs sont orthogonaux, et comme ils ne sont définis par l'équation 
(8.10) qu’à une constante près, on pourra poser 


Se (k) LS? (k) = 6, ». (8.12) 
œ 


Lorsque k —+0, les éléments de matrice D, 4 (k), conformément 
à (8.3) et (8.8), tendent vers zéro. C'est pourquoi les valeurs limites 
des trois fréquences , (k) tendent elles aussi vers zéro lorsque 
k —>0. Ces solutions correspondent aux trois branches de vibrations 
acoustiques. 

Dans les cristaux cubiques l’un des vecteurs e{‘) (k) est parallèle 
à la direction du vecteur k. La vibration correspondante est dite 
longitudinale. Les deux autres vecteurs e{s) (k), perpendiculaires 
entrefeux et au vecteur k, définissent les branches de vibrations trans- 
versales. Dans un cristal isotrope les fréquences Q, (k) sont indé- 
pendantes de la direction de k. Les branches transversales ont donc 
la même fréquence , (k) pour chaque valeur de k. La fréquence de 
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l'onde longitudinale ©, (k) est habituellement plus élevée. Dans les 
cristaux anisotropes les trois solutions et) (k) sont orthogonales, ce- 
pendant pour certaines directions déterminées dans le cristal l’une 
d’entre elles coïncide avec k. 

Conformément à trois solutions du système d'équations (8.10) 
les composantes du déplacement des atomes dans le cristal (8.4) 
seront déterminées pour chaque k par trois variables collectives 
Axis à l’aide de l'expression 


Tna — . > Css (k) Axs EXP (ikn), s=1, 2, 5. (8.13) 
K 


, S 


Les relations (8.10) et (8.12) permettent d'exprimer les énergies ciné- 
tique et potentielle sous la forme 


K=+ D Audus  Âus= — iQ (k) Aus (8.14) 
k,s 
U——+ 3 O7 (k) AusA-u, (8.15) 
K,s 


Les impulsions généralisées, conjuguées des coordonnées géné- 
ralisées Ax,, sont définies par l'égalité 
PEU) __j. 
24, 


. $° 


Si l'on remplace dans (8.14) les vitesses par leur expression en fonc- 
tion des impulsions, on retrouve la fonction classique de Hamilton 


E=K+U =+ D (PaP-x, a+ @5(k) Au. du. (8.16) 
k,s 


Pour passer à l'opérateur quantique de Hamilton, il convient de 
remplacer les coordonnées et les impulsions généralisées par les 
opérateurs : 


à ñ 2 
Avs > As _— Ve (Ors + bi, ss 


. —— (8.17) 

Pus + Pis =i M LRQ, (k) (bte —6-u, à, 

où les opérateurs bf, et bL, représentent les opérateurs de création 

et d'annihilation des phonons dans l’état | v4,) et caractérisent le 

nombre de phonons de chaque branche vibratoire. Ces opérateurs vé- 
rifient les relations de commutation des opérateurs de Bose. 

Si l'on introduit cette transformation (8.17) dans (8.13) et (8.16) 

on obtient l’opérateur de Hamilton et les vecteurs déplacement des 
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atomes 
H= À RQ, (k) [bkobus + 1/2], 
(8.18) 


Ta = VE OmN 2 A [res + Dr, s] exp (ikn). 


De la même manière, on it déterminer la forme opératorielle d’au- 
tres grandeurs physiques, si l’on en connaît l'expression en fonction 
des coordonnées A, et des impulsions P,, généralisées. 

Les résultats obtenus peuvent être généralisés aux cristaux con- 
tenant o atomes par maille élémentaire. Le spectre phononique de 
ces cristaux est composé de 30 branches de fréquences 


Q,(k), s—1,2,..., 30. 


Trois branches ont une fréquence qui tend vers zéro lorsque le vecteur 
d'onde tend vers zéro. Ce sont les branches acoustiques. Les autres 
branches (il y en a 3 (o — 1)) sont les branches optiques. L'opérateur 
de Hamilton des phonons est 


H = À RQ, (k) (bkbr, + 1/2) (8.19} 
k,s 
et l'opérateur déplacement des atomes dans la maille élémentaire 
? (k) : 
= V > 272 usb. exp (ikm), (8.20) 
où 
3 © | 
NON ei (k)eu (k°) = Bss-ôkue. 
lei Qui 


Les vibrations des atomes du cristal se manifestent dans de 
nombreux phénomènes. En particulier, en absorption et émission 
de lumière infrarouge, dans la diffusion inélastique de la lumière 
visible et infrarouge (effet Raman) ; dans la diffusion inélastique des 
neutrons ; lorsque l’on étudie l'absorption par résonance de quanta- 
gamma par les noyaux atomiques (effet Môssbauer) et d'autres phé- 
nomènes. Aux différents phénomènes participent des branches de 
vibration différentes. Ainsi l'absorption et l'émission de la lumière 
est liée à la création ou l’annihilation d’un phonon d'une vibration 
transversale, qui modifie le moment dipolaire électrique du cristal; 
l'effet Raman correspond aux phonons d’une vibration transversale, 
qui modifie la polarisabilité du cristal ; la diffusion des neutrons est 
liée aux phonons longitudinaux modifiant localement la densité 
du cristal. 
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$ 9. Interactions entre phonons 


Dans les paragraphes précédents nous avons étudié des excitations 
élémentaires du cristal — les phonons provenant de la vibration des 
atomes; l'énergie potentielle correspondante (8.2) ne contenait que 
des termes quadratiques par rapport au déplacement des atomes. 
Dans cette approximation appelée harmonique l'hamiltonien du 
cristal est 


H= 3 RQ (k) (bide ++), (@.1) 


où le produit b£,bx, est l'opérateur nombre de phonons de la branche 
s, de vecteur d'onde k, dans l’état | vi). 

Cet opérateur b£,bx, commute avec l'opérateur de Hamilton 
(9.1), c'est pourquoi les nombres de phonons dans chaque état repré- 
sentent des intégrales du mouvement. Par conséquent, dans l’appro- 
ximation harmonique les phonons sont indépendants et n’entrent 
pas en interaction. 

Cette représentation simple disparaît si l’on tient compte dans 
le développement de l'énergie potentielle en fonction des déplace- 
ments atomiques des termes cubiques et d'ordre supérieur, c’est-à- 
dire si l’on ajoute à (8.2) les termes 


1 
W=— >» Vess(m—n, Î—n)rso7mpriy + - -. (9.2) 


Les termes (9.2) sont appelés corrections anharmoniques. 
Si, conformément à (8.18), on remplace dans (9.2) les opérateurs 
déplacement r,. par les .. 


Fe = V 5 mr D ÿ ED ques (9.3 
où 
Pus = Dis + D, ss (9.4) 
on obtient l'opérateur de perturbation anharmonique 
W = À Vos (as k, k°) Pa Pris”) (9.5) 
où 
Ver (q, k, . 
LV ES D Vas (ns D ed (—a) ef (ko) ef? (k')expli (kn+ KI), 
(9.6) 


q=g+k+k. (9.7) 
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Le vecteur g est nul ou égal à un vecteur du réseau réciproque choisi 
de telle sorte que le vecteur d'onde q reste dans la première zone de 
Brillouin. Les termes de (9.5) correspondant à des valeurs de q 
pour g = O dans (9.7) sont responsables de processus appelés « pro- 
cessus de rejet» (ou processus Umklapp). 

Il y a seulement quatre types d'éléments matriciels pour l'opé- 
rateur (9.5) (calculés par rapport aux fonctions du nombre de rem- 
plissage). Ce sont 


Vs (akk”) V VaiVisVr”s (Vg,t— 1, Ves— 1, Vurs — 
— 1104, 1busbirs | V-q, 1VusVer”), (9-8) 
Vis (q, k, k”) V (Vat + 1) VusVrrs X 
X (Va, t + 1 Vus— 1, Vars — 1 [dt atbu durs | VatVusVirs) (9.9) 


et leurs conjugués hermitiques. 
Les éléments matriciels (9.8) correspondent à l’annihilation de 
trois phonons. Les éléments matriciels hermitiques conjugués de 


gs” 


a) D) 


Fig. 13. Fusion de deux phonons (a) et désintégration d’un phonon en deux (b). 


(9.8) correspondent, eux, à la création de trois phonons. Tous ces 
processus sont interdits selon la loi de conservation de l'énergie. 
Les éléments matriciels (9.9) correspondent à la fusion de deux 
phonons en un seul. Ces processus peuvent être représentés graphi- 
quement (fig. 42, a). Les éléments matriciels hermitiques conjugués 
de (9.9) k correspondent à la désintégration d’un phonon en deux 
autres. Ce processus est représenté sur la figure 13, b. La fusion et 
Ja désintégration correspondant aux éléments matriciels (9.9) ne sont 
possibles qu'en accord avec la loi de conservation de l'énergie 


4 (q) = Q, (k) + 28° (k°). (9.10) 

Si, lorsque cette condition est satisfaite, q — k + k’, la loi de con- 

servation des quasi-impulsions est vérifiée. Pour un processus de rejet 
q=k+k +8, 


où g est un vecteur du réseau réciproque, la quasi-impulsion ne se 
conserve pas. 


4—0534 
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On pourrait montrer de même que les termes de la quatrième puis- 
sance dans (9.2) par rapport au déplacement conduiraient à des 
processus d’échange de quatre phonons: deux phonons diffusant l’un 
sur l’autre, un phonon se désintégrant en trois, ou trois phonons se 
combinant en un seul. 

La figure 14 illustre la fusion de deux phonons k;s et k.s en un 
phonon qs”’, lorsque la loi de conservation de la quasi-impulsion n'est 


Fig. 14. Illustration du phénomène de rejet consécutif à la fusioni de deux 
phonons. 


pas vérifiée (processus de rejet). Les fréquences 2, (k) et Q,, (k} 
sont représentées en trait plein. La courbe Q, (k) en pointillé est 
déplacée au point À correspondant à la valeur k, du vecteur d'onde. 
Le point B correspond à l'intersection de la courbe pointillée avec 
la courbe Q... Il détermine la valeur k, et les fréquences 9, (k.). 
(2, (q) qui vérifient la loi de conservation de l'énergie 


Q, (q) = Q, (k;,) + 9, (k:) 


pour g=kitk— + a, où = a est un vecteur du réseau réci- 
proque. 
On s'aperçoit que lorsque k, + k, << Æ a, le processus de rejet. 


est impossible et la fusion de deux phonons en un seul vérifie la 
loi de conservation des quasi-impulsions. 

Les opérateurs de perturbation anharmonique conditionnent les 
phénomènes de dilatation thermique des cristaux et l'établissement 
de l’état d'équilibre thermodynamique des phonons. Îls sont res- 

onsables de la conductivité thermique finie des solides. R. Peierls 
fé: découvrit que la conductivité thermique finie des cristaux iso- 
lants était due aux processus de rejet. 

Le chauffage d’une région du cristal provoque l'excitation d'un 
certain nombre de phonons. Ceux-ci se propagent dans le cristal à 
la vitesse du son et transportent l'énergie thermique. Le flux de 
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chaleur J est dirigé vers la région des basses températures 7. Il est 
égal à 

J = — x grad T. (9.11) 
Le coefficient x est la conductivité thermique et la grandeur inverse 
1/x est la résistivité thermique. 

S'il n’y a pas d'interaction entre les phonons, ou bieu lorsque 
chaque interaction entre phonons vérifie la loi de conservation de 
l'impulsion (pas de processus de rejet), l'impulsion de tous les pho- 
nons se conserve. Dans ce cas les phonons transportent de l'énergie 
(pour un cristal de dimensions infinies) même en l'absence de gradient 
de température. Il n’y a donc pas de résistivité thermique. Par consé- 
quent la résistivité thermique est due à la non-conservation de l’im- 
pulsion, c’est-à-dire aux processus de rejet. Or ces processus ne sont 
possibles que lorsque l'énergie ÀG2 des phonons devient supérieure à 
une énergie critique Æ£,. À basse température le nombre moyen de 
phonons d’énergie supérieure à Æ, est proportionnel à exp (—E,/KT). 
Par conséquent à basse température la résistivité thermique est 
proportionnelle à exp (—ÆE,/kT) et la conductivité thermique à 
+ exp (E JT). 

Cette dépendence en température fut découverte par Berman et 
coll. [7] pour des cristaux de diamant (£, — @/2,6), d’hélium solide 
(E, — 9/2,3) *). 


$ 10. Capacité calorifique phononique d’un solide 


Dans chaque état quantique ks du cristal on peut exciter un 
nombre quelconque de phonons vx,. Par conséquent les phonons cons- 
tituent un « gaz » de quasi-particules vérifiant la statistique de Bose. 
En raison des interactions phononiques, dues à l’anharmonicité, le 
nombre de phonons du cristal ne se conserve pas. Pour un cristal 
dont la température est déterminée, les phonons se répartissent sui- 
vant les différents états jusqu’à obtention de l’état d’équilibre. 

Pour calculer l'énergie moyenne des phonons à l’état d'équilibre 
thermodynamique il convient de rappeler quelques notions de physi- 
que statistique. L'état d’un système à l'équilibre thermodynamique 
est décrit non pas par une fonction d'onde, mais par un opérateur 
statistique, la matrice densité [5]. La matrice densité d’un système à 
température et pression constantes est 

p=exp ET. (10.1) 


où © est la température exprimée en unités énergétiques (tempéra- 
ture absolue multipliée par la constante de Boltzmann); W l’opéra- 


*) 6 est la température de Debye du cristal en unités énergétiques (voir 
$ 10). 


A 
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teur du nombre de particules; H l'opérateur de Hamilton du systè- 
me; u le potentiel chimique relatif à une particule; ® le potentiel 
thermodynamique exprimé en fonction des variables u et 6. 

La matriceldensité (10.1) décrit des systèmes qui peuvent échan- 
ger de l’énergie et des particules avec le milieu environnant, c'’est-à- 
dire des systèmes dont la température et la pression P sont mainte- 
nues constantes (ensemble grand canonique). Le potentiel thermody- 
namique ® est déterminé par la condition de normalisation de la 
matrice densité 


1=Trp = (s|p|s). (10.2) 
Il est égal à 
UN —H 
D= —61n Tr {exp EE}. (10.3) 


La sommation (10.2) est effectuée sur un ensemble complet d'états 
| s). Le résultat dépend de l'énergie et du nombre de particules du 
système. Le potentiel chimique est défini par 


= (2) 60.9 


où À est le nombre total de particules du système. 
La matrice densité (10.1) permet de calculer la valeur moyenne de 
n'importe quelle grandeur physique À dont on connaît l'opérateur 


A, puisque 


A= Tr{pÂ}. (10.5) 
En particulier le nombre moyen de particules du système est 
N=Tr{pN}. (10.6) 


Si le nombre de particules du système se conserve, la condition 
(10.6) détermine implicitement le potentiel chimique en fonction 
des variables N et 6. Si le nombre de particules du système ne se 
conserve pas, le système évolue vers un état d’équilibre déterminé 
par le minimum du potentiel thermodynamique par rapport à la 
variation duYnombre de particules 


LU = (7 }e. = Û (10.7) 


Ainsi, à l’état d'équilibre, le potentiel chimique d’un système 
dont le nombre de particules varie (par exemple un système de pho- 
nons) est nul. L'énergie libre F coïncide avec le potentiel thermo- 
dynamique ®, puisque dans le cas général 


F = © + uN. (10.8) 
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Par conséquent, lorsque = 0, (10.3) et (10.8) donnent 


F=—@lnTr {exp (—#-)}. (40.9) 


Si l'on connaît l'énergie libre (10.9), on peut calculer la valeur 
moyenne de l'énergie 


0F Fe) F 
E=F-0=-0(—-). (10.10) 


Supposons que l’état des particules du système soit caractérisé 
par le nombre quantique s, l’opérateur énergie H et le nombre de 


particules N étant 
H=)H,, N=ÙNN, 
8 


ft 
dam 


Dans ce cas le potentiel thermodynamique (10.3) peut être écrit sous 
la forme 


D= SD, D=—6ImTr {exp ts}, (10.11) 


Dans la représentation des nombres de remplissage des états s 
pour les bosons, les fonctions d’onde | v,) sont fonctions propres des 


opérateurs A, et V,, c’est-à-dire 
Hs1lv)= Es lvsh N,lv)=vlv) 
C'est pourquoi 


Tr {exp He) — > exp“ U%e — (1— exp Le |", 
V0 


Portons cette expression dans (10.11). Nous trouvons le potentiel 
thermodynamique de l’état s: 


=E: 
D,=61n (1—exp +). (10.12) 
Le nombre moyen de particules dans cet état est 
D — 00 _ Es—h _4\"i 
= TE = (exp = 1). (10.13) 


Appliquons les relations trouvées aux phonons du cristal. Leurs 
états sont caractérisés par le vecteur d'onde k et l'indication de la 
branche vibrationnelle &. Si l’on évalue l'énergie par rapport à l’état 
fondamental Æ,, les opérateurs énergie et nombre de phonons sont 


H= Zn (k) béobra+w, N= S bébres (10.14) 


k, @ 
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où w est l'opérateur de correction anharmonique. Cet opérateur in- 
troduit une petite correction dans l'énergie des phonons; c'est 
pourtant lui qui réalise l’état d'équilibre thermodynamique et qui 
est responsable de la non-conservation du nombre de phonons. Nous 
en tiendrons compte seulement en posant u = Ü, ce qui permet d’ap- 
pliquer aux phonons les formules de physique statistique relatives 
à l’état d'équilibre. 

À partir des expressions (10.9) et (10.13) où l'on posera pu = 0 
on obtient pour le nombre moyen de phonons dans l’état | vs, ): 


Via = (exp Fee _ 1 )” (10.15) 
et pour l’énergie libre du cristal 


F=D=S Dis= D In [1—exp (—6) |. (10.16) 
k.aœ 


(+) 
k,Sœ 


Il est particulièrement facile de calculer l'énergie libre des cristaux 
isotropes dans la limite des hautes ou des basses températures. 


A. Basses températures. Supposons que la tempé- 
rature soit suffisamment basse pour que seuls soient excités les 
phonons des branches acoustiques dont l'énergie est proportionnelle 
au vecteur d'onde 


RQ, (k) = AVk,  akmax & 0,1, (10.17) 


où V, est la vitesse du son dans la branche correspondante. L'ordre 
de grandeur de V, — 105 cm/s. Si a & 107$ cm, AQnax — À Vokmax © 
= 10715 erg. Les conditions posées plus haut se réalisent donc si la 
température du cristal est inférieure à 10 K. 

Lorsque le cristal contient un grand nombre /V de mailles élé- 
mentaires, la sommation sur tous les vecteurs d'onde peut être con- 
vertie en intégrale. Conformément à (4.11) et (10.17) on obtient 


mx a 


max 
Nov __ Do O1 dQ 
2 =D 2 { ..Pkh=zr » Î SOEUR de 
k, &œ œ (1 œ 0 
Par suite (10.16) prend la forme 
Ne ( ñQ 


où 37 = Ÿ Vs; la limite supérieure de l'intégrale peut être éten- 


œ 
due à l'infini, car les grandes fréquences ne contribuent presque pas 
à l’intégrale. Si on introduit la nouvelle variable x — AQ/6, inté- 
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grant par parties, on trouve 


L'énergie totale des phonons à la température © est 


E=-@ + (+)- vraiNOs 


6/7  10(A7ÿ 
et la capacité calorifique de l'unité de volume du cristal 
14 dE 
(868 EN TT — aO*, (10.19) 


où É= nu, x est la constante de Boltzmann. 
9 (27) 


B. Hautes températures. Si, pour tous les phonons, 
l'inégalité 4Q, (k) << © est satisfaite, l'équation (10.16) peut être 
remplacée par l'expression approchée 


F= Y In (%Q, (k)/8). 
k,& 


L'énergie totale est alors égale à 
E =3(No—-1)6 = 3N08, 


où © est le nombre d’atomes dans la maille élémentaire du cristal. 
La capacité calorifique de l'unité de volume est 


ce 


(y 


C. Températures moyennes. Aux températures 
moyennes, si l’on veut calculer l’énergie libre des phonons à partir 
de la formule (10.16), il faut connaître avec précision la dépendance 
Q, (k) en fonction de « et de k. Le calcul approché de (10.16) est fondé 
sur les simplifications suivantes: a) lors du calcul de la contribution 
dans F de tous les phonons optiques on suppose que leur fréquence ne 
dépend pas de k (modèle d'Einstein), c'est-à-dire @, (k) = S,.,, alors 


Foyt= ON ln [1—exp (— #2) |, 
Le 2 


où la sommation est effectuée sur toutes les 360 — 3 branches optiques 
de vibration du cristal (W mailles élémentaires contenant chacune 
oc atomes); b) lors du calcul de la contribution dans l’énergie libre 
des phonons acoustiques, on utilise le modèle de Debye. Dans cette 
approximation les énergies des trois branches acoustiques sont 
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égales à 
Vk si k<Q IV, 
no (et TO 
0 S1 k> Qmax/V, 
où Ÿ = 1 (—— 2 +)" est la vitesse moyenne des phonons acous- 
SV TV ÿ P 


tiques et Quax est définie à partir de la condition que leur 
nombre total calculé à l’aide de l'intégrale 
2, 
NO ax 


| Q2 dQ — 
Vs 27375 


soit égal à 3N. On en tire 
2 \1 
OQmax = V (Se). (10.20) 


On calcule l'énergie libre des phonons acoustiques en utilisant l’ex- 
pression (10.18) dans laquelle V est exprimé en fonction; de ax à 
l’aide de l’équation (10.20), et la limite supérieure d'intégration ra- 
menée à max : 


pin T Q2 In [1—exp (-+) ]æ 
0 8 | 


Introduisons la variable x = ÀQ@/6 et la température de Debye 8, — 
— fiQmax; intégrant par parties on obtient l'expression; finale 


Fae = VNO[3In (4 —et)—D(E), E= 6,/8, 


est la fonction de Debye, dont les valeurs limites sont : 
3 1 

first ee E& 1, 

{ GES +0 (et), E> 1. 


L'énergie totale des phonons acoustiques du cristal est 
E = 3vNOD (E) 


et la capacité calorifique de l'unité de volume du’cristal 
Co=x (DE+6--), 1=00. 


D (#)= 
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Pour des températures élevées et pour des températures basses on 
obtient 


dde is E&1, 
(+ 0 (e-5), 8» 1. 


Le modèle de Debye est simple, parce que tout le spectre de pho- 
nons acoustiques peut être exprimé en fonction d'un seul paramètre : 
la température de Debye 6,, = xT,. Dans le Tableau 3 figurent 
quelques valeurs de la température de Debye T;. 

Tableau 3 


Températures de Debye pour quelques cristaux 


= 


Cristal KBr NacCIl C, diamant 


TK | 00 wo | » | 2000 


CHAPITRE III 


PHONONS DANS LES CRISTAUX IONIQUES 


$ 11. Théorie macroscopique des branches optiques 
de vibration 


La plupart des diélectriques sont des cristaux ioniques. Dans ces 
cristaux l'énergie coulombienne joue un rôle primordial dans l’in- 
teraction des ions aux grandes distances. Aux très faibles distances, 
la répulsion liée à l'interaction d'échange des nuages électroniques 
des ions augmente exponentiellement. La somme des charges électri- 
ques de chaque maille élémentaire est nulle. Le déplacement d'un 
ion de sa position d'équilibre fait apparaître les forces électriques 
et élastiques de rappel le ramenant à sa position initiale (minimum 
de l'énergie potentielle). 

Lors d’une vibration acoustique de grande longueur d'onde, les 
ions d’une même maille élémentaire se déplacent de manière identi- 
que, et la neutralité électrique n'est pas détruite. Dans ces vibra- 
tions, seules les forces élastiques interviennent. C’est pourquoi les 
vibrations acoustiques dans les cristaux ioniques ne diffèrent pas 
sensiblement des vibrations acoustiques des atomes dans les cristaux 
<ovalents. Mais les vibrations optiques, qui sont liées au déplacement 
relatif des charges ioniques, présentent toute une série de particu- 
larités. 

Considérons pour simplifier des cristaux de la syngonie cubique, 
dont la maille élémentaire contient deux ions (NaCI, CsClI, ZnS, etc.). 
Etudions seulement les excitations élémentaires de grande longueur 
d'onde (ka € 1). Pour des excitations de ce type les cristaux cubi- 
ques sont isotropes. On peut donc les considérer comme un milieu 
continu et utiliser une description macroscopique du système. Cette 
théorie macroscopique des vibrations optiques de grande longueur 
d'onde dans les cristaux ioniques fut découverte par Kun Huang [8]. 

Les vibrations optiques de grande longueur d'onde dans des cris- 
taux à deux ions par maille élémentaire correspondent aux déplace- 
ments R; — R- du sous-réseau des ions positifs par rapport à celui 
des ions négatifs. Un tel mouvement relatif est caractérisé par la 


Lé e m nm. e e Le Lé e 
masse réduite m — PRET Sivest le volume de la maille élémentaire, 


+ — 
p = m/v représente la densité de masse réduite. Introduisons ensuite 
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le vecteur déplacement 


&=(R;—R_) Vp. (11.1) 
La densité d'énergie cinétique du mouvement relatif des ions est 
k=+E, (11.2) 


et la densité d’énergie potentielle des forces élastiques est 
Ua = + DE. (11.3) 


Dans les cristaux ioniques en plus des forces élastiques F — 
= —Q?5, proportionnelles au déplacement, les forces électriques 
d'interaction entre ions à grande distance jouent un rôle important. 
Le déplacement des ions à partir de la position d'équilibre crée une 
polarisation électrique, qui fait apparaître un champ. Ce champ 
agit en retour sur les ions. La polarisation spécifique P répond d'une 
part au déplacement des ions, d'autre part à la polarisation interne 
des ions (déplacement des électrons par rapport aux noyaux) soumis 
à l’action du champ électrique. C’est pourquoi on peut écrire sous 


une forme générale 
P = ÿ$ + VE, (11.4) 


OÙ Y12 8t Vas Sont des paramètres que nous exprimerons plus bas direc- 
tement en fonction de grandeurs mesurables. La densité d'énergie 
potentielle liée à la polarisation est déterminée par l'expression 


E 
Uy=—(PaE= — (ya ++ vE). (11.5) 
0 


En additionnant (11.3) et (11.5) nous obtenons la densité d'énergie 
potentielle totale 


U = + (QE? —2y,Eë — vpE°). (41.6) 
A partir de (11.2) et (11.6) on trouve les équations du mouvement 


Ë = —Q% + yLE. (41.7) 


La partie de la polarisation spécifique liée seulement à la pola- 
risation interne des ions est égale à 


Pr = V2. (11.8) 
Par ailleurs, cette même grandeur est définie par la formule 
Eoo — 1 
Po=—7—E£E (11.9) 


en fonction de la permittivité du cristal e pour des fréquences infé- 
rieures aux fréquences des vibrations propres des électrons dans les 
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ions (1015 s-1) mais supérieures aux fréquences de vibration des 
ions (101$ s-1). Si l’on compare (11.8) et (11.9) on obtient 
oo — À 
Va = —. (11.10) 
Pour déterminer le second paramètre y,, intervenant dans (11.4) 
et (11.6), il convient de remarquer que dans un champ statique E,, 
les ions se déplacent de &, = Y12E9/Q° (d’après (11.7)). La polarisa- 
tion spécifique dans le champ statique est, conformément à (11.4), 
Po = (vi3/Q° + Yes) Eo- 
Cette même grandeur peut être exprimée en fonction {se la permitti- 
vité e, dans un champ statique 
—1 
P, = 2 E,. 
Par conséquent, compte tenu de (11.10), 


Ye = 9 V (0 —E8x)/47 . (11.11) 


Etudions à présent les vibrations propres optiques de grande lon- 
gueur d'onde (en l’absence de forces extérieures), en fonction du 
vecteur d'onde k (ka € 1). Dans un milieu isotrope il y a deux types 
de vibrations: les vibrations longitudinales &, || k et transversales 
& L k. Négligeons l'effet des interactions retardées, liées à la pré- 
sence du champ électrique transversal E;. Alors”pour les vibrations 
transversales E, — 0 et l’équation du mouvement 


HQE 0, te mt, QE. (11.12) 


Ainsi la fréquence Q, des vibrations transversales propres des ions 
(si l’on ne tient pas compte des interactions retardées) n’est déter- 
minée que par des forces d'interaction élastiques. 

Pour les vibrations longitudinales des ions, les vecteurs &;, P: 
et E, sont parallèles. Les équations (11.4) et (11.7) deviennent 


Pr = Yaobt + Y2E, (11.13) 


ë + fé; = Y12E: =(. (11.14) 
Comme la densité moyenne des charges électriques du cristal est 
nulle, on a div (E + 4rnP) = 0. Pour les composantes longitudinales 
il découle de cette égalité 


Er + 4rP, = 0. (41.45) 


(11.13) et (11.15) permettent d'éliminer de (11.14) le champ longi- 
tudinal E, et d'obtenir l’équation des vibrations longitudinales 
propres des ions 


EHQM=0, EE exp (— iQ), (11.16) 
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où 
— 02 ANVIs _©#_ O2 
est le carré de la fréquence des vibrations longitudinales. 
Les fréquences des vibrations propres transversales et longitu- 
dinales de grande longueur d'onde sont donc liées par la relation 
simple 


Q=Q, V <.. (11.17) 
On indique dans le Tableau 4 les valeurs de Q,, e, et e pour 
quelques cristaux ioniques. 
Tableau 4 


Fréquences des vibrations transversales des ions 
dans les cristaux 


Q,, 1013 g1 | eo | 


Etudions maintenant les vibrations forcées des ions du cristal 
soumis à un champ électrique extérieur transversal EÆ, (t) — 
— E, (0) exp (—iwt) de fréquence donnée «w. L'’équation (11.7) 
devient 


É+O% = vs Eo (0). 
Posons & = &, exp (—iwt). La solution est 


E = Turn E, (£). 


En substituant cette valeur dans (11.4) on obtient la polarisation spé- 
cifique du cristal soumis à un champ extérieur E,, (t) de fréquence « 


Pe()= (Ds + ve) Bo (0. (11.18) 


Par ailleurs, on sait que la polarisabilité est liée à la permittivité 
e (w) par la relation 


P, (= <O LE, (+). (11.19) 


Comparant (11.18) et (11.19), nous obtenons compte tenu de (11.10), 
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(41.11) et (11.17) 


(29 — Ex) 92 oo (27 — W°?) 
€ (&)= Eco + gr Gi ur— (11.20) 


Cette expression montre que la fréquence propre de vibration 
longitudinale est un zéro de la permittivité et la fréquence de vibra- 
tion transversale un pôle de la permittivité. 

La figure 15 illustre la variation de la permittivité en fonction 
de la fréquence. En vertu des équations de Maxwell la permittivité 
caractérise la propagation d’une onde électromagnétique de fré- 
quence donnée à travers le cristal. Dans un cristal une onde plane de 
fréquence w doit être de la forme 


E, (r, t) = E, exp [li (kr — wt)], (11.21) 


où le vecteur d'onde k s'exprime en fonction de la fréquence à l’aide 
de l'égalité 
2 
ke (w). (11.22) 
Posons k = ke + ik, et introduisons l'indice de réfractionK{n (w) 


e,n°, x? 


Fig. 15. Variation de la permittivité e, des carrés de l'indice de réfraction n° 
et du coefficient d'absorption *x° en fonction de la fréquence. 


et le coefficient d'absorption x (w) en utilisant la relation 


(ki + ik) = (n + éx)2. 
Compte tenu de (11.12) on a 


n° —%x® = e(w), nx = 0. 
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Par conséquent, lorsque e (w)> 0 et x — 0, n (w) = Ve (w), et 
l'onde plane (11.21) se propage avec un vecteur d'onde réel 


kh=Ve() ’ k= 0. 


Si e (wo) << 0, n = 0, x = V —e (w) l'onde plane (11.21) possède un 
vecteur d'onde imaginaire 


k=0, k=V—e(v), 


c'est-à-dire dans le domaine de fréquences w, où & (w) est négatif, 
l'amplitude de l'onde électromagnétique décroît exponentiellement. 
au fur et à mesure de sa propagation. 


$ 12. Théorie macroscopique des polaritons 


Lorsque nous avons étudié, dans le paragraphe précédent, les 
phonons optiques transversaux, nous n'avons tenu compte que des 
interactions coulombiennes statiques entre les ions. En outre, les 
vibrations optiques transversales des ions donnent naissance à une 
onde électromagnétique transversale qui assure le transport des 
interactions retardées entre les mouvements ioniques. Les interac- 
tions entre les quanta (photons) du champ électromagnétique libre et 
les phonons des vibrations optiques transversales deviennent parti- 
culièrement importantes lorsque l'énergie et le vecteur d'onde des 
deux types de particules sont voisins. Dans ce cas, les états station- 
naires du cristal correspondent à un « mélange » de phonons et de 
photons. Ces nouvelles excitations élémentaires furent appelées 
polaritons [9]. 

La théorie macroscopique des polaritons dans les milieux isotropes 
repose sur l'existence, dans le deuxième membre des équations (11.7} 
et (11.4) pour les vibrations transversales des ions, d’un champ électri- 
que transversal 


&e + QU = yeE, (42.1) 

Pr = Yasët + YaoEu. (12.2) 

Ces équations doivent être complétées par les équations de Maxwell 
rot H=<(Ës+4nb.), rotE,=—<H, (12.3) 

divH=—0, div(E, + 4rxP;) = 0, (42.4) 


reliant les champs transversaux H et E, à la polarisabilité transver- 
sale. Pour des champs transversaux, les équations (12.4) sont automa- 
tiquement vérifiées. Cherchons la solution du système (12.1) à (12.4} 
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sous la forme 


Ex _ Px Er _ Av = 
En Pi 2e He — exp [i(kz— wt)]. 


On obtient le système 


(Qt—&2)E—VE:=0, kE=Hy 
Pr=Vubx+ Vols kHy=(E;+4nP.). 
Ce système n’admet de solutions non nulles que si 
3k3 
— = 4n (v22 + ms ) - 


Substituant à V2, V12 et 2, leurs expressions (11.10), (11.14) et (11.17) 
on a en définitive 


c2k3 Eco (Qf —&?) 
= (12.5) 
Le deuxième membre de cette égalité coïncide avec la permittivite 
e (w) du cristal (11.20) en l’absence d'interactions retardées. 

L'équation (12.5) permet d'exprimer la valeur du vecteur d’onde 
k en fonction de la fréquence réelle donnée w, et donc de définir la 
propagation dans le cristal d’une onde électromagnétique de fré- 
quence donnée. Par ailleurs, on peut résoudre l'équation (12.5) 
par rapport à la fréquence w et définir la fréquence des nouvelles exci- 
tations élémentaires, les polaritons, en fonction du vecteur d'onde 
réel k. L’équation (12.5) est du quatrième degré en «w 


ED — @°? (EG? + k2c?) + ktc°Q? — 0. (12.6) 


Compte tenu de (11.7), les solutions de (12.6) peuvent s'écrire sous 
la forme 


200,2 = Neo + c2k2 + V(Qieo+c2k2)2— 4 che. (12.7) 
Lorsque k est petit, les deux solutions (12.7) deviennent 
où (X) = 20 + = o+ 
©? (x) = = cie Epe 
Lorsque k est grand (k> Q Ve), mais restant dans les limites 
d’une description macroscopique (ka << 1), 


=, o=0. (12.9) 


(12.8) 
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Il y a donc deux branches d'excitations élémentaires (polari- 
tons): une première branche dont les fréquences sont comprises 
entre 0 < w1 (k) << Q, et une deuxième branche de fréquences com- 
prises entre 


or << Da (k) << oo. 


Pour des grandes valeurs de k, la première branche coïncide avec 
l'excitation de phonons transversaux, et la deuxième est liée à la 


Ck]VE. 
ChÎVE, 


_ ie Sèe 


2 
ë 0 


n°x° : k 


Fig. 16. Variation des fréquences ©, et w, des deux branches de polaritons en 

fonction du vecteur d'onde k (à droite). Variation des carrés de l’indice de ré- 

fraction n? et du coefficient d'ADSEEUn x? en fonction de la fréquence w (à 
gauche). 


présence de photons dans le milieu de permittivité e.. Cependant 


au voisinage des valeurs 4 — We Q,/c, les polaritons se présentent 
sous la forme d’un « mélange » complexe de photons et de phonons. 

Sur la partie droite de la figure 16, on a représenté les deux bran- 
ches de fréquences des polaritons, sur la partie gauche, la variation 
de l'indice de réfraction x et du coefficient d'absorption en fonction 
de la fréquence « de l’onde électromagnétique associée à ces excita- 
tions. Les excitations polaritoniques ne sont rien d'autre que des 
ondes électromagnétiques stationnaires dans le cristal. L'énergie 
de ces ondes renferme naturellement l'énergie de polarisation des 
vibrations cristallines. 

Dans la région de transparence du cristal, les polaritons (dans 
la limite des grandes longueurs d'onde) coïncident avec les photons 
dans le cristal, puisqu'ils se distinguent des photons libres de même 
fréquence seulement par une longueur d'onde plus petite (de » fois). 
La première branche polaritonique décrit des photons de fréquence 
inférieure à Q,, la deuxième des photons de fréquence supérieure 
à Q:. 


0534 
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Plus haut, nous n'avons pas tenu compte de la dispersion des 
phonons transversaux. Par la suite il faut avoir en vue que: 1) la 
formule (11.20) n'est valable qu'en dehors de la bande d'absorption 
(w =£ Q,). C'est pourquoi les branches polaritoniques trouvées cor- 
respondent aux ondes électromagnétiques du cristal dans la région 
de transparence. Si on tient compte de la durée de vie finie des pho- 
nons transversaux, les états polaritoniques présenteront eux aussi 
une durée de vie finie; 2) la permittivité macroscopique est définie 
seulement pour des cristaux de dimensions suffisamment importan- 
tes par rapport à la longueur d'onde du rayonnement électromagné- 
tique. C'est pourquoi on ne peut parler d'états polaritoniques que 
dans le cas de cristaux dont les dimensions sont supérieures à la 
longueur d'onde du rayonnement ; et enfin 3) dans les paragraphes 
précédents on a supposé que le champ électromagnétique était situé 
dans le cristal et ne le quittait pas. Ceci n’est valable que pour les 
cristaux limités par des parois parfaitement réfléchissantes, ou dont 
la dimension est infinie. Les cristaux de dimensions finies émettent 
un champ électromagnétique. Ceci réduit encore la durée de vie des 
polaritons. 


$ 13*. Théorie quantique des polaritons 


Les polaritons sont des excitations élémentaires du cristal ioni- 
que, constituées par l'association d’un champ électromagnétique 
transversal et du déplacement relatif des ions. Ce déplacement des 
ions par rapport à la position d'équilibre donne naissance à une 
polarisation. Par ailleurs une polarisation apparaît aussi, les ions 
étant fixes, lors du déplacement du nuage électronique par rapport 
au noyau. Cette polarisation électronique du cristal est caractérisée 
par la permittivité e. (dans le domaine de fréquences des vibrations 
ioniques). On tient compte de la polarisation électronique lorsque 
l’on assimile la propagation de l'onde électromagnétique dans le 
cristal à la propagation d’une onde dans un milieu continu de permit- 
tivité e.. Contrairement à la vitesse de la lumière dans le vide c, la 


vitesse de propagation dans le milieu est égale à c/V es. 
On se propose de quantifier ce champ. Considérons la densité 
de la fonction de Lagrange 


Ly= (EE —H?), (13.1) 


où E et H représentent les intensités des champs électrique et magné- 
tique. Ceux-ci peuvent être exprimés en fonction du potentiel vecteur 
A à l’aide des égalités 


E—-—{À, H=rotA, divA—0. (13.2) 
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Sachant que 


LT EE — rot rot À 
T 
et en résolvant les équations de Lagrange on obtient la première équa- 
tion de Maxwell 
£oo 0E 


ge OL H. (13.3) 


Les trois autres équations de Maxwell résultent automatiquement des 
égalités (13.2) 


— —ro0tE, divH=divE-=0. 


Les relations (13.3) et (13.2) nous permettent de trouver l'équation 
du mouvement pour le potentiel vecteur 


A = ve 
—<— V?A = 0. (13.4) 


Eco 


Conformément à (13.1) l'impulsion généralisée B conjuguée du 
potentiel vecteur A est définie par l'expression 


RTC (13.5) 


La fonction de Hamilton exprimée en fonction du potentiel vecteur 
et de l’impulsion généralisée prend la forme 


2 
W;=- |(eE?+ 1H?) der = | (2 B:+-2 (rot A)2) dr. (13.6) 
Supposons que le cristal de la syngonie cubique ait la forme d'un 
cube d’arête L. Si la constante du réseau est a, son volume sera 
V = L$aÿ. Les conditions cycliques aux limites s'appliquent tant 
au déplacement des ions qu’au champ électromagnétique enfermé 
dans le cristal. On peut donc utiliser la transformation de Fourier 


A(r,9=—7 D e(Q go (#)8%,  Ago= A'o.r (13.7) 
Q.P 

IB (r, Dr D e(Q)Botte-i®,  Boo=B*o.r, (13.8) 
Q.p 


où les composantes du vecteur d’onde Q parcourent une série infinie 
de valeurs discrètes 


Q= SE , d=1,2,3;, vw=0, +1, +,..., (13.9) 


5* 
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e, (Q) sont les vecteurs unitaires de polarisation des ondes véri- 
fiant les conditions *) 


Qe, (Q) Fo 0, €p (Q) eg (Q) — ÔpB» D B Œ 1, 2. (13.10) 


Le potentiel vecteur (13.7) vérifie l'équation (13.4) lorsque les 
Aop (t) oscillent harmoniquement dans le temps 


Ago (4) = Ag (0) 6%, où = Q. (13.14) 


Pour passer à la description quantique du système, il convient de 
remplacer Ao% et Bo par des opérateurs vérifiant les relations de 
commutation 


LAop (4), Boro (E)] = ii Éggrôpe- 
Dans la représentation des nombres de remplissage les opérateurs 


Âçg et Bo doivent être exprimés en fonction des opérateurs de 
Bose de création aÿ, et d'annihilation ao des excitations élé- 
mentaires du champ électromagnétique (photons) 


” 2rhc2 . + 
Âw=V .— (aQp +20. b); 


a RO QE à 
Bop= i V a (aQp = 4.0, p); (13.12) 
avec 


[aQps GQup1l = OQ,QOpepar  TaQor GQueprl = 0. 


En effectuant les transformations (13.12) dans (13.7) et (13.8) 
on obtient l'opérateur potentiel vecteur et son conjugué impulsion 
généralisée 


À =D Ve 0 (Q e'® (ago +2*0, 0) 
op _— (43.13) 

Br, =D V y (Q ef (aÿr — 8-0, 0)- 
Q.p 


*) Les vecteurs réels e, (Q) sont définis de manière non univoque par les 
conditions (13.10). On peut utiliser une autre paire de vecteurs unitaires dans 
le plan perpendiculaire à Q. A la place des vecteurs réels e,, (Q) caractérisant 
la polarisation linéaire des photons, on peut utiliser les vecteurs complexes 


e, (Q= 7 Les (Q-Hies (QI et e-(Q)= os Le; (Q)— tes (Q)] 


caractérisant les polarisations circulaires droite et gauche. 
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En passant dans (13.6) aux opérateurs (13.13), en intégrant sur le 
volume du cristal et en tenant compte de l'égalité 


[Qe, (Q)] [Qe,, (QI = op 


nous obtenons l’hamiltonien du champ électromagnétique dans le 
cristal 


= X hoc (abao+z). (13.14) 
Q.P 


L'opérateur champ électrique 


Er, 4=i 3 7/0 e, (Q 61% (ags—ato.s) (13.15) 
Q,p 


est tiré de (13.2) lors du passage aux opérateurs (13.13). 

Dans un milieu isotrope, les ondes électromagnétiques sont trans- 
versales et n’entrent en interaction qu'avec la polarisation trans- 
versale du cristal. Soit P le vecteur de la polarisation spécifique ré- 
pondant au seul déplacement des ions par rapport aux positions 
d'équilibre. L'énergie d'interaction (rapportée à l'unité de volume) 
du champ de polarisation transversale avec le champ électrique d'in- 


tensité E est 
Uint = —PE. (13.16) 


Si l’on néglige la dispersion en fréquence Q, des vibrations optiques 
transversales, la densité des énergies cinétique et potentielle du 
champ de polarisation du cristal est 


K — + BP2, U =+ BQ;PZ. (13.17) 


Les paramètres B et Q, interveu nt dans (13.17) seront définis par 
la suite. 

La fonction de Lagrange (rapportée à l'unité de volume) pour 
le champ de polarisation en interaction avec le champ électromagné- 
tique est, compte tenu de (13.17) et (13.16) 


Lp = B(P2—SHP?) + PE. (13.18) 

Cette expression permet de trouver les équations de Lagrange pour 
le champ de polarisation 

B(P + GP) —E. (13.19) 


Ainsi, en l'absence de champ E, les vibrations propres du vecteur 
polarisation vérifient l'équation 


P+QP—0. 
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La grandeur Q, est donc la fréquence propre des vibrations trans- 
versales de la polarisation. Conformément à (13.19) dans un champ 
statique E — E, un déplacement des ions donne naissance à une 


polarisation 
P, us E,/BQ. 


Par ailleurs, si eoest la permittivité du cristal dans un champ cons- 
tant, on sait que la polarisation spécifique P, est donnée aussi par 
l'expression 


€p “— Eco 
PH ep, 


an 
En comparant ces deux expressions nous trouvons 
4T 
B = TT (13.20) 


E (7 (E9 —E) 


La fonction de Lagrange (par unité de volume) du champ électro- 
magnétique et de la polarisation transversale est égale à la somme de 
(13.1) et de (13.18), c’est-à-dire 


1 œ «4 - 4 r | à 
£=——|<= A2— (rotjA)? | +35 (2—QP?) PA. (13.21) 
Les impulsions conjuguées B et II respectivement du potentiel vec- 
teur A et de la polarisation P sont définies d’après les règles générales 
0£ Eo 1 0L Ar 
= = -A——P = —— = fP. 13.2 
Rae pe 


Par conséquent la fonction de Hamilton (rapportée à l'unité de 
volume) est 


Dai £= {SV AS+ (rottA)E}+ BTE +QHPe). (13.23) 


Pour simplifier le passage à la description quantique, il faut rempla- 
cer dans cette expression les vitesses généralisées par les impulsions 
généralisées à l’aide de (13.22). En intégrant sur le volume du cristal 
on obtient alors la fonction complète de Hamilton 


W=W, + W, + Winte (13.24) 
où 
ï 21C® m9 t A})° 
W,= | ar [ Br+ CN |, (13.25) 
Wp=-55 D: Us + BOYPS], (13.26) 
Le) 


€ 


Wini= 2 3 B (n) Pas (13.27) 
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où v représente le volume de la maille élémentaire ; P,, I, sont les 
valeurs de la polarisation spécifique et de l'impulsion conjuguée 
de la n-ième maille élémentaire du cristal. 

L'expression (13.25) coïncide avec (13.6). Nous avons montré 
plus haut qu’en remplaçant A et B par les opérateurs (13.13), nous 
obtenions l'opérateur de Hamilton (13.14). 

La fonction de Hamilton du champ de polarisation (13.26) devient 
l'opérateur de Hamilton 


Hp= À RO (babre + 1/2) (13.28) 
. Œ 
lorsque P, et II, sont remplacés par les opérateurs 


Pa = V x > Di Ca (k) EE (Oxo + TK, &)s (13.29) 


k,@ 


b,=i 7 280 Zee en (béo—b_x «) (13.30) 


Dans (13.28) à (13.30) la sommation s'étend à toutes les N valeurs 
du vecteur d'onde Kk de la première zone de Brillouin et à deux valeurs 
de x caractérisant les deux polarisations possibles des vibrations 
transversales des ions. 

Enfin, si l’on remplace dans (13.27) les grandeurs B et P par 
leurs opérateurs (13.13) et (13.29), on obtient l'opérateur d'interac- 
tion du champ de polarisation et du champ électromagnétique : 


int = à hDx (a-x, a — Gta) (Üka + DK, a), (13.31) 
où 
e Es 
SR UN ne — - = k—Q. (13.32) 
)/ 80€ 


L'égalité (13.31) montre que des photons de vecteur d’onde Q situé 
en dehors de la première zone de Brillouin n'entrent pas en interac- 
tion avec les vibrations optiques transversales (phonons) des ions du 
cristal. 

Si l’on exclut les termes correspondant à l’énergie de zéro et aux 
vecteurs d'onde Q qui ne sont pas situés dans la première zone de 
Brillouin, l'opérateur de Hamilton du système de phonons et de 
photons transversaux s'écrit 


H = 5 S ra (13.33) 


K.@ 
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où 
ra = hROk (Gaia + a, ad-K, &) + RQ: (baba + blu, ax, a) — 
— Dy (Ga — x, a) (Oxo + Dix, a) + (al v, a — Axa) (b_x, a+ béa)]:. 
(43.34) 


Dans les cristaux isotropes wx et Dx ne dépendent pas de l’indice de 
polarisation & qui sera omis par la suite pour simplifier l'écriture. 

Pour diagonaliser l'opérateur (13.34) il convient d'effectuer la 

transformation canonique donnant de nouveaux opérateurs de Bose 

Pu = Uya@i + Uno — Vu — Vuabu, = 1,2, (13.35) 

uus et v,; sont les quatre fonctions réelles paires de k choisies de 

telle sorte que l'on puisse écrire l’opérateur (13.34) sous la forme 


2 
y = > Roy (k) BiBu + Eo (13.36) 


Hæmi 
et que les opérateurs B, vérifient les relations de commutation de 


Bose 
[Bu Bis) — Ouute (13.37) 


Substituant (13.35) dans (13.37), compte tenu de la commutation 
des opérateurs phononiques et photoniques, on obtient le système 


0 


è (tnt = Vabust) = One (13.38) 


Les valeurs de Âw,, dans (13.36) correspondant à tous les k de la pre- 
mière zone de Brillouin représentent l'énergie de nouvelles excita- 
tions élémentaires: les polaritons. Pour calculer #w, il convient 
d’exprimer le commutateur [B,, 4x] de deux manières: a) substi- 
tuons dans le commutateur la valeur (13.36), alors 


But x] = fou (k) Bu: (13.39) 


b) portons d ns le commutateur les valeurs (13.34) et (13.35), alors 


Be xl = [0x + Da (ue “+ Vua)] Eu + 
+ [un — Di (us —Vus)] x + [Uni O — Di (Uyo + Vu)] Ex + 
+ [vu — Da (Uy1 —Vnr)] Due (13.40) 


Comparant les expressions (13.39) et (13.40), compte tenu de (13.35) 
on obtient le système 


(Ou — ©x) Ua = Di (Uu2 + Vue) (Ou + Ok) Vu = D (Uue + Vus), 
(ou — Qi) Uys = Di (Our — Uur)s (Ou + Si) Vus = Di (Uyx — Vus). (13.41) 
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I1 en résulte les égalités 
_ Ou — OZ _ Q— ou 
io, +ox Uurs Du QG +u, ‘#2 
permettant d'éliminer v,, et v,.. On obtient donc le système homo- 
gène de deux équations 


(Ou — Ok) (Ou + Si) uys — 21 Drtye = 0, 


13.42 
20xkDiu + (ou + x) (Ou — Gr) Uno = 0. ) 
La résolution de ce système conduit à l’équation 
ck2 Q?c3k3 
oi — w? [a + ]+ —= 0 (13.43) 


définissant les deux branches des nouvelles excitations élémentaires 
où (k) = — (Qi +c2k2 + VER CRD AO) . (13.44) 


Ces valeurs correspondent exactement aux solutions (12.7) obtenues 
dans la théorie classique. 

On peut résoudre l’équation (13.43) par rapport à c*k* pour une 
fréquence fixée w. Nous obtenons ainsi la permittivité du cristal 
2L2 Eco (Q? — © ë 
ex Le (13.45) 


w1 Q3—o3 


8 (0) = 


caractérisant la réponse du cristal à une stimulation extérieure. 
L'expression (13.45) est aussi valable pour des fréquences polarito- 
niques © comprises dans la « fente » (Q, << © < 3). Dans cette 
région k est imaginaire pur. Il détermine la décroissance de l’ampli- 
tude de l’onde plane de fréquence w se propageant dans le cristal. 
Compte tenu de (11.17) la permittivité (13.45) devient 


2k3 Of (E0—Ex) 
(Oo) == — gg + ee (13.46) 


$ 14. Théorie élémentaire des interactions 
phonons-lumière 


L’interaction des photons avec les phonons dans un cristal se 
manifeste dans les phénomènes d'absorption, d'émission et de diffu- 
sion de la lumière. Nous avons montré dans les paragraphes précé- 
dents que pour un cristal à o atomes par maille élémentaire, il y avait 
30 branches de vibrations de fréquences 2, (k) (œ = 1, 2,..., 30). 
L'opérateur de Hamilton de ces vibrations est 


ph = D RG2,, (k) tbe ++) ; (14.1) 
k, @ 
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L'opérateur du vecteur déplacement de l'atome de masse m, de la 
maille élémentaire n de la branche a est de la forme 


sm 2 V' avt (M) lle + tr alens, (14.2) 


BP=1,2,..., 0. 


Les vecteurs unitaires ee) (*) caractérisant la direction des vibra- 
tions vérifient les relations 


È ep (k) 7 (k) — Onœ. (14.3) 


Supposons que & désigne les branches vibratoires pour lesquelles 
le moment électrique de la maille élémentaire varie. L'opérateur 
de ce moment est défini par l’expression 


0e 2 si = 2 V/ 707 4 (U) (bu + Br, a) 619, 
= K 
(44.4) 


où e4 est la charge électrique de l'atome f; 
(es 
do k)= S 8 657 (k). (14.5) 
2 Vs ” 


Dans les opérations de symétrie du cristal, les composantes de 
ce vecteur (14.5) se transforment comme les coordonnées z, y, z. 
Cet opérateur est donc différent de zéro pour les branches de vibra- 
tions relatives aux mêmes représentations irréductibles du groupe 
ponctuel d'un cristal que les coordonnées zx, y, z. Par exemple, pour 
les groupes ponctuels C., (Tableau 5) et D, (Tableau 6) le moment 


Tableau 5 Tableau 6 


Représentations irréductibles Représentations irréductibles 
du groupe Ch du groupe D; 
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dipolaire est différent de zéro seulement pour les vibrations de repré- 
sentations irréductibles respectives 4,, B, et B:, B:, B:. 

L'opérateur d'interaction des phonons de la branche & avec le 
champ électromagnétique caractérise l'absorption et l'émission des 
phonons. Dans l’approximation dipolaire, il s’écrit 


Hin=— dr E(n), (14.6) 


où E (n) est l’opérateur champ électrique au nœud n. On peut l’ex- 
primer en fonction des opérateurs de création et d’annihilation des 
photons (voir (13.15)) 


ee D ep (Q) V'oa (agp — at 0. v) ei, (14.7) 
Q.p 


où e, (Q) est le vecteur unitaire de polarisation du photon de vecteur 
d'onde Q ; & la permittivité du cristal conditionnée par tous les autres 
états excités ne participant pas aux interactions photon-phonon 
étudiées. 

La fréquence wQ répond habituellement à une région de trans- 
parence du cristal. Les opérateurs a&, et ao sont les opérateurs de 
création et d’annihilation des photons dans le cristal, c’est-à-dire 
des polaritons (relatifs aux excitations électroniques des ions) de 
fréquence wQ et de vecteur d'onde Q. Par la suite dans ce paragraphe, 
ces polaritons seront appelés photons dans le cristal ou simplement 
photons, pour ne pas les confondre avec les polaritons infrarouges 
correspondant aux vibrations optiques des ions du cristal, considé- 
rées au $ 14.1. Substituant (14.5) et (14.7) dans (14.6) on obtient 
l'opérateur d'interaction des photons et des phonons 


E (n)=i 


Him =i 3 / RL (es (Q) 4 (Q) (b1 0. cbèa) (ago — 20. 9) 
Q.p 


(14.8) 


Les termes de (14.8) proportionnels aux opérateurs bGe aqp et boau@p 
sont responsables de la transformation d’un photon en phonon et 
réciproquement. Convenons de représenter les opérateurs aqp, bQa 
respectivement par une ligne ondulée et pointillée, dirigée vers le 
point nodal et les opérateurs a@ps, bQa par les mêmes lignes sortant 
du point nodal. Le processus d'échange de photons et de phonons peut 
être représenté par deux graphiques (fig. 17, a). Conformément à 
(14.8), ces processus sont possibles lorsque : 

1) les vecteurs d’onde du photon et du phonon coïncident (loi 
de conservation de l’impulsion); 

2) le vecteur de polarisation du photon e, (Q) n'est pas perpen- 
diculaire au moment dipolaire de la vibration d® (Q); 
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3) la loi de conservation de l'énergie est vérifiée 
kRoQ = RG. 


En première approximation, la probabilité d’un tel échange dans 
l'unité de temps est exprimée pa la formule générale de mécanique 


quantique (loi d’or de Fermi (5]) 
d 2x . 
= 7 Di] Sint|i) PÔ(E; — Es), (14.9) 
U 


où E; et E, sont les énergies de l’état final et de l'état initial du 
système. La sommation s'étend à tous les états finals f satisfaisant 
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Fig. 17. Représentation graphique des échanges photon-phonon (a) et du proces- 
sus de diffusion Raman (b) 


aux conditions requises. Soit p (£;) le nombre d'états compris dans 
l'intervalle d'énergie unité et dans l'unité de volume. Si, dans (14.9), 
on remplace la sommation par l'intégration sur Æ;, on obtient 


d 27 | 

= -l(UIéfintli)lPo(Es), Er Ep (14.92) 
En particulier, lorsque le système passe de l’état | i) — | n@p, Voc ) 
à l'état | f) = | rQp — 1, Voc + 1), émettant un phonon de fré- 


quence «© (dans l'unité d'angle solide axée sur la direction des im- 
pulsions), on obtient p(E;) = . Par conséquent, la proba- 
bilité de cette transition dans l’unité de temps est 


20 2 Le, (Q) 4 (Q) [nos (veu + 1e 


Où Voa et 299 Sont les nombres de phonons et de photons dans l’état 
initial et v la vitesse du phonon. 

Cette expression ne décrit l'absorption de la lumière par le 
cristal que dans le cas où par suite de l'interaction avec tous les 
autres degrés de liberté vibrationnels du cristal, l'énergie de la 
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vibration optique se répartit entre tous ces degrés de liberté pendant 
up temps de beaucoup inférieur au temps nécessaire pour le proces- 
sus inverse de transformation du phonon optique en photon. 


14.1. Diffusion de la lumière sur des polaritons correspondant 
aux vibrations optiques des ions. Le déplacement des ions hors de 
leur position d'équilibre peut modifier la polarisabilité de la maille 
élémentaire du cristal. Pour la branche de vibration «&, cette varia- 
tion est égale à 


A = à Bis: 1 (0) E°° (n, p). (14.10) 


Comme la polarisabilité &:; est un tenseur symétrique d'ordre deux, 
(14.10) est différent de zéro seulement pour les branches vibratoires 
correspondant aux représentations irréductibles selon lesquelles se 
transforment les coordonnées cartésiennes zx, y, z et en particulier 
pour les branches vibratoires totalement symétriques. Pour des 
cristaux de groupe ponctuel C.» et D., la polarisabilité doit varier 
pour des vibrations de représentations irréductibles 4,, B, et À,, 
B;, B:, B;, (voir Tableaux 5 et 6). Ces vibrations sont appelées actives 
dans le spectre Raman, parce qu’elles apparaissent en diffusion 
Raman. Dans les cristaux présentant un centre de symétrie, les 
vibrations actives dans le spectre Raman sont inactives en infra- 
rouge et réciproquement. Dans les cristaux qui n’ont pas de centre 
de symétrie, il peut y avoir des vibrations actives tant en Raman 
qu’en infrarouge. 

Dans un champ électrique la polarisabilité (14.10) fait apparaître 
un moment électrique supplémentaire 


AP;(n) = > Aa (n) E,(n). 


C'est pourquoi l'interaction des vibrations modifiant la polarisa- 
bilité du cristal avec le champ électrique des photons dans le cristal 
est donnée par l’expression quadratique par rapport à ce champ 


_ à Ex (n) AP: (n) = — 2. Er(n) Ai Ej(n). (14.11) 


En remplaçant dans cette expression les intensités de champ électri- 
que par les opérateurs (14.7) et les déplacements définis dans (14.10) 
par les opérateurs (14.2) nous obtenons l’opérateur d'interaction du 
champ électromagnétique et de la branche vibratoire & dans la re- 
présentation des nombres de remplissage. Cette interaction déter- 
mine la diffusion Raman des photons dans le milieu (ou des polari- 
tons de fréquence wQ): 


Se = À, Dapor (Q À!) Ex, a + bio) (a90— 
. Q” 
— 47.0, p) (ago —&to,p"),; (14.12) 
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ou 
212A30 000. 
Dur (Q@= 3 V ne Bis: (a) ot (Q es (Q') SP (ke), 


l,3,1,@ 
k—Q—Q. 
On étudie habituellement la diffusion Raman lorsque wQ, wo à 
ÿ ©, (k). Dans ces conditions les termes de l'opérateur (14.12) vé- 


rifiant la loi de conservation de l'énergie ne contiendront que les 
produits des opérateurs 


DG-Q7. 20 Q'r'AQpr AGP AQpbo" -Q. a- 
Ces produits représentent les processus de diffusion de photons avec 
émission d'un phonon (composante Stokes) et de diffusion de photons 
avec absorption d'un phonon (composante anti-Stokes). Ces processus 


se laissent illustrer par le graphique de la figure 17, b. 
Le premier processus correspondant à l'opérateur 


Dapo’ (Q; Q") bG- 07. «Gr 2 @p (14.13) 
peut être considéré comme la désintégration d'un photon dans le 
cristal en un phonon et un photon de lumière diffusée. 

Nous avons montré dans les paragraphes 12, 13 que, dans les 
cristaux ioniques, les vibrations transversales des ions étaient 
continuellement liées à un champ électromagnétique de même fré- 
quence. C’est pourquoi les excitations élémentaires de vecteur d’onde 
donné ne sont pas véritablement des phonons, mais des polaritons. 
Dans les études d'absorption et de réflexion de la lumière par les 
cristaux dans le domaine des fréquences infrarouges correspondant 
aux vibrations des ions on observe une bande d'absorption à la fré- 
quence Q,; les polaritons ne se manifestent que dans le fait qu'il 
y a réflexion totale de la lumière pour les fréquences correspondant 
à la « fente » du spectre polaritonique. Toutefois les limites de cette 
« fente » sont déterminées par les fréquences Q, et Q, caractérisant 
les vibrations ioniques transversales et longitudinales en l'absence 
d'interactions retardées. Le pôle de la permittivité du cristal, carac- 
térisant la position de la bande d'absorption résonante et la courbe 
de dispersion de l'indice de réfraction se situe également aux fré- 
quences œ@ —= Si}. 

Lorsqu'une onde lumineuse de fréquence w correspondant à la 
fréquence d'absorption de l’infrarouge (© = Q,) tombe sur le cristal, 
elle donne naissance à l’intérieur du cristal à une onde spatialement 
inhomogène (amortie), ne correspondant à aucune valeur bien dé- 
finie du vecteur d'onde. 

Lors de la diffusion Raman de la lumière, la variation de fré- 
quence des photons est liée au transfert d’une partie de leur énergie 
aux excitations élémentaires. Dans les cristaux ioniques, ces exci- 
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tations sont des polaritons. La désintégration du photon incident 
donne alors naissance à un polariton et à un photon diffusé. Si wo, 
&Q> Q, Q sont les fréquences et les vecteurs d'onde des photons inci- 
dent et diffusé, © (k) et k sont la fréquence et le vecteur d'onde du 
polariton, alors les égalités 


ve = we + À (k), (14.14) 
Q=Q+k (14.15) 


représentent pour la diffusion Raman les lois de conservation de 
l'énergie et de l’impulsion. Soit 6 l’angle de diffusion. Il résulte de 
(14.15) 


k° = Q° + Qf — 2QQ, cos 8, (14.16) 
où 
Q=n (og) “2, Q=n (wo) 2. 


n (w) est l'indice de réfraction pour des photons de fréquence «w. 
Pour une diffusion sous de petits angles, (14.16) devient 


k = (Q — Q)° + 8°QQ. 
Comme wgŸÿS, on peut poser a-Ql=e (5e) |: QQ, = 


[Q) 
z Q2=n2 (00) “ et on obtient l’égalite 


k2 = Q2 (S) + 6272 (0Q) "e (14.16a) 


ôw 

reliant, pour chaque angle de diffusion, le vecteur k et la fréquence Q. 
Les polaritons ne diffèrent sensiblement des phonons et des pho- 
tons de même fréquence que pour des vecteurs d'onde k & k, = 


= Qn (S,). La branche inférieure des polaritons pour 4 &<k, 


coïncide avec les photons, et pour # 5 k,, avec les phonons des 
vibrations transversales (si l'on ne tient pas compte des interac- 
tions retardées). Lorsque wQ > Q:, l'inégalité Q = Q, > k, est 
satisfaite. Habituellement, dans les expériences de diffusion Raman, 
on observe les photons diffusés sous un angle de 90°. Dans ce cas, 
d'après (14.15) k — V 20 > k,, c'est-à-dire dans le processus de 
diffusion interviennent des polaritons de fréquence {;, pratiquement 
indiscernables des phonons. 

Pour de petits angles de diffusion (<<10°), Æ se rapproche de #,, 
et la diffusion fait intervenir des polaritons de fréquence inférieure 
à (@,. Au fur et à mesure que l’angle de diffusion diminue, la valeur 
de Æ et la fréquence des polaritons diminuent. Lorsque k << k,, les 
polaritons coïncident pratiquement avec des photons de grande lon- 
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gueur d’onde. On peut alors considérer la diffusion Raman comme 
une diffusion de photons de grandes fréquences sur des photons de 
fréquences petites. Une telle diffusion est liée à la non-linéarité des 
interactions (44.11) par rapport au champ. 

Cette diffusion sur des polaritons de fréquence infrarouge ne 
peut être observée que pour les cristaux ne possédant pas de centre 
d’inversion. Les branches actives simultanément en infrarouge et 


hw, eV 


0,030 


0,046 


Û 04 08 
fic, eV 


Fig. 18. Branches polaritoniques du cristal de GaP. 


Les croix indiquent les fRquences expérimentales mesurées par Henry et Hopfield [10] en 
ffusion Raman sous de petits angles. 


en Raman prennent part au processus de ditfusion. Si la vibration 
est active dans le spectre infrarouge, elle est caractérisée par une 
variation du moment dipolaire électrique de la maille élémentaire 
du cristal. Dans ce cas seulement le couplage avec le champ est suf- 
fisant pour que le polariton formé diffère sensiblement d’un phonon 
dans un certain domaine de valeurs du vecteur d'onde. C’est pour- 
quoi lorsque cette vibration est active à la fois en infrarouge et en 
Raman, on peut observer un effet polaritonique pour de faibles angles 
de diffusion. 

Quelques branches de vibration de cristaux piézoélectriques 
présentent cette activité simultanée en Raman et en infrarouge. 
Les premières observations de diffusion Raman sur des polaritons 
ont été obtenues dans les travaux de Henry et Hopfield [10] en 1965. 
Les cristaux (GaP) étudiés, soumis à un rayonnement laser (À — 
— 6328 A), sont cubiques et n'ont pas de centre d'inversion. Ils 
présentent deux ions dans chaque maille élémentaire et une branche 
de phonons optiques transversaux. On mesure la fréquence de la 
lumière diffusée en fonction de l’angle de diffusion (de 5 à 0°). Ceci 
correspond à la variation d'énergie du polariton lorsque son vecteur 
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d'onde diminue. La figure 18 illustre les résultats obtenus. La courbe 
continue correspond au spectre théorique des polaritons sans amortis- 
sement. Les croix indiquent la perte d'énergie des photons diffusés 
sous différents angles (à l’intérieur du cristal). 

Des résultats analogues ont été obtenus pour des cristaux de 
ZnO [11] et pour des cristaux de quartz & [12]. Ce dernier cristal pos- 
sède 9 ions dans la maille élémentaire et 8 branches optiques trans- 
versales (doublement dégénérées) de phonons actives à la fois en 
infrarouge et en Raman. Ils découvrirent que les polaritons associés 
aux phonons de fréquence 1072 cm“! présentaient une variation de 
fréquence de 1072 cm”! à 820 cm! pour une diminution de l'angle 
de diffusion de 90° à 0°. Le Tableau 7 montre les fréquences des 
polaritons obtenues dans ce travail, pour différents angles de diffu- 
sion à l’intérieur du cristal. Sterin et coll. [13 à 15] ont étudié les 
spectres de diffusion Raman sur des polaritons dans les cristaux de 
LiNbO, et Ba,NaNb;O. 

La probabilité de diffusion Raman sous l'angle 6 dans une se- 
conde peut être calculée d'après la formule 

LOL SH |) È(E;—E), (14.17) 
1, p 
où l'opérateur est défini par l'expression (14.12): 
E) =] Oquos Okar 1Qp) 
[f) = | Qu, ras Op}; 
E,=h(wo, +Q(k)), E;,=hoa. 
La sommation dans (14.17) s'étend aux deux polarisations p et à 
tous les états finis du photon diffusé (sous un angle 6 par rapport à 
la direction du photon incident). Si l’on remplace dans (14.17) la 


somme par l'intégrale sur les vecteurs d’onde du photon diffusé, 
compte tenu de (14.12), on obtient 


d V à 
D = rs | | Davo, (Q Qu) PÈ(E;—E) QE di. 
Tableau 7 
Fréquences des polaritons dans le quartz a mesurées en diffusion Raman 


Angle de Angle de Angle de 

dpi | rase | agé | me | agé | rares 
90 1072 3,6 978 90 450 
9,6 1042 3,0 966 4,8 443 
7,2 1031 2,4 940 2,4 430 
6,0 1034 1,8 928 1,2 407 
4,8 1,2 
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Pour calculer cette intégrale il convient d'utiliser l'égalité 


hi 
8 (EE) = D 
| (or Jones 


où Qi sont les racines de l'équation E; — E; — 0 pour un angle 8 
fixé. 

On étudie habituellement la diffusion Raman pour des fréquen- 
ces et des vecteurs d'onde réels. Alors, d’après (14.14) et (14.15), 
© (k) et k pour les polaritons sont des grandeurs réelles. Cependant, 
dans les cristaux réels, les polaritons de vecteurs d’onde k réels pré- 
sentent toujours un amortissement. La permittivité liée à ces pola- 
ritons est 


€ (@) — Dr (14.18) 


Par exemple, en étudiant la réflexion infrarouge du cristal LiNbO, 
on a trouvé 
Ep — Eo — 2,99, Qt = 628 cm! et. D — 34 cm. (14.19) 


Dans les travaux (16, 17], pour déterminer les lois de dispersion 
des polaritons, on de . utiliser l'équation 


(14.20) 


où € (w) est défini par (14.18). Pour construire la courbe de disper- 
sion correspondante, on a utilisé les valeurs (14.19) des paramètres. 
Cette courbe présentait la particularité de « retomber » sur de faibles 
valeurs de k à partir de k, — 2200 cm-!. Plus T est grand, plus faible 
est la valeur k,. Les valeurs expérimentales obtenues dans [18] 
pour l'énergie des polaritons par diffusion des photons sous de petits 
angles concordent avec la courbe de dispersion des polaritons obtenue 
en résolvant l'équation (13.46) sans tenir compte de l'amortissement 
des polaritons FT = 0. 

Il n'y a aucun argument hé pour justifier l'emploi de 
l'équation (14.20) ou de l’équation 


= + (Re e (w)+ VÎRee (w)I + [Im € (w)ji] 


wo? 

proposée dans [18]. Pour un polariton amorti, chaque niveau d'énergie 
S (k) pour k fixe réel, déterminé par l'équation (13.46), devient 
quasi stationnaire. Ce niveau est alors caractérisé par une durée 
de vie déterminée ou une largeur |. - 

La théorie de la diffusion Raman de la lumière sur des polaritons 
amortis a été développée par Burstein, Ushioda, Pinzuk [19], Benson 
et Mills [16], Agranovitch et Ginsburg [20]. Dans ces travaux mal- 
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heureusement, lors du calcul de la densité d'états finals (ou de la 
grandeur qui lui est équivalente), on n’a pas tenu compte de la 
vitesse de groupe des polaritons. C’est pourquoi les expressions obte- 
nues ont un domaine d'application limité (voir plus bas). 

Un calcul rigoureux des effets d'amortissement compte tenu de 
la vitesse de groupe des polaritons a été réalisé par Strizhevskii et 
collaborateurs [21 à 26] sur la base de la théorie phénoménologique 
et microscopique. Les auteurs de ces travaux ont montré que, pour 
une vibration phononique isolée de fréquence w; — il/2, la position 
du maximum d'intensité diffusée correspondait à la courbe de dis- 
persion des polaritons en l'absence d'amortissement. L'influence 
de l'amortissement se fait sentir sur l'élargissement du maximum. 
La section efficace des photons diffusés (intégrée sur la fréquence, 
dans l’unité d'angle solide dirigé suivant l'angle de diffusion 6) ne 
dépend pas de l'amortissement. On peut la représenter approxima- 
tivement par le produit de deux facteurs 


6 (8)= jo. &) do =, (8) M (8), (14.21) 
où 
CpFvpO tj 2 
LA @= Het [a+] (14.22) 
F —— 
8 (@) = 8e + Tr. Lun @/@/ 
M (6)=[1—22 cos ps |. (14.23) 


Dans ces expressions & (w) représente la permittivité dans le domaine 
de fréquences polaritoniques (sans tenir compte de l'amortissement) ; 
£x la limite, pour de grandes fréquences de e (w); F la force d'oscil- 
lateur de la vibration phononique; l'indice p signifie que la grandeur 
correspondante est choisie pour la valeur de la fréquence © = w, (8) 
correspondant au centre de la raie de diffusion ; v, et v, sont les vites- 
ses de groupe des polaritons et des phonons; 1, est l'angle entre les 
vecteurs d'onde du polariton k, et du phonon k,; À est un paramètre 
lié à la déformation du nuage électronique [25]. La fréquence w, (8) 
est racine de l'équation 


CC |ki— k; | — we (wo) = 0; 


k, est le vecteur d'onde du rayonnement excitateur. 

Les résultats obtenus dans [16 à 20] répondent à une approxima- 
tion selon laquelle v, —0 et M — 1. La nécessité d'introduire le 
facteur M, qui tient compte de la vitesse de groupe des polaritons, 
De DA aussi dans le travail de Klimontovitch et Emélianov 
211. 


ç* 
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Dans certains cristaux, il existe une valeur 1, (correspondant à 
un angle de diffusion 6,) vérifiant 


Vy = Un COS Ya, M —+- 00. 


Au voisinage de l’angle de diffusion critique, l'expression approchée 
(14.21) perd son sens. Pour obtenir dans ce cas la valeur exacte de 
O (6), il convient d'intégrer avec pis de De le contour de 

diffusion. Cette intégration est 
G(8)IOTC) effectuée dans (26, 28]. 

: La figure 19 met en évidence 
le rôle joué par la vitesse de groupe 
des polaritons. La courbe pleine 
1 correspond au calcul de Stri- 
zhevskii et Jashkir [26] de la sec- 
tion efficace de diffusion d'un 
rayonnement de longueur d'onde 


A1 = 4880 À sur la branche pola- 
ritonique supérieure du cristal de 
LilO:. La courbe en pointillé 2 
correspond à la valeur obtenue 
théoriquement lorsque v, = (. 
Les points sur la courbe 3 corres- 
pondent aux valeurs expérimenta- 
les de la section de diffusion. 
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8, degrés $ 15. Détermination du spectre 
Fig. 19. Section efficace de diffusion des vibrations de réseau en 


Raman d'une lumière de longueur  htilisant la diffusion des neutrons 
d'onde À = 4880 À dans le cristal de 


LilOs. Ces derniers temps, la diffu- 
La coue Lcorepond aux algue de Su sion des neutrons lents (d'éner- 
be en pointillé 2 correspond aux calculs lors-  g1e inférieure à 0,025 eV) a été 
eee élan Role situeseue Souvent utilisée pour étudier les 
laïcourbe 3 sont des valeurs expérimentales. vibrations des atomes dans les 
solides. La longueur d’onde de ces 
neutrons est inférieure à 2 -10-# cm ; elle est comparable aux distances 
interatomiques dans le solide (10-78 cm). Dans le processus de dif- 
fusion on observe donc des effets interférentiels répondant aux accords 
de phase entre les diffusions des neutrons sur différents noyaux. Les 
interférences sont particulièrement importantes dans des cristaux 
de noyaux mono-isotopiques, n'ayant pas de spin. 
Si le cristal contient des noyaux d’autres isotopes, ou des noyaux 
à spin différent de zéro, une partie de la diffusion sera incohérente 
(incohérence isotopique ou incohérence de spin). 
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Dans ce paragraphe nous développons les bases théoriques de la 
diffusion cohérente sur des cristaux mono-isotopiques à un noyau 
par maille élémentaire. Une théorie plus complète est développée 
dans les articles (29, 30] et la monographie [31]. 

L'opérateur d'interaction d'un neutron lent de masse Lu avec un 
cristal constitué d’atomes d’un seul isotope de spin nul est 


Ÿ (r)— -< S' 6(r— Ro), (15.1) 


où À est l'amplitude de diffusion du neutron lent sur le noyau; 
Rs =n+é 


est le rayon vecteur définissant la position du noyau au voisinage 
du nœud n du réseau; 


Be DV grey © (0) lhaseten beta] (15.2) 
s, q 


est l'opérateur déplacement du noyau d'atome par rapport au nœud n 
du réseau. 

La diffusion cohérente des neutrons sur le cristal peut être soit 
élastique, soit inélastique. Désignons les états initial et final du 
neutron par les ondes planes 


Paltr)æe"e", q(r)=e"t, (15.3) 


normalisées pour un neutron dans l'unité de volume. Lorsque la dif- 
fusion est élastique, l'énergie du neutron ne change pas, c’est-à-dire 


h? 2) 
5 (KB — kè) = 0. (15.4) 


Lorsque la diffusion est inélastique, un ou plusieurs phonons appa- 
raissent ou disparaissent. C’est pourquoi l'énergie du neutron varie 
conformément à la loi de conservation de l'énergie. Par exemple, si 
le neutron absorbe un phonon, on doit avoir 


h3 a 
7 (B—ka)= A0, (q) ke ke+q, (15.5) 
et s'il y a émission d’un phonon 
2 
2 (ki k3) = A0, (q)s  Kymko— qe (15.58) 


Les états initial | a) et final | b } du système constitué en première 
approximation d'un neutron et du cristal peuvent être représentés 
par 


| a)= a (x) l [Va), 1b)=@(r) [ | Va (15.6) 
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où |v:4) est la fonction d'onde de l'état vibratoire contenant v4 
phonons de vecteur d’onde q sur la branche s. 

Dans l’approximation de Born, la probabilité de transition entre 
ces deux états, par unité de temps, est définie par l'opérateur de 
perturbation (loi d'or de Fermi) 


dWba _ 2 |ypIf ln 
m7 IV ]|a)f? dp, (45.7) 


où dp — É est la densité du nombre d'états finaux par unité 


d’angle solide de diffusion du neutron. Le trait au-dessus de l'élé- 
ment matriciel indique que l’on a pris la valeur moyenne sur tous 
les états initiaux possibles des vibrations de réseau. En divisant 
dwsa/dt par la densité de flux des. particules incidentes #k,/u, on 
obtient la section efficace différentielle de diffusion dans l'unité 
d'angle solide. 

Lorsque la diffusion est slastique. l'état vibratoire du réseau ne 
change pas, si bien que l'élément matriciel de (15.7) devient 


(b]Ÿ |a) = —< Y' eton (D, |e/%n|®,), (15.8) 


D, — il [v), Q=k—ky. (15.9) 
(3 . l'on utilise l'égalité (voir compléments mathématiques dans 
2]) 
+ 1 | 
pales) = exp | —af(L4+,)], 
résultant de l'identité opératorielle 
1 + 
exp {ab,+Bb:}=exp ( —-xB) exp (Bb:) exp (xb,), 


on peut, après substitution de (15.2) et (15.9), transformer l'élé- 
ment matriciel de (15.8): 


[(D [1e %En|D,)[2= exp (—2W), (45.10) 


és” (+ QUES 


_ (19.11) 
Viq = pu LT ai) ; 
Compte tenu de (15.10) nous obtenons 
b| Va) P=| en | e-2w | D eiQn |’ (15.12) 
n 
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Lorsque N >, on a ne 
[> eef- 2 
n 


où g est un vecteur du réseau réciproque défini par (3.1). 

Substituant (15.12) dans (15.7), compte tenu de (15.13), nous 
obtenons l'expression finale 

= | A [2 6-26 (le — ka + 8). (15.14) 

Le multiplicateur exp Lee est appelé facteur de Debye-Waller. 
Il dépend de la température et de la composition du cristal. Il est 
responsable de l’affaiblissement de la diffusion cohérente élastique 
pour tous les angles de diffusion 0 0. La grandeur W augmente 
lorsque l’angle de diffusion, l'énergie du neutron ou la température 
du cristal augmentent. Au voisinage de la température de Debye 
(voir $ 10), W — u/M, où M est la masse du noyau diffusant. Par 
conséquent, pour les atomes lourds, exp (—2W) — 1 et le déplace- 
ment du noyau hors de sa position d'équilibre n'’influence pratique- 
ment pas l'intensité de la diffusion cohérente. 

La fonction (15.14) a des maximums étroits pour des directions 
des vecteurs d’onde satisfaisant aux conditions de Bragg 


ko —ko=8 Ik1=]|Kk |. (15.15) 


Les conditions de Bragg sont toujours remplies pour une diffu- 
sion en avant (g = 0). Comme on entend par diffusion une déviation 
des neutrons par rapport à leur direction initiale on doit exclure le 
cas g = 0. Pour des cristaux de dimension finie, il convient de rem- 
placer dans (15.14) les fonctions delta par des fonctions dont la lar- 
geur au voisinage du maximum est finie. L'ordre de grandeur de 
cette largeur est donné par (4k.L)-*, où L est la dimension linéaire 
moyenne du cristal. 

On peut écrire aussi la condition de Bragg (15.15) sous la forme 


7 — (ke — ka +8), (15.13) 


. 8 -1 . 6 , 
sing =z|+ ou 2d sin 5 =, (19.16) 
où 6 est l’angle de diffusion, d = 2x/| g | est la distance entre plans 
de Bragg. Seules les valeurs de | g | vérifiant les inégalités 


IgI<21k] ou < 2d 


contribuent à la diffusion. Les neutrons dont la longueur d'onde 
dépasse le double de la distance interréticulaire traversent le cristal 
sans être diffusés. On utilise cette propriété pour confectionner des 
filtres éliminant dans le faisceau de neutrons le domaine spectral 
des faibles longueurs d'onde. On emploie pour cela des cristaux lamel- 
laires absorbant faiblement les neutrons et donnant lieu à une diffu- 
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sion cohérente: l'oxyde de béryllium (d = 4,4 A) et le graphite 
(d = 6,7 À). 

Lors de la diffusion inélastique d'un neutron avec absorption d'un 
phonon, en plus de la loi de conservation de l'énergie (15.5) on a la 
loi de conservation des impulsions 


k— ke = g + (15.17) 


Si, à partir d’une diffusion cohérente multiphononique, on arrive 
à sélectionner expérimentalement la diffusion sur un phonon, en 
mesurant l’énergie diffusée pour différents angles de diffusion, on 
peut définir la courbe de dispersion Q, (q) (à l’aide des relations 
(15.5) et (15.5a)). 

En utilisant (15.17), ainsi que la condition de périodicité des 
fréquences phononiques , (q) = 2, (4 + g), on peut transformer 
(15.5) de la manière suivante: 


(kè— k2) — #o, (k,—k). (15.18) 


Pour un vecteur initial donné : pour chaque branche vibratoire s, 
l'équation (15.18) définit dans l’espace k une surface S, appelée 
surface de diffusion [33]. Lors de la diffusion de neutrons avec émis- 
sion d’un phonon, l'équation (15.18) devient 


(kiki) =-# ©, (k—ks). (45.19) 


Cette équation n’a pas de solution si | k, | est inférieur à une valeur 
critique k,. D’après (15.17) k, doit vérifier l'inégalité 


[km i<r gl, 


où g, est le plus petit vecteur du réseau réciproque. La probabilité 
de diffusion d’un neutron avec émission ou absorption d’un phonon 
est proportionnelle à 


le — ke) ej(a) Fe 


La courbe de répartition des neutrons en fonction de l'énergie pré- 
sente, par diffusion cohérente inélastique dans une direction donnée, 
trois maximums correspondant à la fréquence des phonons des trois 
branches de vibration. 

Lorsque le réseau cristallin contient des noyaux isotopiques ou 
présentant un spin, ces noyaux étant disposés de manière désordonnée, 
la diffusion se produit en partie indépendamment sur chaque noyau 
(diffusion incohérente). Dans ce cas la loi de conservation des im- 
pulsions n'est pas vérifiée. L'énergie du neutron est indépendante 
de l'angle de diffusion. Parmi les éléments simples, le vanadium et 
l'hydrogène [34] présentent pratiquement une diffusion totalement 
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incohérente. Parmi les éléments métalliques, l'aluminium [35] 
donne une diffusion presque entièrement cohérente. 

Si le moment magnétique du nuage électronique de l’atome n'est 
pas nul, l'interaction entre le moment magnétique du neutron et 
le moment magnétique de l’atome donne naissance à une diffusion 
complémentaire, appelée diffusion magnétique. L'étude de la diffu- 
sion magnétique des neutrons donne de pertinentes informations sur 
la structure magnétique de la matière. 


CHAPITRE IV 


ONDES DE PLASMA ET ONDES DE SPIN 


$ 16. Ondes de plasma dans les solides 


Dans les chapitres précédents, nous avons étudié les excitations 
élémentaires des solides dues au mouvement collectif d’atomes neu- 
tres, de molécules ou d’ions lourds. Les « phonons » sont les quanta 
relatifs à ces excitations élémentaires. Considérons maintenant les 
excitations élémentaires apparaissant dans les solides par suite 
du mouvement collectif des électrons par rapport aux ions lourds. 
Ces excitations élémentaires sont causées par les interactions coulom- 
biennes entre les électrons et les ions positifs. Il leur correspond 
des ondes longitudinales appelées ondes de plasma. Les quanta des 
ondes de plasma sont appelés plasmons. 

Dans les solides dont les électrons sont faiblement liés aux ions 
(métaux et semi-conducteurs), les vibrations de plasma ne présen- 
tent pas une fréquence très grande. Dans l’état fondamental, les 
électrons compensent totalement la charge positive des ions, et la 
maille élémentaire du cristal est neutre. Soit v, le nombre moyen 
d'électrons dans cet état neutre, par unité de volume du cristal. 
Une variation du nombre v d'électrons par rapport à la valeur moyen- 
ne Vo détruit la neutralité et donne naissance à des forces électri- 
ques qui tendent à rétablir l'équilibre. La densité électronique pré- 
sente ainsi des oscillations par rapport à sa valeur moyenne v.. 

La théorie la plus simple des oscillations de plasma dans les soli- 
des est due à Bohm et Pines [36 à 38]. Dans ces travaux et dans toute 
une série de travaux postérieurs, les ions positifs du solide sont 
remplacés par une charge positive répartie de manière homogène. 
La densité de charge positive est égale à la densité de charge électro- 
nique. Ce modèle porte le nom de « gelée ». Les électrons de valence 
et les électrons de conduction constituent un gaz électronique. Les 
vibrations longitudinales résultent d’une succession de compressions 
et de détentes de ce gaz électronique (par rapport à sa densité moyen- 
ne). La densité d'électrons dans le solide est de l’ordre de 10% cm”, 
tandis que dans un plasma gazeux usuel elle est habituellement plus 
faible (10! cm). Pour une densité d'électrons importante, 
l'énergie cinétique des électrons correspondant au « mouvement de 
zéro » est sensiblement supérieure à l'énergie d’agitation thermique. 
Cette dernière sera donc négligée. 
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Considérons des oscillations de plasma de grande longueur d'onde 
dans un cristal isotrope. Pour des oscillations de grande longueur 
d'onde, les électrons peuvent être assimilés à un milieu continu. 
La variation de la densité d'électrons par rapport à la valeur moyenne 
Vo est 

v(r, {)— vo = vodiveR (r,t), (16.1) 


où R (r, t) est le vecteur de déplacement infiniment petit par rap- 
port à la position d'équilibre du gaz électronique. Si e est l’unité 
de charge positive, la variation de la densité de charge est 


ôp = pr, {) — po = —evo div R (r, f). (16.2) 


Cette variation de densité électronique détruit la neutralité électri- 
que. Le potentiel électrostatique œ , t) qu en résulte vérifie l’équa- 
tion de Poisson ; 


Vo (r, t) = —4Anôp = 4ärev, div R (r, t). (16.3) 
L' énergie potentielle liée au déplacement des électrons sera consti- 


tuée de deux termes: le premier correspond à l’énergie potentielle 
élastique, le deuxième à l'énergie etrosatious 


U=+ | [y (div R}2+ 6p] dr, (16.4) 


» est le module d'élasticité du gaz électronique lorsque l'on ne tient 
pas compte des charges. Etudions seulement les déplacements longi- 
tudinaux, c’est-à-dire posons rot R = 0. Si m est la masse de l’élec- 
tron, l'énergie cinétique du déplacement des électrons est 


K=e IL R2 (r, t)dr. (16.5) 


Supposons que le cristal ait la forme d’un cube d’arête L et de 
volume V — L®. Introduisons pour plus de commodité les conditions 
aux limites cycliques. Les fonctions d'onde 


bu (r) = 7 exp (kr), (46.6) 


où les composantes « x = 0, —+i,...) 


et constituent alors un système de fonctions orthonormées complet. 

Développons les déplacements R (r, ft) suivant ce système de fonc- 
tions *) 

R(r, i)=—— 7 2 A (t)e(k)exp (ikr). . (16.7) 

*) Pour décrire les mouvements collectifs de grande longueur d'onde, dans 

(16.7) et dans les sommes suivantes, il convient de ne conserver que les termes 


correspondant à une valeur de k inférieure à une valeur critique k, définie plus 
loin, 
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ici e (k) est le vecteur unitaire de polarisation longitudinale, qui 
vérifie les conditions 

e (k) = 1, elk)=e(—k), kle (k). 
Comme le déplacement est un vecteur réel on écrira: 


Az = A°x. 
De (16.7) il résulte 


divR— 22 > (ke (k)) Ax exp (ékr). (16.8) 


Développons le potentiel suivant le système de fonctions ortho- 
normé (16.6): 


q (r, = > œx (t) exp (ikr). (16.9) 
L'équation (16.3), compte tenu de (16.8), donne 
Po—0, qu=—"%% (ke(k)) 4x, k0. (16.10) 
Compte tenu de (16.7) à (16.10) l’énergie potentielle (16.4) devient 
U=+ D {k2y + Ane2vt} Ar Au. (16.11) 
k 


L'énergie cinétique (16.5), après substitution de (16.7), devient 


K=- N ArÂ_r. (16.12) 
kK 


(16.11) et (16.12) permettent de trouver l’équation 


mvoAx + lyk? + Aneïvi] Ar = 0. 


Posons A4 = —0° (k) Az. On obtient la loi de dispersion des oscil- 
lations de plasma dans le domaine des faibles vecteurs d’onde k: 
— Y 

©? (k) = ©5 + k2, (16.13) 


où w} = 4ne*v/m est le carré de la fréquence de plasma. 

Lorsque e —+ 0, les effets électrostatiques disparaissent et © (x) = 
& k V y/Mmvo = wae (k). La dépendance trouvée coïncide avec la 
loi de dispersion de la fréquence des ondes acoustiques se propageant 
dans un gaz à la vitesse V y/mvo. La valeur V y/mv, = 5105 cm/s, 
Kkmax Æ 108 cm1, donc on Æ 5 10 s-1. Pour évaluer l'ordre de 
grandeur de la fréquence de plasma, remarquons que v, Æ 10% cm”, 
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m = 910-?8 g, et e — 5-10-! unités CGS. On obtient alors 
vp=V x 2.101686 s1 ou fo, = 12 eV. 


Par conséquent w, © wac, et la dispersion des ondes de plasma est 
très faible. La variation relative de w (k) dans les limites de la pre- 
mière zone de Brillouin est inférieure à 10". 

Pour trouver l’impulsion généralisée conjuguée de la coordonnée 
généralisée Ax, on applique la loi générale 


P, me  K =) 
JA 


== MVoA-K . 
La fonction classique de Hamilton des oscillations de plasma s'ex- 
prime donc en fonction des coordonnées et des impulsions généralisées: 


E(P, A)=—— D PiP-x+mvo D OiArA_xe (16.14) 
K 


mVo 
kK 


Le passage à l’opérateur de Hamilton À dans la représentation du 
nombre de remplissage des plasmons correspond à la transformation 
des grandeurs de (16.14) par les opérateurs associés 


e ñ 
Ax — Age V us (ax + a? x), 
Pi Pr mi Vhoivem/2 (at—a_v), 


où af et ak sont les opérateurs de Bose de création et d’annihilation 
des plasmons de vecteur d'onde k. On obtient ainsi 


H == 2 hox (axax) + 1/2). (16.16) 


(16.15) 


Les états stationnaires du cristal sont représentés par des fonc- 
tions du nombre de remplissage des plasmons rx. L'état du vide est 
caractérisé par la fonction | 0). Dans cet état l'énergie de zéro des 


plasmons est (0 | Æ | 0) — D ho. Le carré de l’amplitude des 
k 
oscillations de zéro est donné par l'expression 


(0 And-x|0)= 5 = 7. (16.17) 


2MVoU y 
Par conséquent on peut écrire les opérateurs (16.15) sous la forme 
Ak = Zok (ax + a? x), Pr = — VON OKTOk (4x — a? x). 


Etudions les limites de validité de la description macroscopique 
donnée plus haut. On se propose de chercher à quelles conditions on 
peut assimiler les électrons du cristal à un milieu continu. Si l’on 
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suppose que l’électron est une particule ponctuelle, la densité d'’élec- 
trons et le vecteur densité de courant au point r sont 


p(r)= ZX 6(r—n), j(r)= 26 (r— nm), (16.18) 


où r;, v, Sont le rayon vecteur et la vitesse du l-ième électron; la 
sommation recouvre tous les électrons du cristal (son volume sera 
pris pour unité). 

Contentons-nous de calculer les interactions électrostatiques. 
L'énergie potentielle d'interaction du /-ième électron avec tous les 
autres électrons et l’ensemble des charges positives (réparties de 
manière homogène) est 


U(r= D (Se |), njinr), ik (16.19) 
J 


Ti] 1j 


Posons e2/ry= >cxexp(ikri;). Compte tenu de (16.6), sachant 
k 


que Ÿ —1 nous obtenons 


Cx = €2 | exp (EN) 7e ce pour kæ#0; 


r1J k2 
a. dt) 
ae [ 
(16.19) devient 
? Aneï : 
U (r)= > 5 exp (ik (ri —r;)]. (16.20) 


ñ, kK 


Le signe prime placé à côté de la somme indique que l’on a omis les 
termes j — L et k = (. 
L'énergie cinétique des électrons est 


= >, vi. (16.21) 
l 


Les expressions (16.20) et (16.21) permettent de trouver l’équa- 
tion du mouvement de chaque électron 


e ? 
mvi= —iânez SE exp (ikri,). (16.22) 
ji. k 
Pour obtenir l'équation déterminant la variation de la densité d'élec- 
trons, il convient d'introduire la transformation de Fourier pré- 
liminaire 


P(r=Zerexp(ikr), j(r)= 2 jxexp (ikr). 
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A partir de (16.6) et (16.18) on trouve alors 
pe= Zexp(—ikr), Po ver 


16.23 
k=2v exp (—ékri). é 


Appliquons à (16.23) l’équation de continuité o + div j = 0: 
Ok = — > l (kv:) exp (— ikri), 


Px = — 2 [kv)2 + à (kvi)] exp (— ikni). 


Remplaçons dans la dernière égalité v : par sa valeur (16.22). Compte 
tenu de (16.23) 
rés 4re S'" ka kq 2 : 
PL 5 2 on Palr-a— > (kvi)2exp(— ik). (16.24) 
q l 


Dans la première somme du second membre, séparons le terme corres- 
pondant à q = k. Le restant de la somme peut être négligé, car il 
contient un grand nombre de petits termes de signes variables. Ce 
faisant, on ne tient pas compte des liaisons possibles entre les varia- 
tions des composantes de Fourier de la densité correspondant à 
différentes longueurs d'onde (px et Px-). Cette approximation est 
appelée approximation des phases désordonnées. Dans cette approxi- 
mation l'équation (16.24) devient 


Pi + OEpx = — X (kv:)? exp (—ikr). (16.25) 


Le second membre de (16.25) dépend de la vitesse des électrons même 
au zéro absolu. Ces mouvements ont tendance à désorganiser les 
oscillations collectives de plasma. Plus k est petit, plus leur action 
est faible. Pour trouver les valeurs de k telles que l’on puisse négliger 
le second membre (dans (16.25)) il convient de remplacer v, par sa 


valeur maximale v, = _. (3n°v,)! 5, où v, est la densité d'électrons. 
On obtient alors 
pa (kv:)2 exp (— ikrr) << vEk2px. 


Par conséquent, Nu l'on a 
vi/3 


k2<k?= 


° cm, (16.26) 


re 


l'équation (16. . se à se des oscillations de plasma 
collectives Ou + @5px = 0. 
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Lorsque l'inégalité (16.26) est remplie, la vitesse de phase des 
plasmons w,/k est supérieure à la vitesse maximale des électrons. 
C'est pourquoi l’énergie des plasmons ne peut être transférée au 
mouvement des électrons pris séparément. La relaxation des plasmons 
dans les solides est due aux interactions avec les vibrations de ré- 
seau, avec les impuretés et les autres hétérogénéités du réseau. 

La valeur k. définie par (16.26) correspond à la limite supérieure 
des vecteurs d'onde des plasmons *). Les vecteurs d'onde des plas- 
mons occupent donc un volume égal à 4xk5/3 situé à la partie centrale 
de la première zone de Brillouin. Comme à chaque vecteur d'onde 
il correspond un volume égal à (2x)°/V, il y a 4V/671° plasmons dans 
le cristal. 

Les excitations élémentaires de vecteur d'onde k? >> k£ ne pré- 
sentent pas de caractère collectif. Pour de telles excitations, le gaz 
électronique doit être considéré comme un système constitué de 
quasi-particules séparées, dont le potentiel d'interaction est 


4se: : 
Dés (nr) = > > TK exp (kr). 
XD k>ke 


L’interaction entre les électrons distants de r dont on n’a pas tenu 
compte dans le calcul des oscillations de plasma est donc 


Uécran (r)= D} exp (kr). (46.27) 


kK>kc 


En passant dans (16.27) de la sommation sur k à l'intégration dans 
l’espace k, on obtient 


Uécran (r) = =. | xp CR dk = 
k>ke 
= = { sie un dk = = exp (—ker). (16.27a) 


ke 
L'interaction entre les électrons est surtout notable aux faibles dis- 
tances r << k:!. L'expression _ exp (—kcr) est lappelée potentiel de 
Coulomb masqué de la charge e. La valeur 


TX — Er 


k =; ©? 2xe2v, 


*) Dans la monographie de Bontch-Brouévitch et Tiablikov [39] on trou- 
vera une discussion plus détaillée de cette question (valeur limite supérieure 
des vecteurs d'onde pour’laquelle on peut encore observer des ondes de plasma). 
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1 : , , 
où EF — -— mvi est l'énergie de Fermi, correspond au carré du 


rayon d'écran 
ÀTrF — E kR/21e"*,. 


Pour calculer Arr, nous avons supposé que la densité d'électrons 
v, dans le métal était grande et que les électrons remplissaient tous 
les états d'énergie E << Er (dégénérescence). La grandeur Arr est 
appelée rayon d'écran de Thomas-Fermi. 

Dans les semi-conducteurs, v, est faible et il n'y a pas de dégéné- 
rescence. La distribution des électrons suivant les états énergétiques 
est conforme à la loi de Boltzmann. Dans ce cas aussi les interactions 
entre les électrons sont masquées par l'effet d'écran. De ce fait les 
interactions coulombiennes e*/eçr dans le semi-conducteur (de per- 
mittivité &,s) seront remplacées par le potentiel masqué 


U(r)= << exp (—7), 


où À est le rayon d'écran de Debye. Pour le déterminer, calculons 
le potentiel créé par une petite charge d'essai ôp dans le semi-conduc- 
teur. 

La charge ôp provoque un déplacement des électrons de leurs 
positions d'équilibre, ce qui à son tour fait apparaître une charge 
induite complémentaire p. La charge totale p + ôp crée le potentiel 
p (r) satisfaisant à l’équation de Poisson 


V2 (r)= — € (p+ 6p). 


La densité de charge induite p est déterminée en retour par le poten- 
tiel o (r). À l’état d'équilibre thermodynamique (à la température 
T) la charge induite est donnée par l’expression 


pe (exp(—-) 1] SE, ep ça. 
Par conséquent NES de Poisson devient 


(V2—Ab) pr) = 6p, 


À = eXT/4nv,e 


est le carré du rayon d'écran de Debye. La solution de cette équation 
est 


| , 
exp ————— | Ô(r) 
(Éd UPS 


p(r) = 


Dans un semi-conducteur à la température 7, les interactions 
coulombiennes doivent donc être remplacées par les interactions mas- 
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quées 
Uécran (r)= exp (—-). (16.27b) 


€o Àp 
Le carré du rayon d'écran de Debye À, est proportionnel à l’énergie 
d’agitation thermique moyenne des ions. Il est inversement propor- 
tionnel à la densité v, des porteurs de charge, qui est une fonction 
croissante de la température. 


16.1. Excitation des ondes de plasma. Comme l’énergie des plas- 
mons est élevée, ces particules ne peuvent être excitées thermique- 
ment. Pour exciter des plasmons, on utilise des électrons rapides 
(quelques kilovolts) traversant de minces lames (100 A). Lorsque 
ces électrons rapides traversent des lames minces de béryllium, ma- 
gnésium, aluminium, ils perdent des énergies égales à kw), 2ñw», . .. 
correspondant au nombre de plasmons excités. La fréquence de 
plasma observée correspond bien à la fréquence calculée en tenant 
compte seulement des électrons de valence (deux dans Be et Mg, 
trois dans Al). Dans quelques métaux et non-métaux (C, Si, Ge, . ..) 
les électrons n’excitent qu’un seul plasmon à la fois. Dans le car- 
bone, le silicium et le germanium, la fréquence de plasma est dé- 
terminée aussi par les électrons de valence (au nombre de quatre par 
atome). Mais dans des métaux comme Cu, Ag, Au et d'autres mé- 
taux de transition les électrons de valence ne sont pas seuls à assurer 
l'oscillation de plasma. Dans le Tableau 8 figure la valeur des 
énergies de quelques plasmons. 


Tableau 8 
Energies des plasmons 


Elément Be Si Ge Al Mg | Cu Ag | ZnS | MgO 


R@p, eV 19 | 19 | 22 | 17 | 16 | 15 | 10 | 20 | 23 | 17 | 25 


Des oscillations de plasma apparaissent aussi lors de l'interaction 
d'une onde électromagnétique avec un solide. On sait que cette 
interaction est caractérisée par la permittivité. Calculons de manière 
élémentaire cette permittivité pour l'onde électromagnétique trans- 
versale 


E, = E exp li (kz — wt)], 


tombant perpendiculairement à la lame métallique plane. Si l'épais- 
seur de la lame est faible par rapport à la longueur d’onde, à l’in- 
térieur de la lame exp (ikz) Æ 1. Les forces électrostatiques ne par- 
ticipent pas aux oscillations transversales des électrons, c'est pour- 
quoi, si l’on ne tient pas compte des forces élastiques faibles dans 
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le gaz électronique, on peut poser que les électrons sont presque libres. 
Dans cette approximation les oscillations forcées sont déterminées 
par l'équation 


mz = —eE.. (16.28) 


sa solution est x = eE,/mw*. Par conséquent, dans un cristal soumis 
à l’action d’un champ électromagnétique on voit apparaître une 
polarisation électrique spécifique 
liée au déplacement des électrons et 
proportionnelle au champ 


VoËx 
PF — EVoz = TE. (16.29) 
Par ailleurs, 
8, (0)—1 
Pe= 7 — E,. (16.30) 


Comparant (16.29) et (16.30) nous 
obtenons 


E, (@)—=1— 5/2. (16.31) 


Le graphe de cette fonction est re- pig. 20. Permittivité des ondes 
présenté sur Ja figure 20. La relation  électromagnétiques transversales 
(16.30) montre que la fréquence de due aux électrons de conduction, 
plasma est un zéro de la permitti- en fonction de la fréquence. 
vité pour une onde électromagnéti- 

que transversale. Si l'on tient compte des relations existant entre 
Ja permittivité, l'indice de réfraction n et le coefficient d’absorp- 
tion x 


es (©) = [n (w) + ix (w)F, 
nous obtenons 
n (wo) = 0, x = O pour © << &;,,; 
n(o)#%0, %x(w) = 0 pour w > w,. 
Comme le coefficient de réflexion de l'onde électromagnétique sur 


la lame est donné par l'expression R = , pour © < &» 


on doit observer une réflexion totale. Ceci explique le haut pouvoir 
réflecteur de la plupart des métaux dans les régions spectrales visible 
et proche infrarouge. Si l’on augmente la fréquence, lorsque «w 
passe par w,, une augmentation brutale de la transparence de la 
lame fait suite à la réflexion totale. On utilise parfois cette augmen- 
tation brutale de la transparence pour déterminer la fréquence de 
plasma. Comme la valeur de w, est grande, ces FechOpeRe” CRtIAUES 
doivent être menées dans l’ultraviolet lointain. /+- : 
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La durée du libre parcours des électrons est limitée par les inte- 
ractions avec les phonons, les défauts du réseau et les impuretés. Soit 
+ l'intervalle de temps moyen séparant deux chocs successifs. Dans 
ce cas il convient de modifier l'équation (16.28) de sorte que 


m (+43). 
Lorsque w,t > 1, l'expression (16.31) devient 


&p 
E (ot ro: (16.32) 
Dans les métaux purs à basse température la valeur de + est environ 
10-? s. La condition w,t > 1 exprimant la faiblesse de la diffusion 
est pleinement réalisée. 

Les oscillations de plasma sont aussi possibles dans les semi- 
conducteurs. Le carré de la fréquence de plasma pour des semi- 
conducteurs possédant une bande de conduction isotrope est donné 
par l'expression 


où m* est la masse effective des porteurs de charge ; nr, leur densité. 
Comme nr, est petit, l'énergie des oscillations de plasma est relative- 
ment faible (de l’ordre de 0,01 eV). Pour étudier ces oscillations on 
utilise la diffusion inélastique d’un rayonnement laser infrarouge. 
Pour des fréquences « telles que w©, << & << E,/h, les semi-conduc- 
teurs sont relativement transparents. Les quanta de ce rayonnement 
traversant le cristal et excitant des plasmons perdent une énergie 
égale à À (© — w”’) = kw). En mesurant la fréquence w’ on peut dé- 
terminer wp. 

En introduisant dans le semi-conducteur des impuretés (dopage) 
on peut augmenter sensiblement la densité des porteurs de charge n.. 
Cependant l'introduction des impuretés, si elle permet d'augmenter 
la valeur w,, diminue le temps + jusqu’à 10-!1-10-1° s. C'est pour- 
quoi la condition wot > À exprimant le faible amortissement des 
oscillations est satisfaite seulement pour des semi-conducteurs dont 
la masse effective électronique est très faible. Par exemple, dans 
ImSb la masse effective électronique est m* = 0,01 m. 

En plus des modes oscillatoires de basse fréquence du plasma, 
correspondant aux électrons de conduction, on peut avoir dans les 
semi-conducteurs des modes de plasma de haute fréquence, auxquels 
participent tous les électrons de valence des atomes. 

Pour calculer la permittivité d’une onde longitudinale, prenons 
une feuille mince du composé solide, plaçons-la entre les armatures 
d'un condensateur plan soumis à une tension alternative. Le champ 
E, est E, = ET" exp (—iwt). Le champ interne dans le solide sera 
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Ejint = E, — 4nP,, où P, est le moment dipolaire spécifique dû 
au déplacement des électrons. Le mouvement des électrons soumis 
à ce champ est déterminé par l'équation 


z 
par conséquent, 
€ 2 
2= mo Ent, 
et 
&pE, 


 4n(o3—0?) | 
Par ailleurs, P, — + Es E,. La permittivité scalaire longitudinale 
TT 


est donc donnée par l'expression 24, 


AT (ow) — { + = (16.33) 


&? w? : 
sa variation est représentée sur la 
figure 21. Ce schéma représente la ’ 
réponse linéaire du système à un 
champ électrique extérieur alternatif 
longitudinal. De (16.33) il découle 2 
que la fréquence de plasma est un 
pôle de la permittivité scalaire lon- 
gitudinale. 

Conformément à la théorie géné- 
rale [5, 40], tout milieu dispersif 
est absorbant. L’absorption d'éner- 
gie est définie par la partie ima- Fig. 21. Permittivité des ondes 
ginaire de la permittivité. La formu- FOR AEues longitudinales 
le (16.33) définit la permittivité notion de le fréquence 
seulement au voisinage de w,. Pour | 
ces fréquences ey (w) est réelle. Pour déterminer la partie imaginaire 
de la permittivité, utilisons les relations de Kramers-Kronig 


Re e (w)— 12 | 27 47 +1 (16.34) 


où la lettre S signifie que l’on calcule l'intégrale en prenant sa partie 
principale. (16.33) devient facilement 


@20 (2—@p) 


dz+1. (16.35) 


23 oi 


Reen(w)= 9 | 
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Comparant (16.34) et (16.35), on trouve la partie imaginaire de la 
permittivité scalaire longitudinale 


wo Im e}, (©) = _. F0 (© — ©). (16.36) 


Ceci montre que le champ électrique alternatif longitudinal est for- 
tement absorbé par le solide lorsque sa fréquence coïncide avec la 
fréquence de plasma. En intégrant les deux membres de (16.36) par 
rapport à la fréquence nous obtenons la règle de sommes importante 


| o Im ey (wo) do = O5. (16.37) 
0 

La mesure des pertes énergétiques d'électrons rapides (quelques 
keV) transmis ou réfléchis constitue une preuve remarquable de 
l'existence possible de plasmons dans les solides. Un champ électro- 
nique longitudinal (coulombien) est un bon moyen pour exciter des 
plasmons. On a montré que les électrons rapides transmettent leur 
énergie essentiellement aux plasmons, lorsque l'impulsion transmise 
est inférieure à Ak.. La théorie des pertes énergétiques d'électrons 
dans les solides est développée dans [41]. 


$ 17. Ondes de spin dans les ferromagnétiques. Magnons 


Certains atomes, ions ou molécules (0,, NO) possèdent à l’état 
fondamental un moment magnétique différent de zéro. Dans un cris- 
tal placé dans des conditions déterminées (basses températures), 
ces moments magnétiques s'ordonnent pour constituer un système 
très sensible à l’action d'un champ magnétique extérieur. En géné- 
ral, on divise ces composés en quatre catégories. 


A. Les ferromagnétiques. Ce sont des solides dont les moments 
magnétiques des ions sont parallèles entre eux à des températures 
inférieures à la température de Curie. Dans de tels cristaux apparais- 
sent donc des régions (domaines) présentant une aimantation sponta- 
née importante. Le fer, le cobalt, le nickel, le dysprosium, dont les 
atomes possèdent quatre, trois ou deux états électroniques vides 
dans leur sous-couche interne 3d, sont des corps ferromagnétiques. 
Pour des températures supérieures à la température de Curie, un 
ferromagnétique se comporte comme un paramagnétique. Les tem: 
pératures de Curie du fer, cobalt, nickel sont respectivement égales 
à 1043. 1393 et 631 K. Le passage à l'état paramagnétique est une 
transformation de phase de second ordre. 


B. Les antiferromagnétiques. Les oxydes et les sels des métaux 
de transition : FeO, CoO, CoF,, NiSO;, RbMnF,, etc., sont antiferro- 
magnétiques. On peut considérer cette structure comme un ensemble 


6 17] ONDES DE SPIN DANS LES FERROMAGNETIQUES 103 


de deux ou plusieurs sous-réseaux ferromagnétiques, imbriqués de 
telle sorte que leur moment magnétique résultant soit nul pour des 
températures inférieures à la température de Néel. Le Tableau 9 
indique les températures de Néel de quelques antiferromagnétiques. 


Tableau 9 
Température de Néel pour quelques antiferromagnétiques 


Cristal CoSOs NISOs RbMnF3 FeO CoO 


FRRALURS de 
Néel, K 


82,5 | 4188 | 290 | :520 


En l'absence de champ magnétique extérieur, la somme des 
moments magnétiques des sous-réseaux ferromagnétiques est nulle. 
Cependant, dès qu'un champ magnétique extérieur atteint une 
valeur critique, une aimantation résultante apparaît. Cette aiman- 
tation croit linéairement avec le champ jusqu’à une nouvelle valeur 
critique, au-delà de laquelle on observe une saturation. Au-dessus de 
la température de Néel, le composé antiferromagnétique se comporte 
comme un paramagnétique. 


C. Les ferrimagnétiques (ferrites). Les sels complexes de métaux 
de transition (MnO-Fe,O,; FeO-Fe.0,; CoO-Fe,O;, etc.) consti- 
tuent des ferrimagnétiques. Pour des températures inférieures à 
la température de Curie qui, pour les composés cités, est respective- 
ment égale à 593, 863 et 793 K, les ferrites sont constitués de plu- 
sieurs sous-réseaux magnétiques dont les moments ne se compensent 
pas complètement. Sous l’action d'un champ magnétique extérieur, 
au-dessus d’une certaine valeur critique, une aimantation résultante 
apparaît. Cette aimantation croit linéairement avec le champ jus- 
qu’à une seconde valeur critique au-delà de laquelle la saturation 
apparaît. 


D. Cristaux magnétiques ordonnés en spirale (hélimagnétiques). 
Toute une série de cristaux (terres rares, MnO., MnAu,, etc.) pré- 
sentent une distribution hélicoïdale des spins. En raison de la grande 
diversité de répartition des spins, il est difficile d'en donner une 
description générale. 

Les moments magnétiques des atomes sont essentiellement liés 
à leurs spins. L'ordre magnétique des ferro, antiferro et ferrimagné- 
tiques à basse température résulte de la corrélation entre les posi- 
tions et les directions des moments magnétiques. Celle-ci est défi- 
aie par ce que l’on appelle les interactions d'échange. L'’interaction 
d'échange représente la variation de l'énergie d’un système en fonction 
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de la symétrie spatiale de sa fonction d'onde. Elle dépend aussi, 
par conséquent, de la valeur du spin total. Pour illustrer cette dé- 
pendance du spin total, on peut utiliser le modèle simple d'interac- 
tion entre deux atomes d'hydrogène : si leurs spins sont parallèles, 
ils se repoussent, s’ils sont opposés, ils s’attirent. 

L'ordre de grandeur de l'énergie d'échange est donné par e*/a, 
où e est la charge de l’électron et a la constante du réseau. Si a — 
= 51078 cm, e*/a = 10-!* erg. Dans les ferromagnétiques, la dis- 
position ordonnée des spins est détruite à la température de Curie. 
L'énergie d'échange est donc du même ordre de grandeur que l’éner- 
gie d'’agitation thermique de l'atome à la température de Curie 
(à 1000 K, cette énergie est égale à 1,4 10-73 erg). 

L'interaction directe des moments magnétiques (interaction 
dipolaire magnétique) dépend aussi de l'orientation des spins des 
atomes. L’interaction des spins électroniques est appelée interaction 
dipolaire spin-spin, et l'interaction du moment magnétique de spin 
de l’atome avec le moment magnétique orbital est appelée interaction 
dipolaire spin-orbite. Ces deux types d'interaction sont proportionnels 
au produit des moments magnétiques et inversement proportionnels 
au cube de leur distance. Dans un cristal, cette interaction est de 
l’ordre de 10-16 à 10-!7 erg pour des atomes voisins. Les interactions 
spin-spin et spin-orbite sont donc sensiblement plus faibles que les 
interactions d'échange. 

L’interaction d'échange joue le rôle fondamental dans l’orienta- 
tion relative des spins, mais ne définit absolument pas la direction 
du spin total par rapport aux axes cristallographiques du cristal. 
Cette dégénérescence en fonction des directions est partiellement 
levée par les interactions spin-orbite intraatomiques. Le mouvement 
orbital des électrons, lié aux directions cristallographiques, donne 
naissance à un champ magnétique effectif — le champ d'anisotropie 
(10% à 104 Oe). C’est pourquoi des directions d'aimantation facile 
apparaissent dans le cristal: ces directions correspondent à une 
orientation préférentielle de la résultante des spins électroniques. 
L'énergie d'interaction du moment magnétique de spin avec le 
champ d’anisotropie est du même ordre de grandeur que l'énergie 
d'interaction dipolaire spin-spin, soit 40-19 à 10-17 erg. 

Dans l’état fondamental, le cristal présente une répartition or- 
donnée des spins. Une faible perturbation de cette répartition se 
propage dans le cristal sous la forme d’une onde de spin. Dans ce 
qui suit, nous ne considérerons que les bases de la théorie des ondes 
de spin. Un exposé plus détaillé peut être trouvé dans les monogra- 

hies ÿ Akhiezer, Bariakhtar et Péletminski [42] et dans les articles 
43, 44]. 

Pour décrire les excitations de faible énergie dans les cristaux 
magnétiques ordonnés, il convient d'utiliser non pas l’hamiltonien 
total comprenant comme énergie potentielle seulement l'énergie 
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d'interaction coulombienne des électrons et des noyaux, mais un 
hamiltonien phénoménologique — l’hamiltonien d'Heisenberg, dans 
lequel ne figurent explicitement que les interactions résponsables de 
l'orientation des spins. 

Si l’on néglige les interactions spin-spin par rapport à l'interac- 
tion d'échange, on peut écrire l’hamiltonien d’Heisenberg (du spin) 
du cristal, soumis à un faible champ magnétique extérieur homogène 
B = {0, 0, B}, sous la forme 


H=—uo D Bi 3) I (n—m) S15m, (47.1) 
n n, m' 


où po — eñ/(2 mc) est le magnéton de Bohr; 7 (n) = 7 (—n); Sn eSt 
l'opérateur vectoriel du spin (en unités À — 1) vérifiant les relations 
de commutation 


[Sn Si] = iôn, mSns - - : (17.2) 


I (n — m) sont les intégrales d'échange des atomes n et m, homogè- 
nes à une énergie. Dans (17.1) nous avons gardé le faible champ magné- 
tique B, de manière à faire apparaître l'axe d'’aimantation z du 
cristal. Ceci afin de ne pas alourdir l'opérateur (17.1) par l’intro- 
duction du terme d'interaction des spins avec le champ d’anisotropie 
(d'origine électrostatique) du cristal. Cette interaction, faible par 
rapport à l'interaction d'échange, définit néanmoins la direction 
d'aimantation du cristal. 

Les intégrales d’échange 7 (n — m) sont proportionnelles à 
VS , où y représente les intégrales de recouvrement des fonc- 
tions d’onde des atomes n et m. Ces intégrales décroissent exponen- 
tiellement avec la distance interatomique, c'est pourquoi dans 
(47.1) on peut se limiter aux interactions entre plus proches voisins. 

L'hamiltonien (17.1) commute avec les opérateurs du carré du 
moment de spin et de sa projection sur le champ magnétique (direc- 
tion de (2) 


S2— (sal, S,=Ÿ Sn. (17.3) 


Le carré de l’opérateur de spin s? de chaque atome a une seule 
valeur propre s (s + 1), où s prend les valeurs demi-entières [6] 
1/2, 1, 3/2, ... Les opérateurs de spin agissent dans l’espace des 
fonctions de spin |s, Sz}s où 5, prend 2s + 1 valeurs +s, + (s — 1), … 
Aux opérateurs S., s., S,, substituons les nouveaux opérateurs *) 


—S,—i$,, (17.4) 


*) Ne pas confondre l'opérateur vectoriel de spin s figurant dans (17.1} 
avec l'opérateur s défini par (17.4). 


La) 


SF, S'—=Sr+isy 
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vérifiant les relations de commutation 
[*, s]—25, [$, s']—st, [s#, s]=s. (47.5) 
Les opérateurs s+ et s ont pour éléments matriciels non nuls 
{s, s,+11Ss, s)=4(s, s[S1s, s+1)= 
=V(s—s,)(s+s+10. (17.6) 


L'opérateur st augmente la valeur de la projection du spin sur l’axe 


z d’une unité, et inversement pour l'opérateur s. Les opérateurs de 
spin relatifs à deux atomes différents commutent entre eux. 
Utilisant l'identité 


Sn $m = 54 85, + (54$m + Sa Sn), (17.7) 
on peut transformer l'opérateur (17.1) en 
H=E, +Hi+H,, (17.8) 
où 
Ey= —uoBNs—+ NsL (0), (17.9) 


=UB+L(0) Z (s—5)—+ 2 Ft Sas (17.10) 
H, = T2 I (n—m) ei (s—s: ), (17.11) 


L(0)=s À 1 (n). (17.12) 


Pour des ferromagnétiques, tous I (n) sont positifs. Le mini- 
mum de l'énergie (Ein — Æo) correspond à un état où tous les 
spins sont parallèles au champ. Les états excités correspondent à un 
retournement d’un ou de plusieurs spins dans la direction opposée. 


17.1. Représentation des opérateurs de spin par des opérateurs 
d’excitation spinorielle. Le carré de l’opérateur de spin de chaque 
atome possède une seule valeur propre s (s + 1). Les trois opérateurs 
$, st,s sont donc liés par la relation 


S2= F24 TR (SSHSS#)—s(s+1), (17.13) 


et il convient de les remplacer par deux nouveaux opérateurs indé- 
pendants. Il est commode de prendre les opérateurs de création 
us et d’annihilation u, d'excitation du spin de l’atome n du cristal. 
Par excitation spinorielle d'un atome, nous entendrons la diminution 
d'une unité de la projection du spin sur la direction du champ (l'axe 2). 
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Si le spin des atomes est 1/2, le passage aux opérateurs + et u, 
compte tenu de (17.13), est réalisé par les égalités 


n=S#, Hi = Sn; SE = + — pin. (17.14) 


Les opérateurs un, ua vérifient les relations de commutation des 
opérateurs de Fermi 


Malin + Unln = 1, un= (un)? =0 (17.15) 


s’ils concernent le même atome, et les relations de commutation des 
opérateurs de Bose 


(Un, Uni = [Un Uml =0, n<m, (17.16) 
s'ils concernent deux atomes différents. Ils agissent sur des fonctions 
| Va) caractérisées par les nombres entiers V,. Pour chaque atome, 
ces nombres ne prennent que deux valeurs 0 ou 1. L'action des opé- 
rateurs Un, ua Sur la fonction | V,) est définie par les égalités 


Un | Nan) = Val — Na), pi Na) = — Na) | Na + 1). 
(17.17) 


Des opérateurs vérifiant à la fois les relations de commutation 
(17.15) et (17.16) sont appelés opérateurs de Pauli. Leur utilisation 
est malaisée dans les calculs pratiques. Quand on calcule les pre- 
miers états excités du cristal, c’est-à-dire lorsque le nombre de spins 
renversés est faible, de sorte que (uñ Un) € 1, les relations de 
commutation (17.15) peuvent être remplacées par les relations ap- 
prochées 


Unbtn — Hinn = 1 —2poun & 1, (ln, Um] = 0; (17.18) 


on peut donc considérer que les opérateurs u, vérifient les relations 
de commutation de Bose, à condition que la valeur propre des opé- 
rateurs an Soit O ou 1. 

Il est très facile de passer des opérateurs de spin aux opérateurs 
d’annihilation et de création d’excitations spinorielles: la trans- 
formation utilisée est appelée transformation de Holstein-Primakov. 
Pour un atome de spin s: 


Sn = À V 25—uiu = V 25— Lip Un, SR —=S— Lun. (17.19) 


Si les opérateurs u, vérifient les relations de commutation de 
Bose (17.18), les opérateurs de spin vérifient les relations de commu- 
tation (17.5) 

Pour un spin atomique fixé, les nouveaux opérateurs un. ua 
agissent dans l’espace des fonctions de nombres entiers V, parcourant 
2s + 14 valeurs seulement : 0, 1, 2, ..., 2s. Contrairement aux opé- 
rateurs de Bose, qui agissent dans l’espace des fonctions de nombres 
d'occupation quelconques, ces nouveaux opérateurs correspondent à 
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un nombre d'occupation limité. La présence de la condition W, << 2s 
crée toute une série de complications. Cependant, à basse tempéra- 
ture, lorsque les états excités sont proches de l’état fondamental, il 
y a peu de spins renversés :k 


Î (UAUn).<S (17.20) 


et les difficultés résultant de la condition W, << 2s peuvent être 
négligées. 
Dans les expressions (17.19), les radicaux peuvent être développés 


+ 
en série infinie de raison se : 


8 = V 25 (ui — pausus+ .….). (17.21) 


Si l'inégalité (17.20) est vérifiée, il convient de ne garder de (17.21) 
que le premier terme. Les égalités (17.19) deviennent alors 


Sn =pà V 2s, sk = un V 25, SE = (S— Lun). (17.22) 


Si nous utilisons ces expressions approchées, l'opérateur d'Heisen- 
berg (17.8) se simplifie: 


H = H5 + Hint, 
avec 


H5=Ey+luB+L (0)] > À Hiln— S 2, ‘T(n—m) Ham, (17.23) 


Hot — + D T(n—m) pépnltlime (17.24) 


17.2. Spectre énergétique d’un ferromagnétique isotrope pour 
de faibles excitations. Lorsque le nombre d’excitations élémentaires 
est faible ({uäun) € 1), on peut considérer l’opérateur H,,. comme 
une perturbation. A l'approximation d'ordre zéro, le spectre éner- 
gétique des excitations élémentaires spinorielles est déterminé par 
l'opérateur 


AH=H—£,={uB + L(0)] 2 Bin —s D T(n—m)pium. (17.25) 


Pour diagonaliser l'opérateur (17. 29), on doit effectuer une trans- 
formation canonique exprimant à partir des opérateurs Un et Un 
les opérateurs £ de création et ux d'annihilation d'une excitation 
élémentaire spinorielle, ou magnon, de quasi-impulsion *k. Pour 
un cristal comprenant V mailles élémentaires, cette transformation 
s'écrit 


Un = . > Ux exp (ikn). (17.26) 


k 
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Substituant (17.26) dans (17.25), nous obtenons 
AH= JS E(k)lipx; (47.27) 


k 


E (k)=uB+c(k), (17.28) 
e(k}=ZL(0)—L(k), L(k)=s 2, 7 (n) exp (ikn). (17.29) 


Les intégrales 7 (n) décroissent exponentiellement (7 (n) — 
2 2 

 €EXpP (— “1 D , AB = ne 5-10-° cm) lorsque la distance |n | 
augmente. Dans la somme (17.29) on peut donc se limiter aux atomes 
les plus proches. Si v est le nombre de plus proches voisins (6 pour le 
réseau cubique simple, 8 pour le réseau cubique centré et 12 pour le 
réseau cubique à faces centrées) pour un cristal cubique de constante 
a, on a 


L (k) = sIv cos ka. (17.30) 


Par conséquent, dans le domaine où ka € 1, la loi de dispersion 
de l'énergie des magnons est 

h242 
e(H)=L(0)—L(H=ÈÉÉ, 


(17.31) 


où m* — h°?/(vsla?) est la masse effective du magnon. Pour évaluer 
cette grandeur, on peut poser v = 6, s = 1/2, a = 10% cm, 17 — 
— XxT,, x est la constante de Boltzmann et T,. la température de 
Curie : 


m* = 10m IT, 


où m. est la masse de l’électron. 

Il y a une certaine analogie entre les ondes de spin et les vibra- 
tions des atomes dans les solides. Les magnons, comme les phonons, 
contribuent à la chaleur spécifique du solide. Dans les cristaux de 
métaux ferromagnétiques purs, il y a un ion dans chaque maille 
élémentaire. C'est pourquoi dans ces cristaux il n’y a qu’une seule 
branche d'ondes de spin. L'énergie des magnons tend vers zéro lors- 
que les vecteurs d'onde se rapprochent du centre de la zone de Bril- 
louin. Cette branche s'appelle branche acoustique de magnons. 

Dans les alliages ferromagnétiques (Fe — Cr, Fe — Ni, Fe — 
Ni — Al, etc.) la maille élémentaire contient plusieurs ions magné- 
tiques. Il leur correspond un nombre égal de branches d'ondes de 
spin. L'une d'entre elles est acoustique. La fréquence des autres 
tend vers une valeur finie lorsque la longueur d'onde augmente. Ces 
branches sont appelées branches optiques de magnons. 


17.3. Interaction des magnons avec les vibrations du réseau. 
En réalité, l'opérateur (17.25) définit le spectre énergétique des 
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excitations spinorielles à l’approximation zéro tant que les ions 
ferromagnétiques sont supposés rigidement fixés aux nœuds du 
réseau. Lorsque ces ions s’écartent de leur position d'équilibre, il 
faut tenir compte de la variation des intégrales d'échange 7 (n — m) 
en fonction de leurs déplacements Eh et En. 

Pour de faibles déplacements, il convient de remplacer dans 
l'expression (17.25) 7 (n — m) par le développement 


I (n— m) + (Ën — Em)Dam + 23 


Dan = (En) Je 


Passant aux opérateurs de déplacement En et En, on obtient l'opé- 
rateur d'interaction des excitations spinorielles et des vibrations de 
réseau 
H vb. sp. —= —S$ » ( En — Ëm) Domlnlm-. 
a, m 

Passant dans cette expression aux opérateurs de création et d’an- 
nihilation des magnons et des phonons à l’aide des transformations 
(17.26) et de l'expression 


= mens © (k) (Ou btx) exp (ikn), 
K 


nous obtenons l’opérateur d'interaction dans lequel prennent part 
deux magnons et un phonon: 


H vip. Sp. — = L > [D (k—q)— D (k)] (0a + bla) UkUx=q+8 
DH=sS ne (Dame (k)) exp [ik (m— n)]. 


Cet opérateur décrit les processus d'émission et d’absorption d'un 
phonon par un magnon. On peut considérer le processus d'émission 
d’un phonon comme le rayonnement Cerenkov d’une onde acoustique 
par un magnon. Les conditions nécessaires à l'émission d’un tel 
rayonnement sont réalisées lorsque la vitesse du magnon est supé- 
rieure à la vitesse du son c,.. Si le magnon est assimilé à une quasi- 
particule de masse effective donnée par (17.31), l'émission d’un pho- 
non sera possible lorsque #4 >> m"°cac. 


17.4. Interaction entre magnons. Les magnons correspondent 
aux valeurs propres de l’hamiltonien (17.23). Celui-ci a été obtenu 
a partir de l’hamiltonien (17.1) au prix de deux approximations: 
a) dans le développement en série infini (17.21), on ne tient compte 
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que du premier terme; b) on néglige l'opérateur (17.24). Si l'on 
renonce à ces approximations, les magnons cessent d’être indépen- 
dants. Ils entrent en interaction. Il convient de séparer cette inte- 
raction en deux termes: a) l'interaction dynamique représentée par 
l'opérateur (17.24); b) l'interaction cinématique conditionnée par 
les termes suivants du développement (17.21). 

Considérons tout d’abord l'opérateur d'interaction dynamique. 
Effectuant dans (17.24) la transformation canonique (17.26) nous 
trouvons 


1 ’ + + 
Hint= 5x; > L(k°—Kk)héhr- Haba’, (17.32) 


où L(k) est défini par l'expression (17.29); la sommation dans 
(17.32) s'étend à tous les vecteurs k, k”, q, q’ vérifiant la relation 


k—k +q—q = g, (17.33) 


où g est un vecteur quelconque du réseau réciproque. L'opérateur 
(147.32), du quatrième ordre par rapport aux opérateurs de magnons, 
décrit les processus de diffusion des magnons les uns sur les autres. 

Pour obtenir l’opérateur d'interaction cinématique des magnons, 
il convient de substituer, dans (17.10), la valeur (17.21). Si l’on 
ne conserve que les opérateurs d'ordre quatre, nous obtenons à côté 
de (17.23) et (17.24) 


(2) 1 +,,+ +, + 
HMnt= > I (n — m) (unUmbimlim + Unlnlinlim). 


Après la transformation (17.26) cet vpérateur devient 


) 1 N +,,+ +, ,+ 
Hit = 2) L (k) (UE Late, + HataHib£,). (17.34) 


La sommation s'étend à toutes les valeurs k, k,, q, q, des vecteurs 
d'onde de la première zone de Brillouin vérifiant la condition 


k+k =q+qm+g. 


17.5. Chaleur spécifique d’un gaz de magnons. En raison des 
interactions magnon — magnon et des interactions magnons — 
phonons des vibrations du réseau, le nombre de magnons varie jusqu'à 
réalisation de l’état d’équilibre thermodynamique. Plus haut nous 
avons montré que, pour de faibles densités, les magnons se compor- 
taient comme des bosons. Leur dispersion est donnée par l’expres- 
sion (17.31). Comme le nombre de magnons ne se conserve pas, le 
potentiel chimique de ces particules est nul. Le nombre moyen de 
magnons de vecteur d'onde k et d'énergie E (k) à la température O6 
est donné par la formule 


Mu)=tuiuu)=(exp 21)", Our (17.35) 


identique à la formule déterminant le nombre moyen de phonons. 
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En l'absence de champ magnétique extérieur, Æ (k) = e (k) = 
— fk*/2m*. L'énergie moyenne des magnons dans un cristal com- 
prenant un seul ion par maille élémentaire est 


(E)= Es+ 2:e (k) (Nu). (17.36) 


Dans l'expression (17.36), on peut passer de la sommation à l’inté- 
gration sur k, sachant que le cristal contient N mailles élémentaires 
de volume v: 


ed 
: vN (2m*8)°/2 (° zt dr 2 
E)= Et | per Ce 
0 
où 
___ Rkmax 
Lo = Von (17.37a) 
A basse température, quand x, > 1, la limite supérieure d'inté- 
 ztàr 
gration peut être étendue à l'infini. Sachant que | ar 
0 


= vs () , Où 6 (2) est la fonction dzéta de Riemann, égale 


2 2 
à 1,341, on obtient 
(E)=E,+AV6"®, 21, (17.38) 
où 
3 m* \3/2 
A (=) 


Par conséquent, la chaleur spécifique d'un gaz de magnons à basse 
température vérifie la loi 


D 5 
Cy = amaç0” : Amag = 3 A. 
La chaleur spécifique d’un gaz de phonons à basse température est 
proportionnelle au cube de la température (10.19). Cette propriété 


permet de retrouver la chaleur spécifique du gaz de magnons à partir 
de la chaleur spécifique totale du solide. Si 


Co = aphO° + Amag 6°/° 
la grandeur 
07%?C, = apn9°/° + Amag 


sera une fonction linéaire de 6°”. La pente de la droite ainsi cons- 
truite définit ap et l'ordonnée à l'origine la grandeur a:4, per- 
mettant de calculer la masse effective du magnon. La présence de 
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magnons dans un cristal diminue le moment magnétique M, = 
= 49SN à l’état fondamental. La valeur moyenne du moment magné- 
tique le long de l’axe z du cristal est déterminée p-r l'expression 


N 
(M) = bo À (sp), (17.39) 


où u, est le magnéton de Bohr. Remplaçons le nombre moyen de 
magnons par sa valeur (17.35) et passons de la sommation à l'inté- 
gration sur k: 


(M2)= Mo(1—E), 


ou 
Mo= Nsu, 
E « 
= v (2m*0)/2 ( dr _  v 2m*0 Se : (+) 
_ 2nishs 1 2rs ha 2/7? 


t (+) % 2,612. 


Par conséquent, à basse température, le moment magnétique du 
cristal diminue lorsque la température augmente en 6%” (loi de 
Bloch). 


$ 18. Ondes de spin dans les antiferromagnétiques 


La théorie des ondes de spin dans les antiferromagnétiques fait 
l’objet des travaux de Bogolioubov et Tiablikov [45]. Dans ce qui 
suit, nous considérerons seulement les bases de la théorie; pour un 
exposé plus complet, se référer à la monographie [46]. 

Le cristal cubique RbMnF., dont la température de Néel est 
82,5 K, est un exemple d'’antiferromagnétique constitué de deux 
sous-réseaux. Le champ d'anisotropie de ce cristal est dirigé le long 
de l’axe d'ordre trois. Sa valeur ( —4 Oe) reste faible comparative- 
ment au «champ» résultant de l'interaction d'échange ( —8,9 -105 Oe). 

Le modèle d’antiferromagnétique étudié est un cristal consti- 
tué de deux sous-réseaux À et B imbriqués l’un dans l’autre. On sup- 
pose que chaque ion du sous-réseau À est entouré de proches voisins 
B et réciproquement. Les moments magnétiques u,s et les spins s 
des ions À et B sont identiques. A l'état fondamental, en l'absence 
de champ magnétique extérieur, chaque sous-réseau est aimanté.à 
saturation, et les résultantes des moments magnétiques de chaque 
sous-réseau sont opposées. Par conséquent, dans l’état fondamental 
{: Rose. “ 7 2: = = 4 2 - CR ——. - 

sÆ [0)=s10), sB[0)= —%s1{0). (18.1) 


8—0534 
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L'opérateur de Hamilton du solide antiferromagnétique est 
représenté par 


H=—+LS D Lg(n—m)s58— up, D BK, (18.2) 
a,Bn,m n,œ 


où « et B correspondent aux deux sous-réseaux À et B; n et m sont 
des vecteurs du réseau; B est le champ magnétique dans le cristal, 
sa direction correspond à la direction d’aimantation des sous-réseaux ; 


mn ” m = 4 Cod Cod “ # 
OS — Ras + (ROSE + ADS, 
Les intégrales d'échange 7,8 (n — m) vérifient les inégalités 
Lana = Ig8 > 0, Tag < 0. (18.3) 


Pour de faibles excitations rentrant dans le cadre de l’approxi- 
mation (17.22), il convient de passer à la représentation par les 
nombres d'occupation dans l'opérateur (18.2). On utilise pour cela les 
égalités 


SA—V2sAi, SB—V 25 B, 


. : (18.4) 
SÂA—Ss— AñAn, SE = —s+ B;Bn. 
Dans ces conditions l’hamiltonien (18.2) devient 
H — E, +- H, + FH, (18.5) 
où 
: ; | 
Es= SN | Laa (0) —+ Lan (0) |. (18.6) 


Les(&)=s N, Zep(n)exp(ikn), a, B=—4, B, (18.7) 
n(Æ#0) 
H,= N° (G+A%An + G_-BñBn) — 


— DT sE4a (nm) (4k4m + BiBm)—+ 5148 (n—m) x 


X (AiBñ + 4nBm) |, (18.8) 
Gr = Lan (0) + poB — L 18 (0). (18.9) 


L'opérateur H, contient les opérateurs de Bose de degré plus élevé. 

Exprimons ‘J'hamiltonien (18.8) en fonction des opérateurs de 
Bose A4 et Bx, de manière à mettre en évidence l'aspect collectif 
‘des excitations. Utilisons les transformations canoniques 


D'Buetn, (18.10) 
k 


An=—=> D Are, Bi 
k 


1 
ue VA. vN 
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où k sont des vecteurs d'onde de la première zone de Brillouin. Les 
opérateurs À, et B& vérifient les relations de commutation 


[Ax, Aie] = (Br, Bio] — On, v'. (18.11) 
Nous obtenons finalement 
H=S Hi, 
k 


où 
Hi = @ (k) AiAi+B(k) BlxB-x+y(k) (AiBti+ AxB-x), (18.12) 
a(k)=a(—k)=L44 (0) — Lana (k) +uoB + 7 (0), 
B(k)=B(—k)= La (0)— Laa (k)—poB+7(0), (18.13) 
vR) = y(—k)= + Las (k). 


Pour diagonaliser l'hamiltonien (18.12), il faut substituer aux 
opérateurs de Bose A4, Px les opérateurs de création et d’annihila- 
tion des excitations élémentaires, définis par la transformation 
canonique 


mu (k)= Axchp+B'ishe, pu (k)= Aish @+8B_xchœ. (18.14) 


La transformation (18.14) est unitaire quel que soit œ@. Par consé- 
quent, les nouveaux opérateurs vérifient les lois de commutation de 
Bose : 


[ur (k), ui (k’)]= Oxneôw, [ur(k), pue (k°)] =0. (18.15) 


Nous choisirons la valeur de @ de manière à diagonaliser l'hamil- 
tonien (18.12), qui deviendra 


Hx= 2 ex (k) ui (k) pu (k) + co (k). (18.16) 
Il en découle 
fu, (k), Hi] = e, (k) me (k) =c1(k) (4x ch p+Bîxshp). (18.17) 
Par ailleurs, en utilisant (18.14) et (18.12) nous obtenons 
fu, (k), Fil = 4x (@ ch @ — y sh g) + B'x (y ch @ — B sh y). 


Comparons cette expression avec (18.17). Nous obtenons un systè- 
me de deux équations 


(e, (k) — @ (k)j ch @ + y (k) sh p = 0, 
ych— (e, (k) + 6 (k)) sh p = 0. 


Ce système admet une solution non puis pour des valeurs de l’éner- 
gie égales à 


a @= rat TESAETUE 42 (&)]. (18.19) 


(18.18) 
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L'expression (18.13) donne 
x (k) — B (k) = 2u,B. (18.19a) 


Dans un antiferromagnétique, u,B est notablement inférieur aux 
intégrales d'échange. Des deux sclutions (18.19) nous conserverons 
donc celle qui présente le signe + devant le radical. 

Un calcul analogue de l'expression [u, (k), Hxl conduit à 


es (k) = [B(k)— a (k)+V (PE) +a 472 (H)]. (18.20) 


En l'absence de champ magnétique B, les deux solutions (18.19) et 
(18.20) coïncident : 


1) =e (= Va FE. 


Pour de faibles vecteurs d’onde (ka € 1), dans un cristal iso- 
trope, conformément à (18.13) et (18.7), nous pouvons utiliser les 
expressions approchées 


= r (0) — Bab, la (k)+B (1 = 7 (0)+ uk, (18.21) 


* 


ou 
= Dinlaa(n)>0, he=—+ Dinan) >0. (18.22) 


Substituons (18.21) dans (18.19). Nous obtenons l'énergie des ma- 
gnons antiferromagnétiques de grande longueur d'onde 


e.2(k)=+uoB+kV YO) nt, ka 1. (18.23) 


Par conséquent, l'énergie des magnons de grande longueur d'onde 
dans les cristaux antiferromagnétiques est proportionnelle au vecteur 
d'onde, comme pour des phonons acoustiques. C'est pourquoi, à 
basse température, la chaleur spécifique d'un gaz de magnons est 
aussi proportionnelle au cube de la température. | 

Calculons à présent l'angle q défini par la transformation cano- 
nique (18.14). Multiplions la première équation du système (18.18) 
par sh ç et la deuxième par ch q. Nous obtenons 


2y(k) :: 2chpsh _ 
TE = Horcme th29 > 0. (18.24) 


A partir de (18.24) on peut aussi écrire 


VAR) EB Re — 47 Re) — 1 
nue 7 ab - -- Cp +shrp 
qui, compte tenu de (18.19), devient Ne 


(M) EN = La sel CE) cs 
2e (&) — [a (k) —P (k)] = chi +5 @. 7 Li) :/(18.25) 


ve 
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Lorsque À = 0, & (k) = B (k), les égalités (18.24) et (18.25) se sim- 
plifient 


+ (k 
Es = ch2p+sh2#, 2 chp—shp= (18.25a) 

Calculons l'énergie e, de l’état vide figurant dans l'expression 
(18.16). Pour cela il faut substituer dans (18.16) les opérateurs de 
création et d’annihilation par leur expression (18.14), puis comparer 
le résultat obtenu à (18.12). Pour B = 0 nous obtenons alors ec, — 
— —92 c (k) sh° q. Substituons cette valeur de e, dans (18.16). Nous 
obtenons l'expression finale de l'opérateur énergie des excitations 
élémentaires de vecteur d'onde donné k: 


Hi =c (k) à (ui: — sh? q). 


La transformation canonique inverse de (18.14) est 
Ax = pu (k) chp— ui (k) sh y, 
B'x = pu; (k) ch p— pu (k) sh y. 
Ces expressions permettent d'exprimer la valeur moyenne des gran- 
deurs physiques relatives à chaque sous-réseau. Calculons par exem- 
ple la variation de la valeur moyenne du moment magnétique du 
sous-réseau À en fonction de la température. nn tenu de (18.4) 
N 
M à (8)=bo 2) (54) = Mo (1 + > (AñAn))- (18.27) 
nf 


Substituons les transformations (18.10) et do. 
D Aidn)= D (didi)= D [ (++ (ui(k)(&)) x 
n k k 


(18.26) 


x (ch2p+sh2 +] : 


Dans le calcul, nous avons utilisé l'égalité (u? 1) THE Le). 
Lorsque B = 0, nous pouvons utiliser l'expression (1 95 a) 


Zaia=Z[(+ + (ui (k) 1 (&)) ER]. (18.28) 


Ici (u? (k) u, (k)) représente le nombre moyen de magnons de vecteur 
d'onde k. À la température 6 il est égal à 


HR) mE)= fe 1] TN (418.29) 


Si l'on divise (18.28) par le nombre total de mailles élémentaires 
du cristal, on obtient la probabilité d'inversion d'un spin pour un 
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sous-réseau donné. Par exemple pour le sous-réseau des spins dirigés 
vers le haut 


we(t=+ D (Aidy=+ D [(5+M) 0-2]. 
k k 


Il est intéressant de remarquer que, même au zéro absolu, lorsque 
le nombre moyen de magnons V4 est nul, we (Ÿ) 0 *): 


1 a (k) 
mr 2 (eu 1) 


Pour B = O0 et ka 1, conformément à (18.23) et (18.21) 


œ(k) v (0) 1 
e(k) Lite k° (18.50) 
donc 
Hey Lr/ 201 © 1 
(1) = 5 at NE" (18.30a) 
k 


Passant de la sommation à l'intégration sur k, nous obtenons 


a 


( : Rmax 
; k dk pour un réseau tridimensionnel, 
0 


27 
4 S Â _° max 
N SKI — | ps dk pour un réseau bidimensionnel, 
" 0 
Rmax 
a dk à 2e : ] 
DE D pour un réseau unidimensionnel. 


LT 


Pour un réseau unidimensionnel, w, ( À ) diverge logarithmique- 
ment, il ne peut donc pas y avoir d'état magnétiquement ordonné 
pour le sous-réseau. Lorsque la température augmente, le désordre 
augmente. À basse température on ne peut observer d'états anti- 
ferromagnétiques que pour des cristaux bi- ou tridimensionnels. 

» Selon (18.27) et (18.28), l’aimantation des sous-réseaux diminue 
lorsque la température augmente: 


M + k 
AM = — 20 3) (ut (k) pu (K)) Eee 
K 


*) Ceci entraîne une réduction de l'aimantation de chaque sous-réseau 
(Note du Traducteur). 
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Substituons les expressions (18.29) et (18.30): 


Chkmax 


(s] 
vM00? | x dr (18.31) 


e—1 

où v est le volume de la maille élémentaire, 

CE) 50) Gr + He) - Kms  (2n%/0) 5, 
CuÂmax €St du même ordre de grandeur que la température de Néel 
6; exprimée en unités énergétiques. À basse température, lorsque 


8, > 9, la limite supérieure de l'intégrale (18.31) peut être éten- 
due à l'infini. Compte tenu de l'égalité 


u 


O0 


zdr: " 
[EE = 6 (2) & 1,645, 
0 
nous obtenons alors 
AM & —#Hor (2 ee, (18.32) 


nc 
2nc? 


18.1*. Ondes de spin dans les métaux non ferromagnétiques. 
En raison de leur spin et de leur moment magnétique, les électrons 
de conduction des métaux constituent un système de Fermi. Placé 
dans un champ magnétique constant, ce système présente des exci- 
tations collectives liées au retournement des spins. 

Dans l'état fondamental, à basse température, la somme des 
spins électroniques est nulle, puisque les états de plus faible énergie 
sont occupés par des électrons de spins opposés. Dans un champ magné- 
tique constant F,, les niveaux correspondant aux différentes orien- 
Lations des spins se déplacent (effet Zeeman). La grandeur de ce dé- 
placement est uH,, où u = ge/2mc est le moment magnétique dipo- 
laire de l’électron de conduction, g est le rapport gyromagnétique 
voisin de 2. Pour le cristal de potassium, sa valeur est g — 1.9997. 

Soit un électron placé dans un champ magnétique constant ,. 
Toute variation de la direction du spin provoque une variation de 
l'énergie égale à uH,. Pour les métaux alcalins, seuls les électrons 
situés à la surface de Fermi prennent part au processus. Les autres, 
à l’intérieur de la sphère de Fermi, mettent en jeu des énergies trop 
importantes : tout retournement de leur spin nécessite le transfert de 
l’électron vers un niveau énergétique vide situé en dehors de la 
sphère de Fermi. 

Dans ces cristaux, les excitations élémentaires correspondent à 
des rotations du spin des électrons situés à la surface de Fermi. En 
raison des interactions électron-électron, cette excitation présente un 
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caractère collectif, c'est-à-dire correspond à une superposition cohé- 
rente des rotations spinorielles. Elle est caractérisée par un vecteur 
d'onde k. Chaque excitation de fréquence w, (k) caractérisée par 
un k donné est appelée onde de spin paramagnétique. 

La théorie de ces ondes de spin a d’abord été développée par 
Siline en 1958 [47, 48], puis par Platzman et Wolf [49]. Expérimen- 
talement, les ondes de spin furent découvertes par Shultz et Danifer 
[50] dans les cristaux de Na et K soumis à un champ magnétique de 
3250 Oe, à la température de 1,4 K. 

Le caractère de ces ondes de”spin dépend notablement de l’orien- 
tation relative du vecteur d'onde et du champ magnétique. Pour un 
cristal isotrope, dans l’approximation des grandes longueurs d'onde 
(k°v$ << B,Q2), la dispersion des ondes de spin est représentée par 
l'expression (on suppose que k et H, ont même direction) [48] 


k2v2 
w, (k) = Q% (1+ Bo) (1 + + ….), (18.33) 


où ÀQ, — geH,/\2mc (1 + B,)l est l’énergie nécessaire pour retour- 
ner le spin d’un électron soumis au champ F, et au champ d'échange 
des autres électrons. B, est un paramètre caractérisant le champ d'é- 
change. Pour le cristal de potassium B, Æ —0,28, pour le cristal 
de sodium B, = —0,21. v. est la vitesse des électrons à la surface 
de Fermi. 

Les ondes de spin existent tant que la condition w,7t > 1 est 
remplie. t représente le temps entre deux collisions successives, au 
cours du mouvement orbital des électrons. Lorsque w,t est petit, 
le mouvement des électrons est diffusionnel. Lorsque w,t est grand, 
les ondes de spin apparaissent. Ceci n’est possible que pour des cris- 
taux de haute pureté et pour des températures tres basses. Pour le 
sodium pur à 30 K w,t = 3. 

Pour observer les ondes de spin se propageant dans une feuille 
métallique d'épaisseur L, on étudie habituellement l’absorption d’un 
faible champ électromagnétique de haute fréquence, polarisé cir- 
culairement, dirigé suivant une direction perpendiculaire au plan 
de la feuille (axe z). Un champ magnétique constant extérieur H, 
est dirigé perpendiculairement à la feuille métallique. Le champ 
polarisé eirculairement 


Hj (w, k) = H, (o, k) + iH, (, k) 


correspond à une onde électromagnétique de fréquence w et de vecteur 
d'onde k. Ce champ induit dans le cristal une aimantation circulaire 


M+(o, k) = M, + iM, = x+ (o, k) H; (w, k) 
proportionnelle au champ H};. La fonction 


A 
CAS Don TC TEE ET] 869) 
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caractérise la réponse du cristal au champ variable. Pour k = O0, 
la fonction x+ (w. 0) présente une résonance © = &,(0) et une lar- 
geur (1/7 + 1/x), où 7 est le temps de relaxation des spins. 

Dans une feuille d'épaisseur finie L, le vecteur d'onde prend 
les valeurs discrètes À, — nx/L fonctions de l’épaisseur ZL du cristal. 
Les excitations avec ces vecteurs d'onde #, correspondent aux diffé- 
rentes fréquences w, (*,). Au voisinage de ces fréquences, la suscep- 
tibilité 4+ (w, kA) a un maximum d’une largeur égale à (1/7 + 1/+). 

Dans les expériences de Shultz et Danifer [50] portant sur un 
cristal de sodium d'épaisseur Z — 0,0236 cm, soumis à un champ 
H, = 3250 Oe à la température de 1,4 K, on trouve t = 3,95-10-!5 
et T7 &2,010°7s. La valeur de + diminue lorsque la température 
augmente, par conséquent l'intensité de la résonance diminue et 
sa largeur augmente. Dans Na à 11 K, on n'observe pratiquement. 
plus de résonance pour nr # (0. 


CHAPITRE V 


ÉTATS MONOÉLECTRONIQUES DANS UN CRISTAL 


$ 19. Electron dans un champ périodique 


Soit un électron dans un cristal dont les ions sont fixés aux nœuds 
du réseau. Îl entre en interaction avec tous les autres électrons et 
les charges positives ioniques. On peut représenter cette interaction 
par un certain champ moyen W (r) périodique en r, qui ne dépend 
que des coordonnées de cet électron, 


W(r)=W(r +n). (19.1) 


À ce champ il convient d'ajouter les interactions W, dépendant des 
coordonnées de tous les autres électrons. Dans la plupart des cas, 
ces interactions supplémentaires sont faibles, et, à l’approximation 
zéro, on peut se contenter du mouvement de l'’électron considéré dans 
le champ W (r). Les états stationnaires de l'électron de masse m 
dans ce champ sont appelés états monoélectroniques. Ils sont définis 
par l'équation de Schrôdinger 


[ P+W(r)—E(k)]Velr)=0, p=—inv. (19.2) 


En réalité, les états monoélectroniques définis par (19.2) sont 
seulement quasi stationnaires. Les interactions W,, l'interaction 
avec d’autres degrés de liberté du cristal (mouvement des ions) et 
les défauts de la structure cristalline conduisent à des processus de 
relaxation. Dans les cristaux très purs, à très basse température, la 
durée de vie des états monoélectroniques est relativement grande, 
c'est pourquoi on peut négliger la relaxation. 

Les fonctions propres de l'équation (19.2) sont aussi fonctions 
propres de l'opérateur de translation. L'un des nombres quantiques 
caractérisant l’état sera donc le vecteur d'onde k, les autres étant 
rassemblés sous l'indice «. 

L'équation (19.2) est un cas particulier de l'équation (5.2), défi- 
nissant d’une manière générale tous les états stationnaires des cris- 
toux. L'énergie Æ, (k) vérifie la condition de périodicité 


E4 k) = E (k + g). 
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Dans un cristal à V mailles élémentaires, & étant fixé, l'énergie 
E, (k) prend W valeurs quasi discrètes formant la bande énergétique 
des états monoélectroniques. Si le cristal n'est pas soumis à un 
champ magnétique extérieur, et si l’on néglige l'effet du spin, les 
états monoélectroniques vérifient 


Es (k) = Ec (—k) 


à cause de l'invariance de (19.2) par rapport au changement de signe 
du temps (voir $ 5). 

La classification des états monoélectroniques, par laquelle chaque 
bande énergétique & est constituée de V sous-niveaux caractérisés 
par des valeurs différentes du vecteur d'onde réduit k appartenant 
à la première zone de Brillouin n'est pas la seule possible. Dans 
certains cas il est plus commode de prendre les valeurs de k non pas 
dans la première zone de Brillouin, mais dans tout l’espace k: 
l’espace k étendu. Une transition de la bande E,, (k) à la bande E; (k) 
dans la première zone de Brillouin correspond alors dans l’espace k 
étendu à une transition entre deux zones de Brillouin. Au $ 20 ce 
type de transition sera étudié dans un cas simple. L'énergie E (k) 
ainsi définie dans l’espace k étendu présente, aux frontières de zone 
de Brillouin, des discontinuités. 

Cette représentation dans l’espace k étendu est commode pour 
décrire les états monoélectroniques des métaux dont la maille élé- 
mentaire contient de nombreux atomes (donc beaucoup d'électrons) : 
a-manganèse, Y-laiton, etc. Dans ce cas, si l’on voulait décrire les 
états dans la représentalion habituelle par bandes, la surface de 
Fermi serait située au niveau de la troisième ou la quatrième bande. 

La solution de (19.2) peut être représentée par des « ondes planes 
modulées » 

bre (r) = 1 uxe (r) exp (ikr), (19.3) 
VV 
OÙ Uka (Tr) = uxx (Tr + n) est une fonction périodique, V est le 
volume du cristal. Les fonctions 4, sont appelées fonctions de Bloch. 
Substituant (19.3) dans (19.2), on constate que les « amplitudes » 
uxa (r) des fonctions de Bloch vérifient l'équation de Schrôdinger 


[RS + W (r) — Ec (&) | mis (1) = 0. (19.4) 
Les effets liés au spin de l’électron dans le cas du mouvement non 


relativiste dans le champ W (r) apparaissent sous la forme d'un 
opérateur supplémentaire (opérateur d'interaction spin-orbite (51) 


h # 
Wap.o(r, S)=-753 (0 grad W (r)] p. 
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Cette expression contient l'opérateur de spin s — ho, où 


k a 0 ) 4 O0 


sont les matrices de Pauli, agissant sur la variable de spin s.. Ainsi, 
compte tenu du spin de l’électron, l'équation (19.2) doit être modifiée 


[ . p+W(r)+ Wap. or, 52) —Ea, s, (k) | bu. as, (r: 5:)=0. (19.5) 


L'’invariance par rapport au changement de signe du temps se traduit 
par ÆEc+ (k) = E,i (—k). La fonction de Bloch dans l'équation 
(19.5) dépend aussi de la variable de spin s., de sorte que 


Vk, æ, 8, (r, S2) = Ux, «, s, (r, S2) exp (kr). 


1 
Vv 
Le nombre quantique s, représente ici les deux états de spin possibles 
de l’électron. Compte tenu du spin, l'équation (19.4) devient l'équa- 
tion de Pauli 


AUDE CEUX Wir) + lo grad W(r)] (+ Âk) — En: , &)} x 


X Un, as, =0. (19.6) 


W (r)et ur étant périodiques, lors de la résolution des équations 
(19.4) et (19.6), on peut se limiter à une seule maille élémentaire et 
introduire des conditions de périodicité à sa surface. En première 
approximation, on peut négliger l'interaction spin-orbite. Dans ce 
qui suit, limitons-nous à cette approximation. 

La fonction ux, (r), périodique en r de période n, peut être dé- 
veloppée en série complète de fonctions orthonormées, définies dans 
le volume v de la maille élémentaire : 


Â L2 1 LU [A ré 
pe(r)=—— exp(igr), — | expli(g—g')r] dr = Ogg, (19.7) 
Vv g 
où g est un vecteur du réseau réciproque. Alors 


Ua (r) = S' Ana (8) exp (igr). (49.8) 
€ 


Substituant (19.8) dans (19.4), nous obtenons un système d'équations 
algébriques par rapport à l'amplitude A4, (g): 


[+ 8) Eu (u) | Aie (@ == SW 18) Aux (8) (19.9) 
: 
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où 
(&IWIg)=<(expli(g—griW(madre (49.10) 


Si la variation du potentiel W (r) est assez faible, dans le second 
membre de (19.9), on ne conservera que les termes correspondant à 
deux valeurs g et g’ voisines. En résolvant le système (19. 9), on 
peut définir la valeur moyenne de l'énergie, de la vitesse et d’autres 
grandeurs relatives à l’électron. Par exemple l'énergie dans l’état 
| kœ) est 


Eu (k) = (ra | À | Pro) = D) 2 (k + 8) | Ana (8) 12+ 
£ 


+ D Ak(s) (81 WIeg)Are(g), (19.11) 
&. g° 


la vitesse moyenne est 
F ñ 
Vie = Cr] [vis ) = À 5 (k+g)] Au (g) 12 (19.12) 
a 


L'amplitude ÀA,, varie peu avec le vecteur d’onde k. Si l’on néglige 
cette variation, comparant (19.11) et (19.12) nous obtenons 


Via = + ViËa (k). (19.13) 


Supposons que l'énergie (19.11), pour une valeur donnée de «, 
ait un extrémum pour k = k,. Si k, = 0, cette même valeur est 
atteinte pour tous les autres points k,; de la zone de Brillouin formant 
avec k, l’étoile de la représentation k (voir $ 5). Posons q — k — k,. 
Pour des q petits, (19.11) peut être remplacée par l'expression ap- 
prochée 


Es (ko +4) = Eo (Ko) + >» FE uv (19.14) 
hu, v 


m ____m ee 
ms _— A ( 8v du 0 © Om + 


"+ 2 Li te Axa (@ 12]. (19.15) 


La gran 


la masse effective ie l’ électron dans. la bande énergétique considérée. 
ads guxième terme de (19.15) représente la variation effective de la 
ko de l'électron libre ‘placé dañs un potentiel périodique. 
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Le tenseur inverse de la masse effective est symétrique et, à cha- 
que point extrémal, il peut être rapporté à ses axes principaux. Soit 
un système de coordonnées x, y, z dirigé suivant ces axes. (19.14) 
devient 


Es (k)— Ec (ko)= Ÿ My= My V=Z, y, z. (19.16) 


: 

Les valeurs de q pour lesquelles Æ£,, (4) — ÆE, (ko) = E = const 
constituent dans l’espace k des surfaces isoénergétiques d'ordre deux 
qgx/aè + qÿlai + qilai = 1 de demi-axes 


aÿ = 2m E/h*. (19.17) 


Lorsque m% =£ m} = m? > 0, cette surface est un ellipsoïde quel- 
conque. Pour m%—mÿ << m?, la surface isoénergétique est un 


Z 
NAN 


C) 


Fig. 22. Surfaces isoénergétiques dans l’espace k. 
e — m* * + + * + + * # — + 
a) m? mi < me > 0: b)m£ > 0m} >0,m? <0: Cmi<0,mi<0, mr > 0 


ellipsoide de révolution allongé le long de z. Pour m£ — my > m:, 
c'est un ellipsoïde de révolution aplati. Si l’une des masses mŸ 
est négative (par exemple, m% > 0, my > 0, m° << 0), la surface 
isoénergétique forme un hyperboloïde à une seule nappe. Si deux 
masses mn sont négatives (par exemple m5 << 0, my << 0, m? > 0), 
l’hyperboloïde présente deux nappes distinctes. La figure 22 illustre 
les différentes possibilités pour k, = 0 
L'hamiltonien de l'équation (19.2) 


H=—2 VE W (r) (19.18) 
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admet donc, lorsque k est petit (k, = 0), les valeurs propres (19.14) 
et les fonctions propres (19.3). L'hamiltonien effectif 


3 
h3 1 93 
Heu= 5 Ds + E(0), (19.19) 
Vi L 


où Æ (0) est la valeur de l'énergie pour k = 0 et _ le tenseur 
my 


inverse de la masse effective rapporté aux axes principaux, admet- 
trait les mêmes valeurs propres que (19.18), mais aurait pour fonc- 


tions propres x — Vo (ikr). Pour étudier les états électro- 
U 


niques excités de grande longueur d'onde (d'un électron soumis à 
un potentiel périodique), il suffit de remplacer dans l’hamiltonien 
de la particule libre la masse réelle par le tenseur de masse effective. 
Si, en plus du champ électrique W (r), l’électron est soumis à un 
champ extérieur faiblement variable U (r), l'étude des états excités 
de grande longueur d'onde peut être simplifiée par la transformation 
2 2 2 
HW H+U M Hn=—T D HE JE +U(r) + E(0), 
v 


(19.20) 


où l’action du champ périodique W (r) est incluse dans la masse 
effective de l’électron. Une telle transformation est appelée méthode 
de la masse effective. Les bases rigoureuses de cette méthode ont éte 
données par Pekar (voir, par exemple, [51], $ 4). 

Pour calculer la variation des valeurs moyennes au cours du 
temps, il convient d'utiliser la représentation d’'Heisenberg pour les 
équations du mouvement 


ih (D) =(IL, Herr}). 


Utilisons l’hamiltonien (19.20) exprimé dans le modèle de la masse 
effective. Nous obtenons la vitesse moyenne de l’électron 


_ (Ty) — ([Z, TTere)) = {— he) . (19.21) 


1 
mx 
Dans des états d’impulsion donnée Cine) = pe. 
v 
La variation de l'impulsion moyenne est définie par l'équation 


FON= (2). (19.22) 


ôxy 


En particulier, pour des états d’impulsion bien déterminée (p,) LL 
= p,, l'équation (19.22) devient 

d. oU : 

Fe (5). (19.23) 


Ôzy 
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Si U (r) = —e, où œ est le potentiel scalaire correspondant à un 
champ électrique ÆE, l'équation (19.23) devient 
d Ô 


Il ne faut pas oublier que les équations (19.21) à (19.24) sont 
valables seulement lorsque l’on utilise l’hamiltonien effectif (19.19) 
avec une valeur constante de la masse effective mÿ, c'est-à-dire pour 
des régions de l'espace k, où £,,., (k) admet un extrémum. Dans les 


régions extrémales absolues, les valeurs principales du tenseur in- 
verse de masse effective ont un signe déterminé (négatif au voisinage 
d’un maximum, positif au voisinage d'un minimum). 

En réalité, le mouvement d'un électron dans un cristal est décrit 
par un paquet d'ondes, c'est-à-dire par une superposition d'ondes 
planes dont les vecteurs d’onde sont voisins d'une valeur donnée k;. 
La vitesse moyenne de l’électron dans cet état est la vitesse de groupe 
du paquet *) (voir [5], $ 3): 


Eca(k 

v (ko) =+ [gradx EQ (k)jrmr, = _ (=) je 1(19.24a) 

Comme la vitesse de groupe est définie par le graaient d'énergie 

dans l’espace k, elle est toujours dirigée normalement à la surface 

isoénergétique. Si la surface isoénergétique est ellipsoïdale, la direc- 

tion de la vitesse v (k,) coïncide avec celle de la quasi-impulsion 

fik,s, mais seulement pour les trois directions principales (voir for- 

mule (19.21). Dans les autres cas, v (k,) et fk, ne sont pas coli- 

néaires. D'une manière générale, v (k,) est une fonction périodique 
composée de k,. 


19.1. Etats localisés de l’électron dans un cristal. Dans un cristal 
idéal, l'hamiltonien de l'équation (19.2) est périodique AH, (r) = 
— H, (r + n). Les états stationnaires sont des fonctions de Bloch: 


1 ; 
r)=—— exp (ikr) u r);, 
Va (r)= 75 6xp (kr) ax (1) 
où V — Nv représente le volume du cristal, constitué de N mailles 
élémentaires. Les fonctions 1, (r) correspondant à un état d'énergie 
<a (k) et de quasi-impulsion *k parcourant N valeurs discrètes sont 


3 

- *) Si k— + esks, où ese; = Qi, la différentiation vectorielle doit être 
ii 

comprise de la manière suivante: 


3, +. 
) À fe) 
= = > | <e “Ok ° 
\ Ç fmmi . +* 
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complètement délocalisées, de sorte que 


l'a (r) 12= | Var (r+ 0) [5 


où nest un vecteur du réseau réciproque. Les fonctions de Bloch sont 
normalisées par les conditions 


| Ÿake (r) Vox (r) dr = Orkedaas _ | uGx (r) Uorx (r) Wir = dau 


Supposons à présent qu’en un point r, du réseau, il y ait une 
perturbation locale de la périodicité (atome d'un autre type, lacune, 
etc.), caractérisée par une énergie potentielle locale w (r — ro). 
L'équation de Schrôdinger définissant les états stationnaires de ce 
cristal est 


(Ho+w(r—r)—E£E]% (r)=0. (19.25) 


Développons cette solution générale en série de fonctions de Bloch 
x relatives à une bande énergétique donnée e,, (k): 


Fa(r)= 2 Gwax (r)- (19.26) 


Nous obtenons un système de V équations algébriques définissant 
l'énergie du cristal imparfait correspondant à l'énergie e, (k) du 
cristal idéal 


[E —e, (k)] 4, — 2 ua) ax =2 0, (19.27) 


Le, = À x, (x) 2 (r—r0) box (r) dr. 


Si l'énergie potentielle w (r — r,) diffère de zéro seulement dans un 
petit volume v,, nous pouvons utiliser le théorème de la moyenne et 
écrire 

Le), 7 VE, (F3) Vox (ES) WiVos (19.28) 


Woo = | w(r—ro) dr, 


r étant un point quelconque du volume v,. Pour simplifier les cal- 
culs ultérieurs, posons r, = (0. 


Substituons (19.28) dans (19.27). Compte tenu de (19.26), nous 
trouvons 
ax = Won (0) a (0) [E —ec (k)]”*. (19.29) 


9—0534 
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Utilisons ce résultat ainsi que la relation (19.28) pour transformer 
l'expression (19.27): 


1 _» 1 
haie F7 2e TT (19.30) 
k 


b [un (0) 1? 
+7 © |'Vax (0) 12 = —. 


L'équation (19.30) définit de nouveaux niveaux énergétiques. Lors- 
que k parcourt les N valeurs (19.30) se présente sous la forme d’une 
équation algébrique de rang N. Elle admet par conséquent N racines. 


P 


[LL 1 


AT À ——_ 


1 


ul’, lo 


Fig. 23. Résolution graphique de l'équation ®D(Æ) = 


Soient Co, Cyr Ces + + -, ey-1 les énergies discrètes, classées par 
ordre croissant, de la structure de bandes. La fonction 


D(E)=+ DIE —c, (KT! (19.31) 
kK 


est représentée en traits forts sur la figure 23. Les racines de l’équa- 
tion (19.30) sont définies par l’intersection de ces courbes avec les 
droites horizontales d'ordonnée (ww,)"!'. Pour (&çvs) << 0, tous les 
niveaux Æ, hormis le niveau le plus bas £, ne changent pratiquement 
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pas: chacun d’eux est disposé entre deux niveaux non perturbés 
proches 


Ex (ki) < Eit: < la (ki41). 


Le niveau £, se dissocie de la bande. Au contraire, pour ww, > 0, 
c'est le niveau supérieur qui est exclu de la bande. 

Pour obtenir les caractéristiques analytiques du niveau ainsi 
isolé, considérons simplement un cristal unidimensionnel avec N 
nœuds distants se 2 Le vecteur d'onde k parcourt alors V valeurs 


absolues : k; = Ne s L1—= 0, —+li, 5 . Supposons en outre que 
Ca à = 69 + M (1 — cos M > 0, (19.32) 


où e, est le bas de la bande de conduction, la largeur de la bande 
de conduction. Pour ces valeurs la fonction (19.31) devient 


D(E)=-77 >, [À (£) + cos ka]"!, (19.33) 
k 


A(E)=(E—c0—M)/M. 


Dans (19.33), passons de la sommation sur k à l'intégration 


(S+x | de 


27 
___ b dx _ b _A(E)_ 11712 
O(E)= 2aMv A(E)+ cos r Mv ]|4À TAGE)I | [A? (E)— d (19.34) 


si | À (E) | > 1. Substituons (19.34) dans l'équation (19.30): 


_V/1+(e)]. «9.35 


Par conséquent, si wo << 0, le niveau inférieur s'écarte d'autant plus 
de la bande que la largeur 7 est grande et que le rapport 2 est 
grand. Pour w, > 0, c'est le niveau supérieur qui s'écarte de manière 
identique de la bande. 

Calculons à présent la fonction d'onde du niveau dissocié. Subs- 
tituons (19.29) dans (19.26). Compte tenu de la forme des fonctions 
de Bloch, nous poserons u,x (r) Æ u, (0), ce qui donne 


: _… __B exp (ik:) 
Va (2) = Va (—2)=-+ > A (E,)+ cos ka : 
k 


E,= 


9+ 
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Passons de la sommation sur k à l'intégration. Pour z > 0 nous ob- 
tenons 
2x + 
o=+ > Er AL | D Cr) 
NN A(E,)+ cos ka 2x A(Eçg)+cosz 
k 0 


= [42 (E0)—1)2(V 4 (Es) —1—1] A(E0) 1)". (19.36) 


Tant que | À (ÆE,)] > 1, la fonction 38 (z) conservera l'allure de 

la figure 24. Ici | À (£,) | est pris égal à 2. Par conséquent, dans 

l'état d'énergie £,, l'électron est 

36 localisé au voisinage du défaut. 
Ces états sont appelés localisés. 

10 
: $ 20. Méthodes approchées de 

calcul d’états monoélectroniques 


Même lorsque nous connais- 
sons la forme de la fonction W (r), 
’ le calcul théorique des lois de 
dispersion Æ, (k)et des fonctions 
d'onde uxc des états monoélec- 
4| troniques dans les solides se heur- 


ON 


te à de grosses difficultés mathé- 

matiques. On ne peut surmonter 
Fig. 24. Graphe de la fonction 3:(:). ces difficultés que dans les cas les 

plus simples, par des méthodes 
d’approximation. Nous étudierons les deux méthodes le plus souvent 
employées: la méthode des électrons quasi libres et des liaisons 
fortes, et la méthode faisant intervenir le calcul du tenseur inverse 
de masse effective de l’électron au voisinage des extréma de la 
fonction £,, (k). 


20.1. Calcul de la masse effective de l’électron. Dans certains 
cas, au voisinage des extréma de la fonction £, (k), on peut calculer 
le tenseur inverse de la masse effective par la méthode des perturba- 
tions. Supposons pour simplifier que l'extrémum étudié se trouve 
au voisinage de la valeur k, = 0. Ecrivons l'équation de Schrôdinger 
(19.4) sous la forme 


E= +W (r)— Ce (&) | Uka = — Pros (20.1) 


a (k)= Ea k)— À. (20.2) 


Pour les faibles valeurs de k, le second membre de (20.1) peut 
être considéré comme une faible perturbation. Supposons que l’on 
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puisse résoudre (20.1) sans second membre dans une maille élémen- 
taire : 


EE p2+ W (r)—e£ [ui = 0. (20.3) 


Si le niveau c@ n'est pas dégénéré, les solutions de (20.1) au pre- 
mier ordre d’approximation de la méthode des perturbations est 


_ co kyu co (u® | Pu | wc») 
Uk =Ug — +5 Teen 
œ° [e À 


(20.4) 


Tue 


La sommation est effectuée sur les valeurs = x, y, z et sur tous 
les états &” (£a) de l'équation (20.3). Pour tous les cristaux centro- 
symétriques, les éléments matriciels diagonaux (u® | pu | ue 
sont nuls. Conservant les termes quadratiques en k, on trouve pour 
la bande d'énergie « 


À ik = (u£ (0) | Py | u(®) (u£9) | Pu | u(0)) kyku 
EU PR — 


Ea (k) =” 
v, nu, &° 


(20.5) 


Comparant (20.5) à (19.14) on trouve pour le tenseur inverse de la 
masse effective 


(UE | Py Lu) (uf® | Pa | us”) 


= on D — 
5 vu EE (0) __ 9(0) . 
CT mé etu —e0 


On constate que les états d'énergies e£? << e$’ contribuent positi- 
vement à la somme, et les états e° > ec’ négativement. C'est 
pourquoi le tenseur inverse de la masse effective peut être tant posi- 
tif que négatif. L'influence de l’état &’ sur la masse effective de 
l’électron dans l’état & est d’autant plus grande que la différence 
| eD — ea” | est petite. 

“si le niveau e®’ est dégénéré, pour calculer les fonctions d'onde 
E, et uxs, il convient d'utiliser la théorie des perturbations pour 
des états dégénérés. 

Pour illustrer ce calcul du tenseur inverse de la masse effective 
de l'électron, considérons par exemple un cristal uniaxe. Soit z 
l’axe de symétrie (dont l’ordre est au moins égal à 3). L'énergie de 
l’état fondamental, décrit par la fonction d'onde symétrique |s), 
sera choisie comme origine des énergies. Soit e‘°” l'énergie d’un état 
doublement dégénéré de fonctions d'onde | zx) et | y), se transfor- 
mant dans les opérations de symétrie du cristal comme les coordon- 
nées x et y. Soit e® l'énergie de l’état de fonction d'onde | z). 
Nous supposerons que les autres états ont une énergie nettement supé- 
rieure. L'énergie de l’électron dans la bande correspondant à l'état 
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ls) est, conformément à À a égale à 


En) AP (+R) | BIÈRE, 


ri 


A=(s|[p.1T)=(s|P,1y), B=(s|p.1|2). 


Le tenseur inverse de la masse électronique effective de cette bande 
est donc donné par 


m m | À |? m | B |? 
ee D à à me op 
x y 2 1 


20.2. Approximation des électrons presque libres. Supposons que 
le potentiel périodique figurant dans l'équation de Schrôdinger des 
états monoélectroniques ait une amplitude faible. Utilisons la 
méthode des perturbations. A l’approximation d'ordre zéro, l’ha- 

2 
miltonien est H, = — = V2. Ses valeurs propres sont e (k) — = : 
Quel que soit k, elles ur dégénérées, puisque à une valeur e (k) 
correspondent toutes les fonctions qx = 75 € dont le vecteur 
d'onde k est tel que | k | — k. Les éléments matriciels de l’opéra- 


teur de perturbation W (r) correspondent à deux états différant 
d'un vecteur du réseau réciproque. En réalité *) 


_ À : (L' — 3e — Wa k'=k+g, 
Wir = 7 j exp{i(k’—k)r] W(r)d r= | 0, k'æk+p, 
où g est un vecteur du réseau réciproque. La condition k” = k + g 
pour | k” | — | k | est équivalente à la condition 
1 
kg=- £° 


pour tous les vecteurs k situés aux bords de la zone de Brillouin. 


*) Démonstration. Si W(r= W(n+r), alors 


| exp (ikr) W (r) dir — >, [ exp {ik (n+p)] W (n+0) dp= 
L4 n v 


_ ba exp (ikn) | exp (tkp) W (p) dp = 


N | exp(ikp)W (p) dp, k=—g, 


D 


0, k = g. 
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Dans un cristal unidimensionnel, les états sont doublement dégé- 
nérés. Les éléments matriciels non nuls sont 


a/2 
1 . 27 
Wis=WiisW,=T | W (z)exp (i =) dx 
-a/2 
pour À — SE = sn = +1, +2,... C'est pourquoi, pour chaque 


valeur de k. on doit gré les hou de l’équation 


[er + W (2)—E | v(x) =0 


sous la forme 


1 ; 
apr +bpr, q=——exp(ikzr). 
Va 
Nous obtenons alors le système de deux équations 
[E—e(Hja+Wb=0, e(H)=%E, 


Wéa+[£E—e(k)]b=0. 
Ce système admet deux solutions 


E,=c(k)—V]W, |? pour la fonction 4, (x) = y ? sin Æx, 
_ (20.6) 
E,=c(x)+V|W,1]? pour la fonction (x) = l 2 cos kz. 


Ainsi, aux frontières de la zone de Brillouin apparaît une discon- 


tinuité spectrale égale à 2 V/| W, [° W, |. Les énergies (20.6) sont définies 
pour toutes les valeurs des vecteurs d'onde k (voir le schéma dans 
l’espace knélargi de la figure 25, a). En utilisant la propriété de pé- 
riodicité de l’énergie et la propriété d'équivalence des vecteurs d’onde 
différant d'un vecteur d'onde g du réseau réciproque, on peut trans- 
former l'énergie E (k) en une fonction multiforme E,, (k) de vecteurs 
d'onde réduits k (fig. 25, b). Dans ce cas, les états énergétiques se 
divisent en bandes quasi continues. Les états situés à la frontière 
de la zone de Brillouin correspondent à des ondes stationnaires. Si 
l'on s'éloigne de la frontière de la zone, le rôle des perturbations de- 
vient négligeable. 

Dans un cristal tridimensionnel, pour tous les points de la fron- 
tière de la zone de Brillouin correspondant aux principales direc- 
tions, le spectre énergétique présente des discontinuités. 

Pour la majorité des métaux composés d'’atomes à couches inter- 
nes complètes et à couches externes ns et rzp incomplètes, les états s 

t p participent à la conduction. Dans ce cas, la surface de Fermi 
diffère peu de la surface de Fermi calculée dans le modèle des électrons 
presque libres. 
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Les calculs plus complets de la structure de bandes de ces métaux, 
dans l’approximation des électrons presque libres, font l’objet 
de la méthode du pseudo-potentiel de Heine et autres (voir [58]). Dans 
cette méthode, l'interaction de l’électron de conduction avec le 


-27xJa -n/a 0 I/a 27/a -J1/a 0 T/a 
a) l) 


Fig. 25. Energie des états monoélectroniques en fonction du vecteur d onde. 
a) Représentation dans l'espace k élargi, b) énergie en fonction du vecteur d'onde réduit, 


reste de l'atome est décrite par un pseudo-potentiel effectif. Le 
pseudo-potentiel est choisi de manière à ce que ses fonctions propres 
et son énergie soient voisines des fonctions et des énergies de l’élec- 
tron de valence de l'atome. 


20.3. L’approximation des liaisons fortes. Dans les métaux nobles 
et les métaux de transition, dans les terres rares et les actinides, les 
électrons des couches internes incomplètes d et f participent à la 
conduction. Dans ce cas le modèle des électrons presque libres ne 
convient absolument pas. Pour étudier la structure en bandes de ces 
métaux on peut utiliser différentes approximations. Nous considé- 
rerons ici la méthode la plus simple, l'approzimation des liaisons 
fortes. 

Supposons que l'énergie potentielle d'interaction de l’électron 
avec l'ion occupant le nœud n soit représentée par la fonction 
W (r — n). Supposons que l’on connaisse la solution de l'équation 
de Schrodinger 


[2 v+WG-—n)—e]q(r—n)=0, (20.7) 


où n sont les vecteurs du réseau. 
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La liaison forte correspond au cas où, en première approxima- 
tion, on peut négliger le recouvrement des fonctions d'onde de l’équa- 
tion (20.7) relatives à des nœuds différents du réseau. L'approxima- 
tion des liaisons fortes peut décrire l’état fondamental et les premiers 
états excités (20.7). L'expression mathématique de cette approxima- 
tion est 


| qé(r—n)ps(r—n') dr =0 pour nn’. (20.8) 


En raison de l’invariance par translation, les fonctions q, (r) véri- 
fient la relation: 


Pa (r) = Pa (r + n). (20.9} 


Dans un cristal comprenant un ion par maille élémentaire, l'énergie 
potentielle de l’électron est 


W(r)=W (r+m)=>w(r+n). (20.10} 


L’hamiltonien du cristal est donc 
H=—2—vr+W(r). (20.11) 
Si e, est un niveau d'énergie non dégénéré de l'équation (20.7), il 


correspond en première approximation à la fonction d'onde œ, (r) 
N fonctions d'onde de Bloch 


Pro (r) = S' elkn qu (r—n), (20.12) 


chacune d'elles étant caractérisée par un vecteur d'onde situé dans 
la première zone de Brillouin (W est le nombre de mailles élémen- 
taires du cristal). L'énergie correspondant à (20.12) sera 


Eu (k) = (bre | À | Pre) = 24 — D etknws, (20.13) 


Da= — | q"(r+n) [W (x) —w (n)] pr) dr, 
W (r)—w (r) = > w (r—m). 


mA 


(20.14) 


Chaque niveau « atomique » e, non dégénéré dans le cristal 
devient une bande énergétique quasi continue. Les éléments matri- 
ciels (20.14) s’amortissent rapidement lorsque | n | augmente. C'est 
pourquoi dans la somme (20.13) on peut se contenter des ions les 
plus proches du point n = 0. La forme explicite des fonctions £, (k) 
dépend des fonctions d'onde en dehors de la carcasse des atomes et 
de la distance entre les atomes les plus proches. La largeur des bandes 
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d'énergie permises est faible lorsque l’état correspondant «& est 
représenté par une fonction d'onde très localisée. 

Le calcul de (20.13) dans un cristal cubique simple de constante 
a = |a; | (à = x, y, z) donne, lorsque l’on ne tient compte que 
des plus proches voisins 


_ Ea(k)=ea—w9—2w, [cos (ka,) + cos (ka,)+cos(ka,)], (20.15) 
ou 
de — | gr) [W (r)—2 (r)] @ (x) dr, 


da — | g*(r+a)[W (rw (r)]1o(r) dr. 


L'énergie potentielle W (r) — w (r) est négative, donc w, est positif. 

u peut être soit positif, soit négatif. Dans les états atomiques s 
w, >> 0. La largeur des bandes éner- 
gétiques quasi continues (20.15) est 
égale à 12 | w, |. Pour des états de 
grande longueur d’onde, c’est-à-dire 
lorsque ka < 1, l'expression (20.15) 
peut être remplacée par l'expression 
approchée 


E(k)=c, — w, — wa + waa*k*. 
(20.17) 
La masse effective de l’électron dans 
la région du centre de zone est donc 
représentée par l'expression 


ñ2 
— Diva * (20.18) 


Le signe de la masse effective de 
l'électron au centre de la zone de 
Brillouin est donné par le signe 
de w,. 
Fig. 26. Surfaces isoénergétiques Dans la région centrale de la 
dans un réseau cubique simple. zone de Brillouin, les surfaces iso- 
a) Surface isoénergétique dans l'espace énergétiques de l’électron ont une 
k, D) TE ln Jsoénergétiques forme sphérique. Cependant, lors- 
que | k | augmente, ces sphères se 
déforment selon la formule (20.15). 
L'une de ces surfaces isoénergétiques est représentée sur la figure 26, a. 
L'intersection de plusieurs surfaces isoénergétiques avec le plan 
k, — 0 est représentée sur la figure 26, b. Aux frontières de la zone 
de Brillouin, définies par 4; — —+z/a, les dérivées 


0Ea (k) 
ôk:; 


(20.16) 


m* 


= 2aw,sin(k;a;) 0. 


$ 21] DEUXIÈME QUANTIFICATION D'UN SYSTÈME D'ÉLECTRONS 139 


La surface isoénergétique coupe donc les faces de la première zone 
de Brillouin suivant un angle droit. 

Au voisinage des huit sommets de la zone de Brillouin, c'est-à- 
dire pour 


k=(+a,+ta,+a)—q qa<i, 


(les signes plus et moins sont à prendre dans un ordre quelconque), 
l'énergie de l'électron est 


Ea (4) =£e — W9 + 2w, [cos (qa.) + cos (qa,) + cos (qa.)] Æ 
Æ ea—W)+6w,—w,a2q. (20.19) 


Donc, au voisinage des sommets de la zone de Brillouin, la surface 
isoénergétique est aussi sphérique. La masse effective de l’électron 
est m* (où m* est la masse effective de l'électron au centre k = 0). 

Si le niveau d'énergie e, de l'équation (20.7) est L fois dégénéré 
(il lui correspond L fonctions d'onde ®,; (f = 1, 2, . .., Î)), la solu- 
tion de l'équation de Schrôdinger correspondant à l’opérateur (20.11) 
doit être cherchée en première approximation sous la forme 


D— à A Qu (Fr); (20.20) 


qua () = D éltnqu (r—n). (20.24) 


Les coefficients inconnus A; dans (20.20) sont détorminés par le 
système d'ordre 


l 
a [kaf | Æ | kaf”) — ôr Ex (k)] Ag = 0. 


Ce système admet une solution non triviale pour certaines valeurs 
de l'énergie E,. (k) (v = 1, 2, ..., !), &« et k étant fixés. Donc à 
chaque niveau L fois dégénéré du cristal, il correspond / bandes éner- 
gétiques quasi continues dont certaines peuvent se recouvrir totale- 
ment ou partiellement. 


$ 21. Deuxième quantification d’un système d’électrons 


Nous avons montré au $ 19 que les états monoélectroniques du 
cristal sont caractérisés par les fonctions d’onde W,,, (r, s,) et les 


énergies E,., (k) solutions de l'équation (19.5), où k est le vecteur 


d'onde réduit, s, le spin et & les autres nombres quantiques caracté- 
risant l’état monoélectronique du cristal. Par la suite, pour simpli- 
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fier l’ensemble des nombres quantiques k, &, s. sera désigné par une 
seule lettre À. A l'énergie monoélectronique E; correspondra donc 
la fonction d'onde 14:. 

Le champ moyen W (r) de l'équation (19.5) représente l'interac- 
tion d’un électron donné avec tous les autres électrons et les noyaux 
du cristal. C'est pourquoi £, et W; ne caractérisent pas véritable- 
ment des états électroniques, mais des états de quasi-particules, que 
nous appellerons traditionnellement électrons. Ces quasi-particules 
sont des fermions et présentent, comme les électrons, un spin 1/2. 
Il convient cependant de ne pas oublier que la quasi-particule-élec- 
tron reflète les caractéristiques de tout le cristal et ne coïncide pas 
avec l’électron libre. Si nous négligeons l'interaction résiduelle W, 
($ 19), les quasi-particules-électrons n’interagissent pas, autrement 
dit les états 11 sont indépendants. 

Les fonctions #1 constituent un système complet de fonctions 
orthonormées par les conditions: 


D: Loft, 5) que, 52) dir = ênx.. (21.1) 


Dans l’approximation monoélectronique, l'hamiltonien des N élec- 
trons du cristal est 


N 
H = ZA (ri Si) (21.2) 
i= 


où À (r;, S.:) est l'hamiltonien de l’équation (19.5) relative à l’élec- 
tron ài. 

Les états de mouvement des W électrons du cristal sont décrits 
par des fonctions d’onde dépendant de 4W coordonnées (trois coor- 
données d’espace et une de spin pour chaque quasi-particule). Cette 
fonction doit être antisymétrique par rapport à la permutation d’une 
paire quelconque de quasi-particules-fermions. On peut construire 
cette fonction en antisymétrisant les produits des W fonctions 1 
caractérisant chacune les états de mouvement d’une quasi-particule. 
Cependant, en raison de l'identité des électrons, une telle description 
apparaît excessivement détaillée. 

On utilise en général une autre représentation par les nombres 
d'occupation des fermions ([5], $ 86). En vertu du principe de Pauli, 
chaque état monoélectronique #;, (compte tenu du spin) contient 
au maximum un électron. On peut donc décrire complètement l’état 
des N électrons du système en précisant simplement quels sont les 
états monoélectroniques occupés. 

Dans la représentation des nombres d'occupation, toutes les 
grandeurs physiques s'expriment en fonction des opérateurs de créa- 
tion a? et d'’annihilation «; des particules dans l’état #,. L'état 
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normalisé vide sera noté | 0). Il est donné par la condition 
&x | 0) = O0 pour tous les À. (21.3) 


L'état du système à V électrons, dans lequel un électron occupe cha- 
cun des états A, À, + - .» À, eSt décrit par la fonction 


ai ai. di (70 | 0}. (21.4) 


Cette fonction doit être antisymétrique par rapport à l’échange de 
deux électrons quelconques. Pour cela il faut et il suffit que 


{an, aie} — Opne, ais &ar} = 0, (21.5) 
où 
{a, b} = ab + ba. 


L'opérateur du nombre d'électrons dans l’état 11 a la forme 


AA = AÎL).. (21 .6) 


Dans l'état fondamental (température absolue nulle), les élec- 
trons occupent W états monoélectroniques 11, dont l'énergie E; 
vérifie E1 < EF}. Tous les états d'énergie E;, > E} sont vides. 
L'énergie limite E- s'appelle énergie de Fermi. Numérotons les états 
d'énergie Æ; croissante par l'index À; (E1 < Ep). L'énergie de 
l’état fondamental est 

N 


E,= Ÿ E,. (21.7) 
i=1 
La fonction d'onde correspondante est 
[Po)= ai ai, ... ai, | 0). (21.8) 


Les états excités du système correspondent à la transition d'un 
électron d'un état occupé À, vers un état vide À;. Au cours de cette 
transition le système absorbe l'énergie 


E (hkÿ) — E (li) > 0. (21.9) 
L'état final est décrit par la fonction 
ai ca, | Po). (21.10) 


Dans un système à W électrons, les opérateurs du nombre de 
particules (21.5) vérifient l'égalité 


N= Ÿ aie. (21.11) 
À 


Pour passer de la représentation habituelle dans l’espace des coor- 
données des électrons à la représentation par les nombres d'occupa- 
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tion, on fait intervenir les fonctions opératorielles 
FŒO= Saut, Emr, 52 (21.12) 


où 1 (£) est le système orthonormé des fonctions monoélectroniques 
(21.1), &1 sont les opérateurs de Fermi vérifiant les relations de com- 
mutation (21.6). Tout opérateur s'exprimant dans la représentation 
en coordonnées sous la forme d’une somme d'opérateurs de chaque 
électron 


N 
®; (E) = à F (Ei) 


deviendra, dans la représentation en nombres d'occupation, 


= ŸEFOŸE dE) aire, (2143) 
À 
où 


Fi% = | pi (E) F (E) bre (E) dE. (21.14) 


Ici et dans ce qui suit le signe |... dE représente l'intégration sur 


les coordonnées d'espace de l’électron et la sommation sur les varia- 
bles de spin. Dans un cas particulier l'hamiltonien monoélectro- 
nique (21.2) devient 


H=\ Eat. (21.15) 
À 


Les opérateurs s'exprimant dans la représentation en coordonnées 
sous la forme d’une somme d'opérateurs biélectroniques 


F,= Z FE E) (24.16) 
+ J 
deviennent dans la représentation en nombres d’occupation 
Fe= | W@)w FE (EE) WE) V(E dE dE — 


= » ajat Fit aneauan, (21.17) 


Fan À EE) vi (8°) FE, E) bag (8°) Var (E) dE dE”. (21.18) 


Les opérateurs du type (21.16) peuvent représenter les interac- 
tions entre paires d'électrons. On peut donc utiliser la représenta- 
tion par les nombres d'occupation pour les électrons d'un cristal. 
Supposons que dans la représentation en coordonnées l'opérateur 
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d'énergie du système d'électrons soit donné par la somme 


N 
H= S'H(E) + + D W, (Eu, Ep). (21.19) 


i={ î, ) 


Soient Æ}, et Y: (£) les valeurs et fonctions propres de l’opéra- 
teur H (£). Dans la représentation par les nombres d'occupation, 
l'opérateur (21.19) devient 


H= Ÿ Exaie++ Sata, Ware, (21.20) 
À 


« 


ou 
Wanna = À rt) bh (E) W, (8, &) bye (En) ds (E) di dE. (21.21) 


Si l'opérateur d'interactions résiduelles W,, dans la représenta- 
tion en coordonnées, ne dépend que des coordonnées spatiales de 
l’électron, l'élément matriciel (21.21) ne diffère de zéro que si les 
spins des états À et À”, À, et À’ ou 4 et 4’, À, et À” sont identiques. 


21.1. Représentation par trous. Les états faiblement excités 
d'un système constitué de Ÿ quasi-particules-électrons diffèrent 
peu de l’état fondamental ®,. Ainsi, au cours de l'excitation, quel- 
ques niveaux seulement d'énergie inférieure à Æ£- se vident et un 
nombre égal de niveaux d'énergie supérieure à Æ£+ se peuplent. Tous 
les autres états des quasi-particules restent inchangés. C'est pour- 
quoi, à la place des fonctions complexes (21.4) faisant intervenir 
tous les W électrons du système, il convient d'utiliser une repré- 
sentation plus simple. En effet, pour déterminer complètement les 
états excités du système (on suppose que les particules de ce système 
n'entrent pas en interaction), il suffit de préciser la nature des états 
peuplés d'énergie £;. > E-et celle des états vides d'énergie E,<E;. 
Ces états libérés À sont appelés trous. On peut considérer la transition 
d’un état occupé À à un état libre À’ comme la création d’une paire 
de quasi-particules : un électron dans l’état À” et une quasi-particule- 
trou dans l’état À. Dans cette représentation l’état fondamental ®, 
est l'état vide (sans quasi-particule) d'énergie zéro & = * E£, 

AC<F 
(sommation sur tous les états E; << Ek). C'est cette énergie qui ‘sert 
d’origine pour l'énergie d’excitation. Les états excités peuvent 
aussi correspondre à la création de quelques paires trous-particules. 
Le retour à l’état fondamental correspond à l’« annihilation » de la 
paire électron-trou. 

Cette description des états excités d’un système de fermions s’ap- 
pelle représentation par trous. Dans une telle description nous n’avons 
à nous référer à l’électron que lorsqu'il vient occuper un nivean 


144 ÊÉTATS MONOËLECTRONIQUES DANS UN CRISTAL [CH. V 


énergétique vide à l’état fondamental et libère un niveau énergé- 
tique précédemment occupé (apparition d’un trou). Par rapport à 
l’électron considéré, le trou est une antiparticule. L'’annihilation 
électron-trou correspond au retour de l’électron à l’état antérieur. 

Pour décrire la création et l’annihilation de paires électron-trou, 
qui sont des quasi-particules, introduisons, avec les opérateurs de 
création et d’annihilation des électrons ai et æ&\1 pour les états 
E;, > Er, les nouveaux opérateurs fi et B; (pour Æ;, < E}) corres- 
pondant à la création et l'annihilation du trou dans l’état À. 

L'indice À caractérise l’état k, &, s,. L'annihilation d’un électron 
dans cet état équivaut à la création d’un trou dans l’état —k, &, —s.. 
Cet état sera noté simplement —À. Ainsi les opérateurs de création 
et d'annihilation des trous sont reliés aux opérateurs correspondants 
des électrons par 


Bi =); B;. —= aix si E,< Er. (21.22) 


L'état vide dans la représentation par trous est défini par les con- 
ditions 
aD, = 0 si £1 > EF et BaDo = 0 si E1 < Er 
qui indiquent qu'il n’y a pas d'électrons d'énergie E1 > E et de 
trous d'énergie E;, < E». 
Une excitation élémentaire correspond à l'apparition d’une par- 
ticule dans un état d'énergie supérieure à l'énergie de Fermi, et à 


l'apparition d’un trou dans un état d'énergie inférieure à l’énergie 
de Fermi. Dans ce cas 


D aitu D Pifrs 

AP) Mer) 
c'est-à-dire que le nombre d'électrons est toujours égal au nombre 
de trous. 


Les énergies des particules sont comptées positivement au-dessus 
du niveau de Fermi 


—E,—Er>0 (énergie de l’électron). (21.23) 

et les énergies des trous positivement en dessous du niveau de Fermi 
eM—Er—E,>0 (énergie du trou). (21.24) 

Ainsi l'énergie d’excitation du cristal sera définie par l’hamiltonien 


AH=H—E,= ° eajait D efBiBre (21.25) 
SP MEP) 
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$ 22. Classification des solides d’après le spectre énergétique 
des états monoélectroniques 


La fonction £,,. (k), caractérisant l'énergie des états monoélectro- 


niques, est une fonction quasi continue du vecteur d'onde k prenant 
N valeurs dans la première zone de Brillouin (œ et s, sont fixés). 
L'ensemble de toutes les valeurs de E,. (k) pour tous les k constitue 


la bande des énergies permises. Ces bandes peuvent être séparées 
par des régions interdites. Elles peuvent aussi se recouvrir partielle- 
ment, mais elles conservent leur individualité lorsqu'elles se rap- 
portent à des représentations irréductibles différentes du groupe fac- 
teur du cristal. 

Au zéro absolu, les électrons du cristal occupent les états mono- 
électroniques d'énergie la plus basse. Leur distribution répond au 
principe de Pauli. L'énergie de Fermi a été définie au $ 21 : au zéro 
absolu, tous les états d'énergie inférieure sont occupés et tous les 
états d'énergie supérieure sont vides. La surface isoénergétique cor- 
respondante est appelée surface de Fermi. 

De nombreuses propriétés du cristal (optiques, électriques, etc.) 
sont déterminées par la structure des bandes énergétiques et la 
position du niveau de Fermi. Supposons que le niveau de Fermi £E} 
soit situé à l’intérieur d'une bande des énergies permises, ou à la 
limite supérieure d’une bande partiellement recouverte par une 
bande d'énergie supérieure. Il y a dans ce cas des niveaux vides d'’é- 
nergie tout proche de E.. En particulier, il suffira d'appliquer un 
faible champ électrique pour que les électrons du cristal transitent 
vers des états correspondant à la propagation d'un paquet d'ondes 
porteur de charge négative. Les solides possédant ce spectre énergé- 
tique sont appelés métaux (fig. 27). 

Seuls les électrons dont l’énergie est voisine de E, participent à 
la conduction métallique. Pour modifier les états des électrons des 
bandes internes entièrement occupées, il faut appliquer une énergie 
sensiblement plus importante, parce que les états d'énergie voisine 
sont tous occupés. Seuls les électrons des bandes partiellement rem- 
plies participent à la conduction. Ces bandes s'appellent bandes de 
conduction. La bande remplie la plus proche de la bande de conduc- 
tion est appelée bande de valence. 

Tous les solides contenant un nombre impair d'électrons dans 
la maille élémentaire sont des métaux. En réalité, les niveaux éner- 
gétiques des électrons sont dégénérés par rapport aux deux projec- 
tions du spin, et, de tous les états de la bande de conduction, seule- 
ment la moitié est occupée par un nombre impair d’électrons. Tous 
les métaux alcalins, le cuivre, l'argent, l'or et l'aluminium sont de 
ce type. Par exemple, dans la maille élémentaire d'un cristal de 
lithium il y a trois électrons. Ils remplissent une bande et demie — 
deux électrons de spins inverses remplissent la bande (1s) et le 
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troisième occupe la moitié de la deuxième bande (2s). Les atomes à 
nombre pair d'électrons peuvent aussi constituer des métaux, à 
condition que l'énergie de Fermi coïncide avec une région de recouvre- 


Bandes de conduction 
PE EE is] 
D LLLML LS 
LL LLL SL MM LS à 
LCL LLC LL LL 0) 
PO TOCLLL SL LL D 
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CM dl M M M fé de. dl dl) VLSSSSS S SN Sa 
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Bandes de valence 


Bandes de conduction 
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Bandes de valence 


Bande de conduction 


e) 


Bande de valence 


D - niveaux accepteurs 
X — niveaux: donneurs 
© - électrons 

O - trous 


Fig. 27. Schémas des niveaux énorgéti- 
ques des solides. 


a) Diélectrique, b) métal possédant un électron 

de valence par atome, c) semi-conducteur de 

type p, d) semi-conducteur de type n,e) semi- 
m . 


ment des bandes énergétiques. 
Les alcalino-terreux, l’étain, 
le plomb, l’arsenic, l’antimoi- 
ne, le bismuth., etc., sont de ce 
type. 

Supposons que l'énergie de 
Fermi coïncide avec la limite 
supérieure d’une bande énergé- 
tique, la bande vide d'énergie 
supérieure étant séparée de la 
première par un certain inter- 
valle énergétique. Au zéro ab- 
solu, un tel solide sera un dié- 
lectrique. Dans ce cas, pour 
modifier l’état des électrons, 
il faut leur fournir une énergie 
au moins égale à la largeur de 
la bande interdite. Cette bande 
d'énergies interdites, séparant 
la bande pleine de la bande 
vide, a une largeur qui dépend 
de la nature du cristal. Par 
exemple pour le diamant, elle 
vaut 6 à 7eV, pour le sulfure 
de cadmium 2,5 eV, lesilicium 
41,11 eV, le germanium0,72eV, 
l'étain gris 0,1 eV. Tous ces 
corps, à l’état pur au zéro ab- 
solu, sont des isolants. Le dia- 
mant reste un bon isolant à la 
température ordinaire, parce 
que l'énergie d’agitation ther- 
mique ne suffit pas à faire pas- 
ser des électrons de la bande de 
valence à la bande de conduc- 
tion. 

Pour le germaniumet le si- 
licium, les bandes pleine et vide 


sont assez proches l’une de l’autre. Dans ce cas, à la température ordi- 
naire, un certain nombre d'électrons passe de la bande pleine à la bande 
vide. Des électrons apparaissent dans la bande de conduction et 


des trous dans la bande de valence. 


Dans ce cas les électrons des 


deux bandes participent à la conduction. 
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Lorsque les places libérées dans la bande de valence sont peu 
nombreuses, au lieu de traiter le mouvement de tous les électrons 
de cette bande, on se contente d'étudier le mouvement des trous 
Ainsi, la conduction dans des cristaux très purs de germanium ou 
de silicium est due au mouvement des électrons dans la bande de 
conduction presque vide (conduction électronique) et au mouve- 
ment des trous dans la bande de valence presque pleine (conduction 
par trous). La conduction du germanium et du silicium augmente 
avec la température puisqu’un nombre de plus en plus grand d'’élec- 
trons vient occuper la bande vide et libère la bande pleine. 

Les solides dont la conduction, nulle au zéro absolu, augmente 
de manière significative avec la température sont appelés semi-con- 
ducteurs. Dans les semi-conducteurs purs, la conduction est due au 
peuplement thermique de la bande vide, elle concerne à la fois les 
électrons et les trous. 

Les semi-conducteurs contenant des impuretés ont une grande 
importance pratique. Une faible quantité d’atomes étrangers peut 
influencer la conduction de deux manières: soit en plaçant des 
électrons dans la bande de conduction, soit en enlevant des électrons 
à la bande de valence, et en y formant des trous. Par exemple, si 
on introduit dans un cristal de silicium un petit nombre d’atomes 
d’arsenic, ces atomes, à la température ordinaire, ont tendance à 
perdre un électron. Ce dernier vient se loger dans la bande de con- 
duction du silicium. Plus la concentration en atomes d’arsenic est 
grande, plus la température est élevée, plus il y a d'électrons dans la 
bande de conduction. Les atomes d’impuretés susceptibles de donner 
leurs électrons à la bande de conduction du cristal sont appelés 
donneurs. Les semi-conducteurs contenant ces impuretés sont appelés 
semi-conducteurs de type n (conduction électronique) (voir fig. 27). 

La présence d’atomes de bore dans un cristal de silicium peut 
conduire à la capture, dans la bande de valence, d'un certain nombre 
d'électrons. Cette opération nécessite aussi une certaine énergie. 
Les atomes enlevant des électrons aux bandes pleines du cristal 
sont appelés accepteurs. Les semi-conducteurs de ce type sont appelés 
semi-conducteurs de type p. Dans ces cristaux la conduction est assurée 
par les trous (voir fig. 27). 

Dans les solides, les centres donneurs et accepteurs ne sont pas 
nécessairement des atomes étrangers. Ils peuvent correspondre à 
d’autres hétérogénéités du réseau, par exemple à des atomes en 
excès ou des atomes manquants dans le réseau du cristal. Les lacunes 
ou les atomes interstitiels jouent le rôle d’une impureté. Naturelle- 
ment, dans des semi-conducteurs à impuretés, le nombre de trous dans 
la bande de valence n'est pas égal au nombre d'électrons de la bande 
de conduction. 

Les cristaux intermédiaires entre les métaux et les semi-conduc- 
teurs présentent d'intéressantes propriétés. On les appelle semi-mé- 
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daux. Dans les semi-métaux les bandes de valence et de conduction 
se recouvrent partiellement (voir fig. 27). C’est pourquoi, même 
au zéro absolu, une partie des électrons de la bande de valence passe 
dans la bande de conduction (en formant des trous). En fin de compte 
les semi-métaux ont des trous dans la bande de valence et un nombre 
égal d'électrons dans la bande de conduction. Contrairement aux 
métaux, la conduction des semi-métaux augmente avec la tempéra- 
ture, parce que le nombre d'électrons dans la bande de conduction et 
le nombre de trous dans la bande de valence augmentent. Dans les 
métaux, le nombre des éiectrons de la bande de conduction est indé- 
pendant de la température; et, lorsque la température augmente, 
l'énergie des électrons de conduction diminue en raison de l'inte- 
raction croissante avec les phonons. 

lien que les semi-métaux aient le même nombre d'électrons et 
de trous, leur rôle dans la conduction n’est pas nécessairement le 
même en raison de leurs différentes mobilités. 

Les atomes de bismuth et d’antimoine forment des semi-métaux. 
Ils ont cinq électrons sur l'orbitale externe et forment des cristaux 
à réseaux cubiques légèrement distendus dans une direction parallèle 
à la diagonale du cube, c’est-à-dire à l'axe d'ordre trois. De tels 
cristaux présentent une grande anisotropie. Le cristal pur de bismuth 
est un semi-métal. I1 a 106 fois moins d'électrons que le cuivre mais 
sa résistance dans certaines directions n’est que 100 fois plus faible, 
en raison de la très grande mobilité des électrons et des trous dans ces 
directions. Dans le bismuth et dans les alliages riches en bismuth, 
la mobilité des électrons (dans des directions cristallographiques 
déterminées) est sensiblement plus grande que celle des trous. C'est 
pourquoi ces alliages sont de type 7. Dans l’antimoine et dans des 
alliages riches en antimoine la mobilité des trous est plus grande, el. 
cès alliages sont de type p. 

Le bismuth et l’antimoine sont miscibles en toutes proportions. 
Dans les alliages bismuth-antimoine, les propriétés semi-métalliques 
n'apparaissent que lorsque la proportion d'antimoine est inférieure 
à 5 % ou supérieure à 40 %. Dans les autres proportions, l’alliage 
est semi-conducteur puisque, pour des températures inférieures à 
220 °C, une bande interdite apparaît entre la bande de valence et la 
bande de conduction. 

Pour certains semi-conducteurs (CdS, ZnS, CdSe, ZnO, etc.), 
contrairement à la structure habituelle en bandes, les énergies extre- 
males ne correspondent pas à des points singuliers de la première zone 
de Brillouin. Dans le type de structure prévue par Rashba et Sheka 
521, l’extrémum est obtenu sur une circonférence, et les surfaces iso- 
énergétiques, pour de faibles valeurs de l'énergie, ont la forme d'un 
tore. Une telle surface isoénergétique a été mise en évidence par 
toute une série d'expériences [53, 54]. La loi de dispersion au voisi- 
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nage du centre de zone est caractérisée par deux branches 
h?k° 


h? o : 
Sn 7- YU HA k,) For 
Pour de faibles énergies e_ correspond à un tore de section droite 
elliptique. 


$ 23. Surfaces isoénergétiques 


Dans les métaux et les semi-conducteurs, les porteurs de charge — 
électrons dans la bande de conduction et trous dans la bande de 
valence, — sont des quasi-particules. Leurs propriétés diffèrent 
considérablement de celles des particules libres. Les propriétés dyna- 
miques d’une quasi-particule sont déterminées par la relation fonc- 
tionnelle entre son énergie et son vecteur d'onde (quasi-impulsion). 
Cette dépendance est appelée loi de dispersion. 

Pour toutes les particules libres, la loi de dispersion standard 

2L2 
est E (k) = À 
l'énergie d’une quasi-particule Æ,, (k) dans un cristal est une 
fonction périodique composée du vecteur d'onde. Dans l’espace des 
k la dépendance E,. (k) peut être représentée par des figures géomé- 


triques : les surfaces isoénergétiques, reliant les points de l'espace k 
correspondant à une même valeur de l'énergie. 

Pour une particule libre, les surfaces isoénergétiques sont tou- 
jours sphériques. Les surfaces isoénergétiques de l’électron dans la 
bande de conduction ou du trou dans la bande de valence ont une 
forme très compliquée. Le calcul théorique de ces surfaces ne peut 
être réalisé qu’au prix d’approximations très grossières. Comme 
nous l’avons montré au $ 20, même pour un réseau cubique simple, 
ces surfaces sont sphériques seulement au voisinage du centre de la 
zone de Brillouin et de ses huit sommets. 

Lifshitz, Kaganov et coll. {551 ont apporté une contribution im- 
portante à l'étude des surfaces isoénergétiques des électrons dans les 
métaux. La monographie de Harrison ([56] est consacrée à l’étude 
théorique du spectre énergétique des électrons dans les métaux. 

La structure des surfaces isoénergétiques dans la bande de valence 
dépend de l’énergie et des élements de symétrie du cristal. Au voisi- 
nage des valeurs extrémales de Æ,, (k) dans la zone de Brillouin 


(pour des valeurs de k, telles que Ecs, (k,) soit maximum ou mini- 


mum), les surfaces isoénergétiques dans l’espace k sont fermées. Si 
l’on se rapproche infiniment de k,, elles deviennent des ellipsoïdes. 
Dans ce cas les valeurs principales de la masse effective sont positi- 
ves si en ce point l'énergie est minimale et négatives si l'énergie 
est maximale. Une surface isoénergétique fermée au voisinage d'un 
minimum délimite une région de l’espace k, où l'énergie est infé- 


, où m est la masse de la particule. Au contraire, 
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rieure à sa valeur à la surface. Par conséquent, la vitesse de groupe 
de l'électron va = TL gradx E (k}), normale à la surface isoénergéti- 


que, est dirigée vers l’extérieur de cette surface. Au voisinage d’un 
maximum, une surface isoénergétique fermée délimite une région où 
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Fig. 28. Exemples simples de surfaces isoénergétiques. 
a) Fermée, b) ouverte dans la direction k,, c) ouverte dans les directions ko Ru Re 


l'énergie est supérieure à sa valeur à la surface, et la vitesse v, est 
dirigée vers l’intérieur. 

Au fur et à mesure que l'on s'éloigne du minimum ou du maxi- 
mum, les surfaces isoénergétiques, tout en restant fermées, se dé- 
forment. Comme la fonction E,,, (k) est périodique, de période 
égale à la période du réseau réciproque, ces surfaces isoénergétiques 
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se répètent de maille en maille dans tout l’espace k. Entre les sur- 
faces fermées simples que nous venons d'évoquer viennent alors 
s’intercaler des surfaces plus complexes se recoupant sur elles-mêmes 
et ouvertes lorsqu'elles se prolongent sans discontinuité dans tout 
l’espace k. Ces surfaces ouvertes peuvent être aussi mono ou plurilo- 
bées. Les cas les plus simples de surfaces isoénergétiques fermées et 
ouvertes sont représentés sur la figure 28. Les surfaces ouvertes peu- 
vent avoir une structure très complexe, on les appelle monstres. 


$ 24. Densité d’états électroniques 
dans l’échelle énergétique 


Lorsque l’on s'intéresse aux excitations de faible énergie, il con- 
vient d'étudier la région de l’espace k au voisinage immédiat de la 
surface de Fermi. Le remplissage des états à l’intérieur de la surface 
de Fermi dépend de la densité d'états quantiques p (E) rapportée 
à l'unité d'énergie. 

Les états électroniques sont distribués de manière homogène dans 
l'espace k et de manière inhomogène dans l'échelle énergétique. Si 
l’on note pour simplifier la multiplicité de dégénérescence d’un ni- 
veau k par la lettre g *), dans un volume V du cristal, le volume de 


P 3 ; 7 
l'espace k affecté à un état sera ee (voir $ 4). Le nombre d'états dN 
dont l'énergie est comprise entre e et e + de sera donné par 


| _ dedS « V<1< 
Sachant que dk — Terad Le] où dS est l'élément de surface 


isoénergétique, nous obtenons l'expression finale de la densité d’états 
dans l'échelle a, 


AOL T = Fur | TU (k)1° (23:1) 


L'intégration s'étend à toute la surface isoénergétique dans les limi- 
tes de la zone de Brillouin, que cette surface soit fermée ou non. 

En particulier, dans l’approximation d’une masse effective iso- 
trope c (k) = #*k’/2m*. Par conséquent, | gradx e (k) | —#?|k |/m*, 
$as — 4nk? et 


mV |k 
PO == pipe (Cm) Ve. (24.2) 
*) Dans les métaux alcalins Li, Na, K,..., un seul électron s de la maille 


élémentaire participe à la bande de conduction, c'est pourquoi g = 2. Pour 
les bandes p et d les valeurs de g sont respectivement égales à 6 et 10. 
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Si la surface isoénergétique est ellipsoïdale, il suffit de remplacer 
dans (24.2) (m*)$® par V m*mÿm?. 

Dans l’approximation des liaisons fortes (voir $ 20.3), pour un 
réseau cubique simple la loi de dispersion est 


e (k) — + (3— cos ka, — cos ka, — cos ka), (24.3) 


où Z est la largeur de la bande (l'origine des énergies correspond à 
l’énergie au point k = 0). Au voisinage du centre de zone, l'énergie 
des électrons est 


= h2k2 .  6A° 


Im* ? M=—- ak & (24.4) 


a°L ? 


et la densité d'états est donnée par la formule (24.2). Au voisinage 


ê Û 
P P P 
a) ô) b) 
Fig. 29. Densité d'états monoélectro- Fig. 30. Structure énergétique de 1a 
niques. bande supérieure d'un métal uui- 
a) Approximation des liaisons fortes, b) ap- valent (a) et d'un diélectrique (b) dans 
proximation des électrons quasi libres. l'approximation des électrons quasi 


libres. 


des sommets du cube formant la première zone de Brillouin, l’ex- 
pression (24.3) donne approximativement 


(D = ue + Le m=—m, qamkatn<l, (24.5) 


et, au voisinage du haut de la bande, la densité d'états est 


pt)=E() VIe (24.6) 
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Sur la figure 29 on a représenté, dans l’approximation des liaisons 
fortes, la variation de la densité d'états p (e) en fonction de l'énergie. 
Dans l’approximation des électrons quasi libres, la densité d'états 
est parabolique (24.2), sauf au voisinage des sommets de la zone de 
Brillouin où elle s’annule. 

Si les bandes énergétiques se recouvrent, la densité d'états totale 
est la somme des contributions apportées par chaque bande. 

Sur la figure 30 on a représenté la structure de bandes d'énergie 
supérieure d'un métal univalent et d’un diélectrique dans l’appro- 
ximation des électrons quasi libres. Dans un métal univalent, la 
moitié de la bande de conduction est remplie et la surface de Fermi 
est sphérique. Dans l’état fondamental, la bande de conduction du 
diélectrique est vide et la bande de valence est complète. Les états 
excités correspondent à la transition d’un électron de la bande de 
valence à la bande de conduction. 

Dans la représentation par trous (voir $ 21.1), on compte toutes 
les grandeurs physiques à partir de l’état fondamental « vide » 
(sans particules). Au voisinage du haut de la bande de valence, l’élec- 
tron porte une charge négative et a une masse effective négative 
(24.5). I] lui correspond un trou (de charge positive) de masse effec- 


tive positive mf — —m* — Gh*/a°L. L'énergie du trou ce, est 
évaluée à partir du bord supérieur de la bande de valence 
ee (q)=L—e (q) = #?q7/2mr. (24.7) 


Plus le trou se rapproche du bord supérieur de la bande de valence, 
plus son vecteur d'onde q et son énergie diminuent. L'« immersion » 
du trou correspond à l'augmentation de son énergie. 


$ 25. Statistique des électrons dans les solides 


Dans l’état D, de plus basse énergie, les N électrons de la bande 
de conduction remplissent tous les niveaux d'énergie inférieure ou 
égale à l'énergie de Fermi e- évaluée à partir du bas de la bande. 
Tous les niveaux d'énergie supérieure à e- sont vides. Un tel état 
du système d'électrons est dit complètement dégénéré. Si le système: 
des N électrons est en équilibre thermique à la température @ (expri- 
mée en unités énergétiques), la distribution des électrons selon les 
énergies de la bande de conduction suit la fonction de distribution de 
Fermi 


IL Ce) = (1+ exp AE GE)", (25.1) 


Cette fonction définit le nombre moyen d'électrons dans l’état k, 
dont l'énergie, comptée à partir du bas de la bande de conduction, 
est égale à € (). Dans l'expression (25.1) figure une grandeur u 
homogène à une énergie. u s’appelle potentiel chimique, il est aussi 
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compté à partir du bas de la bande. Il est déterminé par la condition 
de normalisation de la distribution (25.1) sur le nombre total d'élec- 
trons 


N,= 5 (1+exp TE lé (25.2) 
+ 


Lorsque 6 —>0 (dégénérescence totale), la fonction (25.1) est 
égale à l'unité pour toutes les valeurs de l'énergie e (k) < u et 
nulle pour e {(k) > u. Le potentiel chimique d’un gaz électronique 
au zéro absolu coïncide avec l'énergie de Fermi. Pour des tempéra- 
tures différentes de zéro, le potentiel chimique est défini par l’expres- 
sion (25.2). C'est une fonction implicite du nombre d'électrons 4, 
et de la température 6. Si on veut obtenir une forme explicite du 


potentiel chimique, il faut passer de la sommation à l'intégration 
dans (25.2) 


Les 


= | 5 p (e) de, (25.3) 
0 


où p (e) est la densité d’états dans l’échelle énergétique ($ 24). Sup- 
posant la masse effective isotrope, p (e) est donné par l’expression 


(24.2) et 
mere) "r(S) 60 


Fo Ve - (25.5) 
Lorsque la dégénérescence est totale (@ —>0) 
2 3/2 
F (u/8) = Vrdz=— (+) 


par conséquent, 


2V [m* h? [6nN, \ 2/3 
N,= HET (er 3 (7) + (5.6) 


L'énergie de Fermi est d’autant plus élevée que la densité d’élec- 
trons est plus élevée, et que la masse effective est plus petite. Dans 
les métaux, l'énergie de Fermi des électrons de conduction est 3 à 
5 eV. Cette énergie est tellement supérieure à l'énergie d'agitation 
thermique moyenne à des températures égales ou inférieures à la 
température ordinaire (6 Æ 0,03 eV) que la fonction de distribution 
(25.1) ne dépend pratiquement pas de la température 6 < er. 


3/2 
) ou UL=Cr—= 
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De tels états du système d’électrons sont appelés dégénérés. La tem- 
pérature 6, = cÆk est la température de dégénérescence. 

Dans les semi-conducteurs l'énergie de Fermi vraie, définie 
comme l'énergie maximale possible pour les électrons au zéro absolu, 
coïncide avec le haut de la bande de valence. Au zéro absolu la 
bande de conduction ne contient pas d'électrons. A la température 
ordinaire, la densité d'électrons dans la bande de conduction est 
habituellement de 1011 à 101 cm-*. Si ce nombre d'électrons ne dimi- 
nuait pas avec la température, l'énergie de Fermi du système serait 
de 10719 à 10-7 eV (comptée à partir du bas de la bande de conduction) 
et la température de dégénérescence de 10-% à 10-4 K. Par consé- 
quent, à la température ordinaire, les électrons de la bande de con- 
duction sont loin de la dégénérescence. 

Dans les semi-métaux et dans les semi-conducteurs fortement 
dopés la densité d'électrons varie avec la concentration en impuretés 
de 1018 à 10?! cm. Si N,/V = 101% cm*, l'énergie de Fermi est 
+0,03 eV. Cette grandeur est comparable à l'énergie d’agitation 
thermique moyenne à la température ordinaire. Dans ce cas, l’état 
du système d'électrons est intermédiaire entre la dégénérescence et 
la non-dégénérescence. Pour 6 << 10 e- on obtient à partir de (25.4) 
l'expression approchée 


me (EE) (2) +] 


Compte tenu de (25.6), on peut exprimer à partir de là le potentiel 
chimique en fonction de l'énergie de Fermi 


ni / 6 \2 

25.1. Potentiel chimique des semi-métaux et des semi-conducteurs. 
Variation du potentiel chimique avec la température. Dans les mé- 
taux, le gaz électronique est dégénéré même à la température ordi- 
naire. Dans ces conditions 6 < cr, le potentiel chimique (25.6) 
coïncide pratiquement avec l'énergie de Fermi; par conséquent, il 
ne dépend pas de 6. Dans les semi-métaux et les semi-conducteurs, 
à la température ordinaire la dégénérescence est détruite et le poten- 
tiel chimique dépend notablement de la température. En l'absence 
de dégénérescence, un certain nombre d'états d'énergie supérieure à 
l'énergie de Fermi sont partiellement peuplés. Dans ce cas, pour des 
états tels que e > pu 


{ (e)= (exp +1)” & 1, (25.8) 


ou 


exp < 


ES 1 
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Donc, en l'absence de dégénérescence, la fonction de distribution 
(25.8) coïncide avec la fonction de distribution de Maxwell-Boltz- 
mann 


f(c) = exp À (25.9) 
Substituons l'expression (25.9) dans (25.3). Nous obtenons 
*@ \ 3/2 
N.=Aene, A,=gV (5 + ) (25.10) 


S'il n’y a pas dégénérescence, le potentiel chimique des électrons 
(compté à partir du bas de la bande de conduction) s'exprime à partir 
de (25.10) 


u — Om (&)"]<0. (25.11) 


De simples considérations qualitatives permettent de comprendre 
pourquoi en l'absence de dégénérescence le potentiel chimique est 


5 ee ne ee Re A Lara _ 
Z (/ ê, £ 


Fig. 31. Distribution des électrons suivant les états énergétiques. 


négatif. D’après (25.1), lorsque 6 =£ 0, le potentiel chimique est 
égal à la valeur de e satisfaisant à f (e) — + . En l'absence de dégé- 


nérescence, 6 5 ek et f (e) € 1 quel que soit e > 0. Prolongeons 
formellement la courbe f (e) dans la région des énergies négatives 


(fig. 31). La valeur f (e) — est atteinte pour une valeur négative 


de e et donc pour celle du potentiel chimique u. 

Si l’on désigne par e, la différence d'énergie entre le bas de la 
bande de conduction et le haut de la bande de valence (gap), l'énergie 
des trous e, comptée à partir du bas de la bande de conduction, est 
négative 

R2k2 
er (k)=—e—ex, = (25.12) 


2m? ’ 


où m? > 0 est la masse effective du trou. La fonction de distribu- 
tion des trous suivant les états énergétiques de la bande de valence 
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correspondant à des k différents est 
fee) =1—f (0h) = (1+exp RQ), (25.13) 
En l'absence de dégénérescence 
fe (ex (k))=exp (— EE) 1. (25.14) 


La densité d'états des trous dans la bande de valence s'exprime 
de la même manière que la densité d'états (24.2) des électrons dans 
la bande de conduction 


y [ 2m? 3/2 _ 
pe(r)=r (5) Ver (25.15) 


Le nombre total de trous dans la bande de valence est donc 


GO 


gt 
Ne= | pete) f (C1) des = Avexp (——), 
0 (25.16) 
m*e \ 3/2 
AE (sr) | 


Dans les semi-conducteurs intrinsèques (purs) l’électroneutralité 
est traduite par l'égalité entre le nombre des électrons de la bande 
de conduction et le nombre des trous de la bande de valence. Egalant 
les expressions (25.10) et (25.16), nous obtenons le potentiel chimi- 
que des électrons et des trous dans un semi-conducteur pur: 

1 1 ge (M \°/ = 

u=—-c,;+-0In [-Æe (—+) |. (25.17) 

Le deuxième terme de l'expression (25.17) est beaucoup plus petit 

que le premier (on suppose que la température n’est pas trop élevée), 
ce qui permet de poser 


nee, (25.18) 


Le potentiel chimique des électrons de conduction et des trous 
de la bande de valence d’un semi-conducteur pur est presque au 
milieu de la bande interdite séparant les deux bandes. 

Dans certains livres de théorie du solide (par exemple dans [57, 
58]), l'énergie correspondant au potentiel chimique est appelée niveau 
de Fermi. Cette dénomination nous paraît absolument inadéquate. 
On entend habituellement (voir $ 22) par niveau de Fermi le niveau 
monoélectronique réel où s'arrête le remplissage des états électroni- 
ques au zéro absolu. Dans un semi-conducteur pur, le niveau de 
Fermi coïncide avec le haut de la bande de valence. Le potentiel 


» 


chimique ne correspond pas à un niveau réel. C’est seulement un 
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paramètre des distributions de Fermi (25.1) et (25.14). Dans un 
système métallique, il coïncide avec le niveau de Fermi seulement 
au zéro absolu. Pour des températures élevées il est négatif (25.11), 
c'est-à-dire qu’il est situé dans une région d'énergie interdite aux 
électrons. Dans les semi-conducteurs purs, le potentiel chimique, 
pour des températures peu élevées, reste situé au voisinage du centre 
de la bande interdite. 

L'appellation malheureuse ci-dessus mentionnée conduit parfois 
à une interprétation erronée. Ainsi, dans le livre [57] (chap. 12, 
$ 4, page 323) il est dit à propos du niveau de Fermi identifié au 
potentiel chimique: « C’est un niveau étalon à partir duquel les 
électrons et les trous sont excités. » En réalité pour une énergie égale 
au potentiel chimique il n'y a ni trou, ni électron. Les transitions 
quantiques dans les semi-conducteurs ont lieu entre des états mono- 
électroniques réels constituant les bandes de valence et de conduc- 
tion. 

Substituant (25.7) dans (25.10) et (25.16) on trouve le nombre 
d'électrons et de trous dans les bandes correspondantes 


Ne=Ni=V V gegi | se )” exp (—-#). (25.19) 


4n3nt 


Définissons la position du potentiel chimique dans un semi-con- 
ducteur, contenant dans la bande interdite les niveaux d'énergie 
discrets d’une impureté. Supposons que les atomes de l’impureté 
soient donneurs, et que leurs niveaux e,; &e, soient proches du 
bas de la bande de conduction. Dans un tel semi-conducteur, les 
électrons de la bande de conduction peuvent avoir deux origines: 
ils proviennent soit des niveaux donneurs, soit de la bande de valence. 

Pour conserver l’électroneutralité du cristal, il convient d'’éga- 
liser le nombre d'électrons W, de la bande de conduction au nombre 
de trous W, de la bande de valence augmenté du nombre n, d'atomes 
d’impureté ionisés une seule fois: 


Ne=Nitnu. (25.20) 


Si Né” est le nombre d'électrons fixés sur les atomes d'impureté 
au zéro absolu, conformément à (25.1), à la température 6, ces im- 
puretés ne contiendront plus que 


Na=N#f (—e) = 


N& 
te (25) 


électrons. Ainsi le nombre d'électrons ayant passé dans la bande de 
conduction sera 


na= Na NN [1+exp ÉÈe |”, (25.21) 


$ 25] STATISTIQUE DES ÉLECTRONS DANS LES SOLIDES 159 


Substituant (25.10), (25.16) et (25.21) dans (25.20) nous obtenons 
une équation transcendante définissant le potentiel chimique 


À, exp+ — A,exp (— ere ] + NY [1+exp Ets |” . (25.22) 


Lorsque la température . cristal est trop faible pour assurer le 
transfert des électrons de la bande de valence à la bande de con- 
duction, 


e 
a (Ÿ5) € 4 

l'égalité (25.22) se simplifie : 
À, exp Ne (exp t £a + 1) '. 


cette équation est quadratique en exp : : sa résolution donne 


p=—e+eimt(l/ 1+ (2 eue 4). (25.23) 


Pour des températures basses, le deuxième terme dans le radical 
devient grand par rapport à l'unité et on obtient 
Na [Ont \3/2 ed 
Se ‘à 9 
eV (555 expS. (25.24) 
Par conséquent, pour © = 0, le potentiel chimique se trouve au 
milieu de l'intervalle séparant les niveaux donneurs du bas de la 
bande de conduction. Lorsque la température augmente, le potentiel 
chimique commence par augmenter, puis le radical devient infé- 
rieur à l'unité et le potentiel chimique diminue. Au cours de cette 
variation, tant que l'inégalité 


No ( Onh3 ‘ & exp ( —<) (25.25) 


eV m?6 
est satisfaite, on peut développer la racine carrée (25.23) en série. 
Au premier ordre nous obtenons 


NO on \ 3/2 
u&6ln| (556 ) je (25.26) 
Prenons le logarithme de l'inégalité (25.25). Compte tenu de (25.26), 
cette inégalité se simplifie : 


U << — €. (25.27) 


Le potentiel chimique est donc situé plus bas que les niveaux donneurs 
si bien que tous les atomes donneurs sont ionisés. 

Si la température continue à croître, les transitions électroniques 
entre la bande de valence et la bande de conduction prennent une 


U — —+ca+6 In 
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place de plus en plus importante. Pour définir le potentiel chimique, 
on doit utiliser l'équation (25.22). Si le nombre des transitions élec- 
troniques de la bande de valence à la bande de conduction dépasse 
sensiblement le nombre des niveaux d'impuretés, le rôle des impure- 
tés diminue et le potentiel chimique tend vers la valeur qu'il aurait 
dans un semi-conducteur pur (25.18). Sur la figure 32 on a repré- 


77 


Bande de conduction 


4 =, 
u NN éarce & gene 


|] 


Fig. 32. Variation du potentiel chimique en fonction de la température pour 
un smi-conducteur de type nr. 


senté la variation qualitative du potentiel chimique u d’un semi- 
conducteur de type z avec l’augmentation de la température. 

De manière analogue, on peut trouver la position du potentiel 
chimique d’un semi-conducteur de type p. Si le semi-conducteur 
contient Ve niveaux accepteurs d'énergie —e, +e, (e, & ep); 
à basse température (la conduction est ici assurée par les trous de la 
bande de valence) le potentiel chimique est 


L = —€g +5 ta +0 In V+ (5e. : (25.28) 


Par conséquent, pour @ = 0, le potentiel chimique est au milieu 
de l'intervalle séparant les niveaux accepteurs du haut de la bande 
de valence. Lorsque la température augmente, le rôle des transitions 
de la bande de valence à la bande de conduction augmente. Les ni- 
veaux accepteurs sont d'autant moins efficaces qu'ils sont pratique- 
ment tous remplis. Enfin, lorsque tous les niveaux accepteurs sont 
peuplés, les transitions de la bande de valence à la bande de con- 
duction prédominent, ce processus contribue pratiquement seul à 
l’augmentation de la conduction. Dans ce cas le potentiel chimique 
du semi-conducteur de type p (25.28) coïncide avec le potentiel chi- 
mique (25.18) d'un semi-conducteur pur. 


CHAPITRE VI 


MOUVEMENT D’UN ÉLECTRON 
DANS UN CRISTAL PLACÉ 
DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE 


$ 26. Vecteurs propres et valeurs propres 
pour des particules chargées dans un champ magnétique 


Un électron animé d'une vitesse v dans l’espace libre est, dans 
un champ magnétique B, soumis à la force de Lorentz 


— —<+ (vB], (26.1) 


où e est la charge électrique positive unitaire; c est la vitesse de la 
lumière. La force F est perpendiculaire à la vitesse de l’électron. 
Elle ne fait donc pas varier son énergie. L’électron décrit une spirale, 
et la projection de sa vitesse sur la direction du champ v, reste cons- 
tante. La projection de sa trajectoire sur un plan perpendiculaire 
au champ est un cercle dont le rayon 


__ Bv,c 


R=— (26.2) 


est appelé rayon de Larmor (u est la masse de l’électron). 
La période de rotation de l’électron autour de la direction du 
champ est T = 2nR/v, = 2nuc/e | B | et la fréquence cyclique 


2x B 
05 = = 0 (26.3) 


est appelée fréquence de Larmor ou fréquence cyclotron. 

Landau [59] fut le premier à développer la théorie quantique du 
mouvement de l’électron dans un champ magnétique. Il convient 
d'utiliser le potentiel vecteur A défini par B = rot A. Supposons 
que B soit dirigé le long de l’axe z; nous pouvons écrire 


1 1 
A=(—+yB, —z2B, 0) , B=]B|. (26.4) 


L'hamiltonien de l'électron dans le champ magnétique s'exprime 
en fonction de l'impulsion p de l’électron et du potentiel vecteur A 


H=z(P+£A)", e>0 (26.5) 


11—0534 
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Comme la projection du mouvement de l’électron sur la direction 
du champ est libre (non quantifiée), on peut se limiter au problème 
bidimensionnel du mouvement de l’électron dans le plan zy perpen- 
diculaire au champ. Dans ce cas, en exprimant l'intensité du champ 
B en fonction de la fréquence cyclotron w, à l’aide de (26.3), l'hamil- 
tonien décrivant le mouvement de l'électron dans le plan zxy sera 
conformément à (26.4) et (26.5) 


1 ff: 2 fe À 2 
His (2-+ by) + (2, +—uros) É (26.6) 
D'après Johnson et Lippmann [60], introduisons l'opérateur 


n# | . " 
LE TT | Pr — ipy — à PSE z— iy) | (26.7) 


ainsi que son homologue hermitien TE n'. Ces deux opérateurs 
vérifient la relation de commutation 


(a, 2]=1. (26.8) 


Lorsque l’on substitue ces opérateurs dans l'hamiltonien (26.6), 
celui-ci prend une forme identique à l'opérateur énergie d’un oscil- 
lateur harmonique simple : 


Hi =hño8 (ar++) (26.9) 
dont les valeurs propres 
Ei=hos(v+—) (26.10) 


sont fonctions du nombre quantique v = O, 1, 
La projection du moment cinétique de l'électron sur l’axe z 


L,=2p, —yp, (26.11) 


commute avec l’hamiltonien (26.6). Ses valeurs propres sont égales à 
fm, où m — 0, +1, ... est le nombre quantique magnétique. 

Les états stationnaires du mouvement de l'électron dans le plan 
perpendiculaire au champ sont caractérisés par des fonctions d’onde 
|v, m). Celles-ci dépendent de deux nombres quantiques v et m, 
elles sont à la fois fonctions propres des deux opérateurs (26.9) 
et (26.11) 


CHi—hon(v++)]iv m)=0, (É,—fim)|v, m)=0. 
Etablissons les différentes relations de commutation 
[A ,, 7] — —hogx, [Æ,, r']=hopnt, 


A : “USE x 26.12 
LL, =, [L, a]=ñhn. 
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On peut alors définir l’action des opérateurs x et n* sur les fonctions 
[v, m) 


a ]v, m)=Vv+1lv+1, m+1), 
n|v, m)=Vv|v—1, m—1). 
Ces opérateurs augmentent (ou diminuent) simultanément d’une 
unité les deux nombres quantiques. 
Introduisons les opérateurs agissant seulement sur le nombre 
quantique magnétique des fonctions | v, m) 
L4lv, m)=V v—ml|v, m + 1), 
L_Iv, m)=Vv—m+1i|v, m— 1). 


On constate que, v étant fixé, le nombre quantique m ne peut prendre 
que les valeurs v, v — 1, ..., —1, —2, . .. Les opérateurs ainsi 
définis vérifient la relation de commutation 


(Li et. 


Les opérateurs Lnt et Lin augmentent et diminuent d'une 
unité le nombre quantique v: 


Lnt]v, m=V(+D(—-m)lv+1, m), 
L nv, m)=Vv(\—-m<+i)|v—1, m). 


En utilisant les opérateurs x* et Z_ on peut obtenir les fonctions 


d'onde de tous les états stationnaires | v, m}) à partir de l’état vide 
| 0, O0) par la relation: 


(26.13) 


(26.14) 


(26.15) 


Ÿ, M) = ÿr mx)" 10, 0 26.16 
po, me) Ém (R)"IO, 0) (26.16) 
Dans l'énergie (26.10) nous n'avons pas tenu compte du spin de 
l’électron. Si l’on néglige les interactions spin-orbite faibles, on 
peut écrire l'opérateur d'interaction du spin électronique avec le 
champ magnétique extérieur sous la forme 
— 5 %B, (26.17) 
où O0, — ( ) est une matrice de spin de Pauli. Les valeurs 
propres de l'opérateur (26.17) correspondant aux deux états de spin 
de l’électron sont + . Chacun des niveaux (26.10) se scinde ainsi 


en deux, et l’énergie de l’électron est donnée par la formule de 
Landau 


E,, :, (k:) = (v++) ho + Ls,B+— : (26.18) 


où s, —= 1/2, —1/2. Le troisième terme de (126.48 Rs l'énergie 
du mouvement de l’électron dans la direction du champ. 


11* 
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$ 27. Masse effective cyclotron 
de l’électron de conduction 


Une description quantique du mouvement de l’électron dans la 
bande de conduction n’est véritablement nécessaire que si le champ 
électromagnétique varie rapidement avec le temps. Dans de nom- 
breux cas, on peut se contenter d’une description quasi classique. 
Ces conditions sont réaliséees pour un champ magnétique extérieur 
lentement variable dans l’espace et dans le temps ou encore si le 
champ est constant et homogène dans le cristal. Dans ce dernier cas 
il faut que son intensité reste petite vis-à-vis du champ inter- ou 
intra-atomique (108 à 10° Oe) et que les dimensions de la trajectoire 
de l’électron soient grandes par rapport aux distances interatomiques. 
L'électron est alors considéré comme une quasi-particule caractérisée 
par une loi de dispersion Æ (k) bien déterminée. 

Soit donc un électron en mouvement dans un cristal soumis à 
un champ magnétique extérieur constant et homogène d'’induction 
B — rot A. Soient m$' (v — 1, 2, 3) les trois valeurs principales 
du tenseur inverse de la masse effective de l’électron. L'hamiltonien 
de l’électron dans le cristal est 


3 
H= D que (b++ 4), (27.1) 
v— 
où e>0,p, — —ih A partir de l’expression (27.1), on trouve 
les relations d’'Heisenberg pour les opérateurs suivants: 
== re Mine (P+ +44), (27.2) 
p= (pb, 4]= —<[{vB]. (27.3) 


Les égalités opératorielles (27.2) et (27.3) sont du même type 
que les expressions donnant la valeur moyenne des grandeurs corres- 
pondantes dans l’espace libre. Par conséquent, dans le cristal, 


comme dans l’espace libre, la force de Lorentz F — — [vB] reste per- 


pendiculaire à la vitesse de l’électron et n’en modifie pas l’énergie. 

Pour chaque bande énergétique æ, la vitesse de l’électron dans 
l’état stationnaire est déterminée selon (19.13) par la loi de disper- 
sion £, (k): 


v=— grade E, (k). (27.4) 


La vitesse de l’électron dans l’espace k est donc toujours normale à 
la surface isoénergétique. Conformément à (27.3), la variation de 
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la quasi-impulsion p = *k est perpendiculaire à la fois à la direction 
de l'induction magnétique B et à la vitesse v. L'extrémité du vecteur 
k se déplace donc dans l’espace k suivant une courbe située à la 
surface isoénergétique Æ (k) = const, et dans un plan perpendiculaire 
à B. 
La composante du vecteur k parallèle au champ magnétique B 
ne varie pas. Soient k, et v, les composantes du vecteur d'onde k 
et de la vitesse, perpendiculaires au champ B. Les équations (27.3) 
et (27.4) deviennent 
e 14 ÔE(k) 
k=—-{(vB} vi=- —& (27.5) 
où Ôg est la plus courte distance dans l’espace k séparant au point 
deux orbites d'énergies E et E + ÔE. 
Dans la plupart des phénomènes physiques relatifs aux métaux, 
les électrons dont l'énergie est voisine de l'énergie de Fermi jouent 


Fig. 33. Trajectoires du mouvement de l'électron dans l’espace k, formées par 
l'intersection d'un plan PRHPÉn EURE au champ magnétique et de la surface 
e Fermi. 


le plus grand rôle. L’'équation (27.5) montre que l’électron dont l’é- 
nergie égale l’énergie de Fermi se déplace dans l’espace k suivant 
une orbite formée par l’intersection de la surface de Fermi et du plan 
perpendiculaire au champ magnétique (fig. 33). Pour un électron 
situé au voisinage d'un extrémum de la bande de conduction, cette 
trajectoire est généralement une courbe fermée périodiquement par- 
courue par l'’électron. Lorsque la surface de Fermi est ouverte, dans 
certaines directions du champ, le mouvement de l'électron est apé- 
riodique 

Plaçons-nous dans le cas d’une trajectoire fermée. La période de 
rotation de l’électron sur cette orbite plane k,, k, (k, étant constant) 
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est 


Ps. (27.6) 


ch? dk , Ôg 
T=< ÿ ——. (27.7) 
On constate facilement que l'intégrale Q dk, ôq — 5 | ÔE repré- 


sente la variation de section de l'orbite lorsque l’on passe de la surface 
isoénergétique ÆE à la surface E + ÔE. 
(27.7) permet de déterminer la fréquence cyclotron 


__2n _  2xeB 
PT es (27.8) 
” | 4 


Comparant cette expression avec (26.3), on peut exprimer la fré- 
quence cyclotron dans le cristal par la formule 


e 
où 
ñ3 9S 
mB — 5x 0 (27.10) 


représente une certaine masse effective dépendant de la géométrie 
de la surface de Fermi. La masse (27.10) est appelée masse effective 
cyclotron. Elle dépend de la forme de la surface isoénergétique et 
de la valeur k, définissant la position du plan de l'orbite. Pour l'étude 
du mouvement de l’électron dans un champ magnétique il est plus 
commode d'utiliser la masse effective cyclotron mx que le tenseur 
inverse de la masse effective qui, dans le cas général, dépend des 
différentes composantes de k. 

La masse effective cyclotron a le même signe que 6S/0E. Si à 
l'intérieur de la surface isoénergétique E (k) = E,, l'énergie est 
inférieure à Æ,, 0S/0E est positive ainsi que m3 et inversement. 

Si mg > 0, la quasi-particule-électron se propage comme un 
électron libre, et si m3 << 0, la quasi-particule se propage comme 
une charge positive. 

En plus de la masse cyclotron (27.10), il importe de définir le 
déplacement moyen de l’électron le long de la direction du champ B 
au cours d’une période cyclotron. Ce déplacement, dirigé selon z, 
est défini par l'intégrale 


(u.) = & v, dt, 
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prise sur la période cyclotron. Compte tenu des équations du mouve- 
ment de l’électron dans le champ magnétique, 


d e 
PT ml SL | 
on peut écrire 
— c UV} dPx 
(u)= 7 Q EEE. (27.41) 


En utilisant les égalités v, = et y = , Où € est l’énergie 
z 4 
de l’électron, on peut transformer (27.11) en 


ce ( SP di 88 (k:) 
(u,) = 5:21 Er dPx tr à SP, ‘ (27.11a) 


Ici 
S (&)=$ p, dp.' 


représente la surface de l’orbite électronique dans l'espace k (située 
dans le plan k, — const). 

L’électron, lorsqu'il se déplace le long d’une orbite ouverte (pré- 
sentant un mouvement infini), a une période de rotation infinie. 
C'est pourquoi la notion de masse cyclotron effective, définie comme 
la fréquence de rotation de l’électron sur son orbite, perd son sens. 
Cependant le long d'’orbites ouvertes, l’électron se propage d’une 
région de grande énergie à une région de faible énergie. 

Comparons le mouvement de l’électron dans l’espace direct au 
mouvement dans l’espace réciproque. Selon (27.5), la projection de 
la vitesse v, sur le plan perpendiculaire au champ magnétique (dans 


SJ 


l’espace direct) est perpendiculaire à la vitesse k 1 dans l’espace k. 


Son module peut être obtenu en multipliant X, par le facteur ñc/eB. 
La projection sur le plan zy de la trajectoire dans l’espace direct 
peut être simplement obtenue à partir de la projection sur xzy de la 
trajectoire dans l’espace k par une homothétie de rapport ch/eB, sui- 
vie d’une rotation de x/2 dans le plan xy *). 

Sur des surfaces isoénergétiques ouvertes, la trajectoire des 
électrons peut être soit ouverte, soit fermée, selon la direction du 


*) Dans l'aluminium, la valeur de k à la surface de Fermi est 1,75 -108 cm-!. 
Pour un champ de 10° Oe, l’ordre de grandeur du rapport d’homothétie est ch/eB= 
% 0,66-10-19 cm-!, Par conséquent, pour l'aluminium soumis à un champ de 
10% Oe, les électrons de la surface de Fermi se déplacent sur une orbite de 
rayon —1,2-10-3 cm, considérablement plus grand que la constante du réseau. 
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champ magnétique et la valeur de #,. Dans le cas d’une trajectoire 
ouverte (dans un métal de dimensions infinies), l’électron s’éloigne 
à l'infini dans le plan perpendiculaire au champ. D'habitude les 
dimensions des échantillons métalliques étudiés sont assez grandes 
par rapport à la constante du réseau, pour que l’on puisse considérer 
le mouvement de l’électron comme infini. 

Pour des surfaces isoénergétiques périodiques ouvertes, on peut 
aussi définir, pour certaines directions du champ magnétique, un 
déplacement moyen de l’électron par période. Supposons par exemple 
que la surface isoénergétique dans l’espace k ait la forme d’un cylin- 
dre ondulé d’axe parallèle à k.. Si le champ magnétique B est paral- 
lèle à z, les mouvements de l'électron le long de k, dans l’espace k 
et le long de x dans l'espace direct sont périodiques. Si, pour une 


période, la valeur de k, varie de ! — & dk. le déplacement moyen 
de l’électron le long de y, pour une période, sera 


c chi 
(uy)= À vy dt = LEFT ÿ dp,= — E 


et ne dépend pas de z. 


27.1. Lien entre la masse cyclotron et le tenseur inverse de la 
masse effective de l’électron. La masse effective cyclotron de chaque 
bande « est définie par la loi de dispersion de l’électron E,, (k). Les 
surfaces isoénergétiques, situées près du centre (ou de tout autre 
extrémum) de la zone de Brillouin, peuvent être calculées à partir 


: ; 
des composantes du tenseur — inverse de la masse effective. Dans 


my 
ce cas on peut exprimer la masse cyclotron à partir de ce tenseur. 
Soit le cas le plus simple, lorsque la loi de dispersion est définie 
par l'expression 


E (= pee (EH) + ee HE 


où m; et m; sont les masses effectives positives longitudinale et 
transversale de l’électron. 

Supposons que le champ magnétique forme avec l'axe des z 
un angle 6 dans un plan perpendiculaire à l’axe des y. Les composan- 
tes du potentiel vecteur correspondant au champ homogène B sont 


B;, = B;, =0, B,—=B(xcos0 + 2zsin 86) (27.12) 


L'hamiltonien (27.1) devient 


Hs {?: +[? ++ (z cos 0 +z sin 0) |} +-s À (27.13) 
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En utilisant (27.2) et (27.3), on trouve les équations opératorielles 
du mouvement 


Py =0, 
ù eBcos0 f- eB - 
pe — ne | Ps + (x cos 0 + z sin 6) |, (27.14) 


P.= —<—— SNL [P y + (& cos 8 + z sin 6) |, 


eme 
z =p,/m}, 2 = p./mÿ. (27.15) 


Différentions (27.14) par rapport à {. Compte tenu de (27.15), nous 
obtenons 


2p3 
e2B Je re R520 cos 6, 


_ cim* 
S e3B? F p,cos0 P-sin0 ] . 
D, = — el me Pme — | sin 6. 


Cherchons les solutions de ces équations sous la forme 
Px/Px0 = P:/P:0 = exp (iot), 


nous obtenons alors un système d'équations homogène 


2 2Ba - 
(o?— Ans cos? 6) 2. — mr Psin 8 cos 6—0, 

e2B3 - e2B? e 

me — p. sin 6 cos 6—( w?— eme ) Ps = 0. 


Ce système admet une solution non nulle si 


o2[ o— 2 (ES + SUR } | = (0. 


3 #2 Em 
C m; m, m; 


On en conclut que la masse effective cyclotron est donnée par l’ex- 
pression 


2B2 20 in? 6 
oh (nr je (27.16) 


Comparant (27.16) et (27.9) nous trouvons la relation liant la masse 
cyclotron aux masses effectives de l’électron 


cos 0 sin? 6 
(RE V= ns Fons (27.17) 


Ainsi, lorsque le champ magnétique est parallèle à z, la trajectoire 
de l’électron est située dans le plan xy et la masse cyclotron coïncide 
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avec la masse effective transverse mf. Si le champ B est dirige 
parallèlement ?zx, la trajectoire est située dans le plan yz et la mass 
cyclotron m% est égale à V m°m?. 

Dans le cas étudié, la masse cyclotron ne dépend que de l’orien- 
tation du champ magnétique (angle 6) par rapport à la surface iso- 
énergétique, et non de la position de la section k.. Cette propriété 
est valable chaque fois que la surface isoénergétique est ellipsoïdale : 
la fréquence cyclotron est identique pour toutes les sections parallèles. 


$ 28. Méthodes expérimentales mettant en évidence 
Eù le mouvement cyclique des électrons 
5. dans un champ magnétique 


Nous avons étudié ci-dessus le mouvement des électrons sur une 
orbite fermée, sans tenir compte de leur interaction avec les phonons 
et avec les irrégularités du réseau cristallin (impuretés, lacunes, etc.). 
Le caractère cyclique du mouvement électronique apparaît dès 
que la période de rotation des électrons est inférieure à la durée 
séparant deux chocs successifs de l’électron avec une impureté 
ou un phonon. Autrement dit, le mouvement cyclique de l’électron 
apparaît dès que le libre parcours moyen de cette particule entre 
deux chocs est nettement supérieur au diamètre de sa trajectoire 
fermée. Ces conditions sont réalisées à très basse température, pour 
des monocristaux très purs et pour des champs d'intensité assez 
grande. Si on augmente le champ magnétique, on peut diminuer les 
dimensions de l'orbite, ainsi que la période de rotation. Il convient 
cependant de ne pas dépasser certaines limites, lorsque les dimensions 
de l'orbite deviennent comparables à la constante du réseau, ou 
lorsque l'intensité du champ risque de modifier la forme des surfaces 
isoénergétiques, c'est-à-dire les lois de dispersion £Æ (k). 

Ces conditions sont réalisées pour toute une série de cristaux 
très purs, à des températures de quelques degrés absolus, dans un 
champ magnétique de 104 Oe. 


28.1. Résonance cyclotron dans les semi-conducteurs et les mé- 
taux. Pour mesurer la fréquence cyclotron des électrons dans un 
cristal soumis à un champ magnétique extérieur homogène et cons- 
tant, il convient d'étudier l’absorption et la réflexion d’une onde 
électromagnétique de fréquence appropriée de polarisation circu- 
laire, se propageant dans la même direction que le champ magnétique. 
Lorsque la fréquence de l'onde coïncide avec la fréquence cyclotron, 
on assiste à une augmentation brutale de l'absorption et de la ré- 
flexion de l'onde sur la surface du cristal. Cette résonance fut pré- 
vue indépendamment par Dorfman [61] et Dingle [621]. 

Si le temps de relaxation du mouvement cyclotron 1/y (pro- 
portionnel au temps moyen entre deux chocs électron-phonon ou 


$ 28] MÊTHODES METTANT EN EVIDENCE LE MOUVEMENT 171 


inhomogénéités du réseau) est sensiblement supérieur à la période 
21/68, la courbe d'absorption de l’onde électromagnétique en fonc- 
tion de la fréquence w présentera un maximum au voisinage de la 
fréquence 4% avec une largeur . 

Les semi-conducteurs très purs, à basse température se prêtent 
assez bien à une étude de résonance cyclotron. Dans la bande de 
conduction, il y a en effet assez peu d'électrons (ou de trous dans la 
bande de valence), et la surface isoénergétique occupée par les 
électrons de plus grande énergie a une forme ellipsoïdale {car elle 
est située au voisinage du centre ou d'un autre minimum de la zone 
de Brillouin). Comme nous l'avons montré au $ 27.1, la fréquence 
cyclotron w3, dans ce cas, conserve la même valeur pour toutes les 
sections de la surface isoénergétique perpendiculaires au champ B. 
En mesurant w pour les différentes orientations du champ magnéti- 
que, on peut obtenir des indications sur la valeur des demi-axes de 
l'ellipsoïde d’énergie et sur son orientation dans le cristal. L'applica- 
tion aux métaux de la méthode précédente se heurte à toute une 
série de difficultés. 1. La densité d’électrons N dans la bande de 
conduction est grande. En raison des oscillations de plasma (voir 
$ 16), les ondes électromagnétiques de fréquence w inférieure à la 
fréquence de plasma w, (w, — 4ne*N/u — si N = 10% à 10% cm, 
©) = 107$ à 1076 s-1) sont presque totalement réfléchies à la surface 
du métal. Si l’on prenait la masse cyclotron égale à la masse de 
l'électron libre, pour que la fréquence cyclotron w4 soit supérieure 
à la fréquence de plasma w, il faudrait utiliser des champs magné- 
tiques d'intensité 107 à 108 œrsteds. 2. Les ondes électromagnétiques 
de haute fréquence, à cause de l'effet de peau, ne pénètrent pratique- 
ment pas dans le métal. Par exemple, pour des ondes radio de fré- 
quence w& Æ 1019 à 101 s”1, la profondeur de pénétration est 10-5 à 
10-6 cm. 3. En raison de la grande densité d'électrons dans la bande 
de conduction, la surface de Fermi correspond à des énergies assez 
importantes, et, même pour des cristaux cubiques simples, la forme 
de la surface de Fermi diffère notablement de la forme ellipsoïdale. 
Ainsi, à des sections différentes, perpendiculaires au champ B, cor- 
respondent des fréquences cyclotron différentes (voir $ 27.1). 

En 1956, des physiciens soviétiques de Kharkov [63] proposèrent 
une nouvelle méthode pour observer la fréquence cyclotron dans les 
métaux. Au lieu d'utiliser, comme pour les semi-conducteurs, un 
champ magnétique et une onde électromagnétique se propageant 
dans la même direction (soit perpendiculaire à la surface de l’échan- 
tillon), le champ magnétique est orienté parallèlement à la surface 
de l'échantillon (fig. 34). L’axe de la trajectoire (hélicoïdale) des 
électrons est alors dans le plan de l'échantillon. Pour un champ de 
10% à 10% Oe et un rayon de l'orbite égal à 10-* cm, la fréquence cyclo- 
tron est située dans le domaine des ondes centimétriques. Pour une 
profondeur de pénétration de 10-$ cm, l’électron, pendant la majeure 
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partie de son parcours, ne subit pas l'influence de l'onde électro- 
magnétique. Cependant, si la période de l'onde radio est égale à 
la période de rotation de l’électron ou multiple de celle-ci, chaque 
fois que l’électron passera dans la couche superficielle soumise au 
rayonnement, il sera accéléré (on ralenti selon le cas). Cette accélé- 
ration est analogue à l'accélération d’une particule chargée à l’inté- 
rieur du dé d’un cyclotron. Pour cette raison, l’interaction résonante 


Onde électromagnétique 


Effet de peau 

RD DS PRE EP PIRE GS Dm 
SRE KE KR QE KT NN 

É RSR RQ NN RRQ SR RU NX NN 
7 RNRNNNWQ RQ 


Fig. 34. Résonance cyclotron dans une feuille métallique. 


de ces électrons avec une onde radio dont le champ électrique est 
parallèle aux branches de la spirale est appelée résonance cyclotron. 

Comme la surface de Fermi des électrons de conduction des mé- 
taux est complexe (puisqu'elle diffère de l’ellipsoïde), la fréquence 
de rotation des électrons w3 (k.) dépend de la projection k, du vecteur 
d'onde sur la direction du champ B, c'est-à-dire de la position du 
plan de section de la surface isoénergétique. Parmi toutes les fré- 
quences wg (k.) possibles, celles qui correspondent à un plus grand 
peuplement en électrons présenteront une résonance notable (absorp- 
tion intense des ondes radio). Ces fréquences correspondent aux 
maxima et aux minima de la fonction w8 (k,) (et de mg (k.)), puisque 
à ces fréquences la période de rotation des électrons varie peu avec #.. 

Habituellement on utilise une fréquence w fixe et on fait varier 
le champ PB. La résonance se produit lorsque 

neB 

où m3 est la masse effective cyclotron correspondant au maximum 
ou au minimum de la fonction mg (k,); n est un nombre entier 
prenant les valeurs 1, 2, ... Dans les métaux à la résonance cyclo- 
tron, l'absorption des ondes radio présente plusieurs pics (corres- 
pondant à différents nr), contrairement à ce que l’on observe habi- 
tuellement dans les phénomènes de résonance usuels. 

L'échantillon ayant la forme d’une feuille mince, la résonance 
cyclotron ne peut être observée si l'épaisseur de la feuille est infé- 
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rieure au diamètre de l'orbite. Dans ce cas les électrons, en se ré- 
fléchissant à la surface du cristal, détruisent le synchronisme du 
processus. Si on diminue l'intensité du champ magnétique, les 
dimensions de l'orbite électronique augmentent. Lorsque le dia- 
mètre orbital est égal à l'épaisseur du feuillet monocristallin, la 
résonance disparait. La valeur limite du champ magnétique ainsi 
obtenue permet de calculer les dimensions de la section correspon- 
dante de la surface de Fermi. Si l’on répète cette opération pour 
d’autres orientations de la surface du feuillet par rapport aux axes 
cristallographiques, on peut obtenir des informations sur la forme 
de la surface de Fermi. 

L'effet des dimensions de l'échantillon sur la résonance cyclotron 
fut découvert par Kaner [64]. Les premières découvertes expérimen- 
tales concernant cet effet ont été réalisées par Khaïkin [65] sur une 
feuille d’étain. 

Pour décrire la résonance cyclotron, nous avons, jusqu’à présent, 
utilisé une description classique des phénomènes. L'étude quantique 
du mouvement de l’électron dans un cristal soumis à un champ magné- 
tique permet de prévoir des résonances multiples sur des fréquences 
discrètes Q,, remplissant la condition ot >c}k /hw, où w — Q,, 
Tr est le temps de libre parcours moyen de l’électron. La théorie de 
ce phénomène, appelé résonance cyclotron quantique, a été développée 
par Lifshitz [66]. 


$ 29. Quantification du mouvement d’un électron 
de conduction soumis à un champ magnétique 


Nous avons montré au $ 26 que le mouvement libre de l’électron 
dans le plan perpendiculaire au champ magnétique était quantifié 
de la même manière qu’un oscillateur harmonique, dont la fré- 
quence serait la fréquence de Larmor wg — eB/mc. Dans certaines 
conditions, on doit aussi observer cette quantification pour les 
électrons de conduction dont l'énergie est voisine de l'énergie de 
Fermi, dans un cristal soumis à l’action d’un champ magnétique cons- 
tant et homogène. 

Pour voir apparaître le caractère quantique du mouvement des 
électrons du cristal il faut 1) que les trajectoires constituées par la 
section de la surface de Fermi et du plan perpendiculaire au champ 
soient des orbites fermées, 2) que la durée d'une révolution électro- 
nique autour de sa trajectoire soit notablement supérieure au temps 
de relaxation, 3) enfin que la différence d'énergie entre deux niveaux 
discrets soit supérieure à l’énergie d'agitation thermique. Ces deux 
dernières conditions sont satisfaites à basse température, pour un 
cristal très pur soumis à l’action d’un champ magnétique intense 
(voir plus bas). 
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Déterminons l'énergie et les fonctions d'onde du mouvement 
quantique de l’électron dans le cas le plus simple, où la surface de 
Fermi est un ellipsoïde de révolution, caractérisé par les masses ef- 
fectives transversale m? et longi- 
tudinale m}. Le champ magnéti- 
que est dirigé le long de l'axe de 
symétrie de l’ellipsoïde (axe 2) 
(fig. 35). Le potentiel vecteur A 
possède une composante non nulle 
A,=2xB. L'hamiltonien de l’élec- 
tron de conduction est dans ce 
champ 


H= ee [22+(D+<28) ]+ 


PE 
LTÉE (29.1) 


Pour un mouvement perpendicu- 
laire au champ, la fréquence cyclo- 
tron, conformément à (27.16), est 


Fig. 35. Trajectoires de l'électron dans définie par la masse m 


l’espace k. eB 
Op — 


(29.1a) 


cm? 

Utilisant les deux dernières relations (29.1) et (29.1a), on trouve 
les équations d'Heisenberg pour les opérateurs 

z=p;/mt, 2=p/m?, y=(p,+miost)/m, (29.2) 


Py — P: = 0, Px on (Py + MmIOpT) OB: (29.3) 
Les relations (29.3) montrent que les projections des impulsions p, 


et p. sont des intégrales de mouvement. C’est pourquoi, dans l’état 
stationnaire 


Py =hk,, p: = Rk.. (29.4) 


Différentions (29.2) par rapport au temps. Compte tenu de (29.3) 
et de (29.4), nous obtenons 


z+ 0 (z—2x,) —0, (29.5) 


Th, = —hk,/m os. (29.6) 


L'équation (29.5) coïncide avec l’équation d’un oscillateur harmo- 
nique effectuant des oscillations autour d’une position d'équilibre 
définie par (29.6), qui est fonction de la projection du vecteur d'onde 


$ 29] QUANTIFICATION DU MOUVEMENT D'UN £LECTRON 475 


k,. L'énergie du mouvement de l’électron dans le plan k.. k, est donc 
déterminée par la fréquence cyclique w, et le nombre* quantique V 
à valeurs entières 


E,=hos(v++), v=0, 1, (29.7) 


La formule (29.7) rappelle par sa forme les niveaux équidistants 
(26.18) de l’électron libre dans un champ magnétique constant. 
Cependant, la fréquence cyclique w% de l'’électron de conduction 
dépend, dans le cas général, de e et de 4,, et les niveaux (29.7) 
ne sont pas équidistants. 

Le mouvement le long de trajectoires ouvertes n’est pas quantifié 
dans l’approximation quasi classique. Zilberman [67] a étudié en 
détail le cas d'une trajectoire dans l’espace k, perpendiculaire au 
champ magnétique B, ouverte et périodique (par exemple pour un 
métal dont la surface de Fermi a la forme d’un cylindre ondulé). 
Dans le spectre continu apparaissent alors des bandes équidistantes 
ou quasi équidistantes, dont la largeur est de l’ordre de ef, où € — 


— 4/Y hcleB, a étant la constante du réseau. Pour B & 10% Oe, 
e 10. 
A chaque niveau E, correspondent plusieurs fonctions d'onde 


osillatoires 
Pr, kr, (x — Th), (29.8) 


dépendant du nombre quantique k, (par l'intermédiaire de (29.6)). 
Le niveau d'énergie est donc dégénéré et la multiplicité de cette 
dégénérescence est donnée par le nombre des valeurs possibles de 
k,, pour lesquelles la position d'équilibre Th, eSt située à l'inté- 
rieur du métal. Si l'échantillon métallique est parallélépipédique, 
d'arêtes L,, L,, L., les valeurs possibles de Tr, SON incluses dans 


l'intervalle 
0 Ce Th, << L:: 


Conformément à (29.6), les valeurs possibles de k, sont donc compri- 
ses dans l'intervalle 


0 < k, < L.m og/h. 


Puisque deux valeurs consécutives de k, sont distantes de 2x/L,, 
le nombre total de valeurs de 4, (c' est-à-dire le degré de dégénéres- 
cence du niveau (29.7)) est 
L,.L,m*op L,L,eB 
NO) (29.9) 


La formule de la dégénérescence (29.9) se fonde sur l'hypothèse 
que le métal et le champ magnétique sont homogènes; cette hypo- 
thèse implique que tous les points Th, autour desquels tourne l'élec- 
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tron sont équivalents. Dans un cristal hétérogène, cette dégénérescence 
est partiellement ou totalement levée. D'ailleurs la périodicité du 
réseau suffit à lever partiellement la dégénérescence [67] : les niveaux 
énergétiques (29.7) sont en effet un peu diffus. 

Calculons, dans le cas le plus général, le degré de dégénérescence. 
Celui-ci est égal au nombre d'états k,, k, qui, en l'absence de champ 
magnétique, sont inclus entre deux orbites quantiques du plan 
(k;, k,). En réalité, lors d'une transition entre les deux surfaces 
isoénergétiques d'énergies £ et Æ£ + AE, la surface de leur section 
avec le plan perpendiculaire à B varie de 


AS = 21m AEIR*, (29.10) 
conformément à (27.10). Pour une transition entre deux états quanti- 
ques, AE = how — heB/cm3. Pour retrouver le degré de dégénéres- 
cence (29.9), il suffit alors de diviser l'expression obtenue pour AS 


par la surface (2x)*/L,L, relative à un état quantique dans l’espace k 
libre. 


Ainsi, les états stationnaires de l’électron de conduction dans un 
champ magnétique constant B sont caractérisés par l'énergie 


Ev. nr. =h0p (v+—) PALIES (29.11) 


+ 
2m; , 


et les fonctions d'onde 


na (2, Y, 2)=p(z—2,) e"se"u (29.12) 


Si k, est inclus dans l'intervalle k.,, k, + dk,, le nombre total 
d'états possibles (29.12) dans l'unité de volume du cristal est 


N (v, k,, k,) dk, = Bp dk, (29.13) 


représente la densité d'états. 
Compte tenu de (29.10) et (29.7), la surface de l'orbite de nombre 
quantique v dans le plan (k,, k,) est quantifiée et vaut: 


Sa(v)=21eB (v ++ Vic. 


Pour passer dans l'espace direct, il convient d'utiliser le rapport 
d'homothétie utilisé au $ 27 Multiplions donc S, (v) par (5), nous 
trouvons la surface de l'orbite quantique dans l'espace direct 


S'ry (v) = c2nh (v + 1/2)/eB. (29.15) 
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Cette expression permet de calculer le flux magnétique ® traversant 
l'orbite quantique 


DO = BS,,y (v) = Po (v + 1/2), 
où 
Po = 2rhc/e 


représente l'unité universelle de flux magnétique dans le cristal 
(quantum de flux). Cette grandeur ne dépend que des constantes 
universelles c, e, À. Elle est égale à 4,1-10-7 Oe - cm. 


$ 30. Effet de Haas-Van Alphen 


Comme nous l'avons indiqué plus haut, pour un électron de 
conduction placé dans un champ magnétique, un certain nombre de 
conditions sont nécessaires pour observer un effet quantique: 1) la 
période de révolution de l’électron sur son orbite doit être bien su- 
périeure au temps de relaxation; 2) l'énergie cyclotron doit être 
supérieure à l'énergie moyenne d'agitation thermique et notable- 
ment inférieure à l'énergie de Fermi. Les métaux remplissant ces 
conditions présentent certaines caractéristiques, qui n'existent pas 
pour les diélectriques et les semi-conducteurs. En particulier, leur 
moment magnétique est une fonction oscillatoire du champ magné- 
tique (effet de Haas-Vanr Alphen). Les caractéristiques fondamentales 
de ces oscillations sont dues aux particularités de la surface de Fermi. 
Leur étude constitue un puissant moyen d'investigation de la sur- 
face de Fermi et de la distribution des vitesses des électrons sur cette 
surface. 

Utilisant les résultats du paragraphe précédent, il est facile 
d'obtenir une interprétation qualitative de l'effet de Haas-Van Al- 
phen. Soit un cristal au zéro absolu. Tous les états d’énergie infé- 
rieure à l'énergie de Fermi sont occupés par les électrons. Les autres 
états, dont l'énergie est supérieure, sont vacants. 

La densité électronique (la masse effective étant m*, l'énergie e, 
le champ magnétique B) dans l'unité de volume du cristal est, con- 
formément à (29.13): 


Vo 


N()=p8 À | Ô(e—E,, x.) dk, (30.1) 


v=0 


où vs > 1. Si la surface de Fermi est un ellipsoïde de révolution, le 
champ magnétique étant dirigé le long de l’axe de symétrie, 


Er, =hop(v++)+n24/2m}, (30.2) 
wp=eBlem®. (30.22) 


12—0534 
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Calculons l'intégrale (30.1) *) contenant des fonctions delta: 


a 


N (e)=pB Y 2m À e—h op (v+1/). (30.3) 


Ici v, est le plus grand nombre entier pour lequel l'expression sous 
le radical reste positive. 
Soit 
e — hop (vo+1/22+E), E<1, (30.4) 


l'expression (30.3) devient 


Om* 


VOB us (Et 2 7) 


(30.5) 


Sachant que v, > 1, la somme dans (30.5) peut être transformée 
en intégrale 


Vo—i 


4 dv — 
—_—_— sS À 0 V+ : 
à V vo—Vv+E V Vo—v+E Vote 


Substituant cette valeur dans (30.5), puis utilisant l'égalité (30.4), 
nous obtenons l'expression finale de la densité quantique d'électrons 
d'énergie € 


- se | 
N (e)=No(e) [1 ET TDEUr É (30.6) 
où 
b(e) = LS (30.6a) 
Ne) = Fe V m? (2e — (30.6b) 


Il s'ensuit de . qu'une déviation . par rapport à une 

variation monotone de la densité électronique, accompagnant les 
variations de B et de e, est donnée par 
Ne) — Nofe) 1 

No (e) 2 VV IE (e)—1A] | 

On constate que cette grandeur varie par saut des valeurs très faibles 

[2 Vviñoz 17! & 0 pour e Æ (vo + 1/2) Âwk jusqu’à l'infini lors- 


(30.7) 


*) Pour calculer cette intégrale, il faut utiliser l'égalité 6 [q (r)] = 


_ DT, se ES _ 
— Y Tor Ù% sont les racines de œ (r) = 0. 
U [or 


X=X/ 
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qu'on a 
(v, + 1/2) fop = €. (30.8) 


Lorsque le champ varie de AB, la densité relative oscille avec 
une période donnée par la relation 


(vo + 1/2) © — (vo — 1/2) ©p+a8. 
C'est-à-dire, compte tenu de (30.2a), 


B 2 

L'amplitude des oscillations de la dis électronique (80. 7) 
tend vers l'infini (lorsque (30.8) est vérifiée), parce que nous n'avons 
pas tenu compte de l'agitation thermique et de la valeur finie du 
libre parcours moyen des électrons du cristal. Compte tenu de la 
température finie du cristal et du temps de libre parcours moyen 7, 
la fonction & (e) — 4/2 dans (30.7) doit être remplacée par une 
autre expression dont la valeur minimale, obtenue lorsque (30.8) 
est vérifiée, n'est pas nulle, mais égale à 


(AT + h/t)/hop. 


Dans ces conditions la valeur maximale de l’amplitude des oscilla- 
tions quantiques de la densité électronique est 


N (e) — No (e) OT hop 
Ro — No (e) Joas © LV re Vo (AT + R) © 2 V'eUT+ AT) | (30.10) 


Etudions comment varie l'énergie lorsque le champ B passe par 
les valeurs critiques. Supposons que l'énergie du niveau v, (51) 
coïncide avec l'énergie de Fermi dans le champ B,. D'après (29.13), 
le nombre d'états occupés dans l'unité de volume du cristal, dans 
l'intervalle 64, autour du point #, = 0, est 


Ro = (Vo + 1) PBoôk.. (30.11) 


Cette valeur de n, permet d'exprimer l'énergie de ces électrons sous 
la forme 


e(B)=h > (v+!'2) w8,PBo6ôk. = An, (30.12) 
v=æ0 
avec 
A = eh/(2pmicôk.). (30.12a) 


Lorsque le champ magnétique B passe par la valeur B,, les 
électrons de nombre quantique v, transitent vers d'autres états de 
la surface de Fermi tels que k, + 0. Les autres électrons de nombres 
quantiques v < Vo — 1 restent dans l'état k, = 0, et leur nombre, 
dans la couche d'épaisseur Ôk., est égal à 


— vpBôk.. (30.13) 


12* 
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Leur énergie est An°. Quant aux nr — n, électrons, qui étaient pré- 
cédemment dans l’état v,, ils ont à présent une énergie égale à l’éner- 
gie de Fermi e+. Par conséquent, l'énergie de tous les électrons par 
unité de volume du cristal, compris dans la couche ôk,, dans le 
champ magnétique B est 


e(B) = An° + (n — no) ep. 


Sachant que v, > 1, on peut exprimer l'énergie de Fermi en fonction 
de À et de n,. En effet 


cr — hop, (Vo + 1/2) & hop, (Vo + 1) = 2An. 
Donc 
c(B)= Aîr —2(n — no) nl. 


Ainsi, lorsque le champ magnétique varie de AB = B — B,, l'éner- 
gie des électrons de la couche 64, (au voisinage du point k, = 0) 
varie de 


ce (B) — e(Bs) = ei (n — n)°/(2pm?côk.). (30.14) 


_ D'après (30.11) et (30.13), lorsque le champ magnétique augmente 
de la valeur 2, à la valeur B, le nombre d'états occupés dans la cou- 
che d'épaisseur ôk, varie de 


n — no = P [VOB — 
— (vo + 1) Bol Ôk,; B>Bo. 


Par conséquent, la différence 
n — n, varie « en dents de scie» 
(fig. 36). Egale à zéro pour 
B = B,, elle varie brutalement 
jusqu'à —pB,.ôk, pour des va- 


7) 7) B+ 2 leurs de B à peine supérieures 
L'a y à B,. Ensuite elle augmente li- 


Fig. 36. Variation du nombre detats néairement avec le champ. Elle 
quantiques occupés dans la couche k, = 0 S annule lorsque B atteint la 
d'épaisseur Ôk.. valeur B,(1 + 1/v,), puis à 

nouveau chute brutalement jus- 

qu'aux valeurs négatives pour des valeurs de B juste supérieures à 
Bo (1 + 1/vo). Cela tient à ce que tous les niveaux v, —1 se libérent, 
alors que tous les autres niveaux de nombres quantiques inférieurs 
ou égaux à v, — 2 restent occupés. Comme l'énergie (30.14) dépend 
du champ magnétique, on peut définir une aimantation par unite 
de volume 5M du cristal correspondant à la couche ôk, pour k#, — 0: 


dE (k,—0 
M (k,=0)= — GT. 
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Compte tenu de l'égalité v — = =cmicr/(ehB) et de (30.13), 
nous obtenons 
ÔM (k; = 0) = — (nr — no) ep/B. 


Les autres couches correspondant à #, =£ 0 contribuent elles aussi 
à l’aimantation: 
ÔM (k,) = —e (k,) (nr — no)/B, (30.15) 
avec 
e(k)=er — h°k7/2mf. 


Lorsque le champ magnétique varie, la différence rz — nr, varie 
en dents de scie, avec la période AB & B,/v, et l'amplitude pBôk.. 
Par suite ÔM (k,) est aussi une fonction périodique de 1/B de période 
eh/(mice(k,)) et d'amplitude ee(k.) 8k./(4n*hc). L'expression (30.15) 
peut donc s’écrire 

__ ee(k,)6k, 
ÔM (kr) = — Bnvñc  Ÿ” 
où æ varie dans l'intervalle —1x << q << x. Par conséquent, l’aiman- 
tation ÔM (k.) peut être développée en série de Fourier 


ÔM (k:) = : a Ôk, sin (H); 
p=i 
avec 


a, = —ee (k,)/(4n“ficu). 


Pour obtenir l’aimantation totale, il faut tenir compte de toutes 
les couches : 


e 1 ._ 2nmfpce (k:) 
M = Ah » + | e (4) SO — 55 dk... 
u 


Si micer/ehB ÿ 1, l’expression sous le signe d'intégration oscille 
rapidement. Seules les valeurs voisines de k, — O0 apportent une 
contribution impoitante. Si l’on fait cette approximation, on obtient 


M=YVB, (30.16) 


ou 


1 c \3/2 S 21m/ucep ñ 
ns or lue —3/2 ç; ES 
V3 (x) D pr sin (7 Tr) 
paf 


(30.16a) 


L'expression (30.16) montre que la susceptibilité magnétique 


182 MOUVEMENT D'UN ELECTRON DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE [CH VI 


peut atteindre des valeurs voisines de l'unité et même supérieures 
pour de faibles valeurs du champ magnétique. Ces valeurs de la 
susceptibilité peuvent conduire à l’apparition de domaines magné- 
tiques constitués de phases magnétiques d’inductions magnétiques 
différentes (68, 691]. 

Lifshitz et Kossévitch [70] ont obtenu une expression théorique 
de l’aimantation pour des températures différentes de zéro et pour 
un spectre d'énergie électronique arbitraire. Lorsque la température 
augmente, l’amplitude des oscillations diminue. Chaque terme de 
la somme (30.16a) contient en effet le facteur 


exp (—21*Ocm{iu/(ehB)). 


La diffusion des électrons sur les impuretés et les autres inhomogé- 
néités du réseau diminue encore l’amplitude des oscillations. Si + 
est la durée moyenne séparant deux chocs successifs, on peut intro- 
duire dans la somme (30.16a) le facteur exponentiel [71] 


exp (—2ncmi/(etB)). 


D'autres caractéristiques physiques du métal, par exemple la 
résistance (effet Shubnikov-de Haas (voir $ 32)), présentent aussi 
une variation non monotone (oscillatoire) en fonction du champ 
magnétique. Cette variation est liée à la quantification de l'énergie 
électronique. 

L'étude de ces effets oscillatoires permet de définir les sections 
extrêmes de la surface de Fermi par des plans perpendiculaires au 
champ. Connaissant comment varie la période d'’oscillation en 
fonction de la direction du champ, on peut rétablir la forme de la 
surface de Fermi des électrons de conduction [72, 73]. C'est ainsi 
que l’on a trouvé la surface de Fermi de l'aluminium [74], du zinc 
et du plomb [75] et de toute une série d’autres métaux. 

Expérimentalement, pour étudier l'effet de Haas-Van Alphen 
on est obligé d'utiliser des champs magnétiques pulsés très intenses. 
A cause de l’effet de peau, le champ magnétique dans le conducteur 
n’est pas homogène. La quantification de l'énergie dans ces condi- 
tions a été étudiée dans [76]. 


30.1. Rupture magnétique. Dans le paragraphe précédent, nous 
avons étudié l'effet de Haas-Van Alphen pour des orbites électroni- 
ques quantifiés situées dans un plan de l’espace k perpendiculaire 
à la direction du champ. Dans l'approximation quasi classique, 
l’électron ne se déplace pas sur toutes les trajectoires classiques, 
mais seulement sur celles qui correspondent à une énergie de mouve- 


ment transversal égale à (v ++ ] ho 8. 


Dans certains métaux, les trajectoires classiques autorisées en 
certaines régions de l’espace k peuvent être proches l’une de l'autre, 
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si bien que. pour des champs magnétiques intenses, un électron peut 
transiter d’une orbite à l’autre. Ce phénomène, d’abord étudié par 
Cohen et Falicov [77], Blount [78] pour des valeurs limites maximale 
et minimale du champ magnétique, fut par la suite étudié par Slutski 
[79] et Reitz [80] pour des valeurs quelconques du champ. Le trans- 
fert d'un électron d’une orbite à l’autre est appelé rupture magnétique. 
Cette rupture n’est possible que si A? & e-hiwë, où Aest la distance 
énergétique entre les deux orbites. Dans les travaux [78] et [80], 
on montre que la probabilité de transition entre les deux orbites est 
proportionnelle à exp (—A*/ñowp ep). 

De faibles distances énergétiques entre les orbites classiques 
doivent leur apparition à la levée de la dégénérescence de spin ou 
aléatoire par une faible interaction spin-orbite. 

Pour illustrer ce phénomène, considérons, comme dans [78], 
le cas le plus simple d’un électron situé dans un champ périodique 
unidimensionnel W, cos (gx) faible et soumis à un champ magnétique 
homogène B parallèle à z. Le potentiel vecteur a la forme A — 
= (0, xB, 0) et l’hamiltonien est donné par 


H=—(pe+ B}"+Wocos (az) + (Pi + pi), 


où q << k# est le vecteur d'onde correspondant à l'énergie de Fermi. 
Lorsque le champ magnétique est faible, on peut négliger B en 


première approximation. Alors, pour W, petit et | £: [max <- LA 
la section de la surface isoénergétique sphérique par le plan Æ, = 0 
est presque circulaire. Pour | #, [max >+ q, l'action de W, se mani- 
festera avant tout au voisinage des points du plan (k,, k,), où | &, | — 
= _ q (voir 20.2). En ces points, les deux bandes énergétiques sont 


séparées par une bande interdite -2W,. De ce fait, dans un champ 
magnétique faible, la structure des orbites classiques dans l’espace k 
doit avoir la forme indiquée sur la figure 37, a. La première bande 
énergétique correspond aux orbites Z (une orbite centrale fermée 
et deux orbites ouvertes). La deuxième bande énergétique corres- 
pond aux orbites fermées 2. Pour un champ magnétique fort, un 
électron de l'orbite Z peut passer sur l'orbite 2. Le mouvement de 
l'électron s'effectue alors le long des deux trajectoires circulaires 
représentées en trait plein et en pointillé sur la figure 37, b. 
Ainsi, lorsque le champ magnétique augmente notablement et 
que se manifeste une rupture magnétique, les anciennes périodes de 
l'effet de Haas-Van Alphen font place à de nouvelles périodes d’os- 
cillation. Par exemple, dans le modèle considéré plus haut, dès 
que se produit la rupture magnétique les périodes correspondant 
aux orbites 2 disparaissent et les périodes correspondant aux grands 
cercles font leur apparition. Le diamètre de ces orbites est supérieur 
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aux dimensions linéaires de la première zone de Brillouin, dans la 
direction k.. 

La présence d'une rupture magnétique fut observée pour la 
première fois lors de l’étude de l'effet de Haas-Van Alphen dans un 
monocristal de manganèse [81]. Lorsque le champ magnétique, appli- 
qué parallèlement à l’axe c du réseau serré hexagonal, devient intense, 


ere en, 
NN. 
—_<"” —” 
Fig. 37. Mouvement de l'électron dans un champ magnétique faible (a) et dans 
un champ magnétique fort (rupture magnétique) (b). 


lz 


e 
° 
4 
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les deuxième et troisième bandes énergétiques sont assez proches 
pour permettre des transitions. Des orbites fermées se constituent 
alors en remplacement des orbites ouvertes 7, et leur surface est 
supérieure à la section de la première zone de Brillouin. 


30.2. Transitions semi-métal — semi-conducteur et semi-conduc- 
teur — semi-métal dans un champ magnétique intense. Dans les 
paragraphes précédents, nous avonsétudié l’action d’un champ magné- 
tique sur les états monoélectroniques d’un électron de conduction 
dans un métal. Nous avons supposé que la largeur de la fente énergé- 
tique («gap») (e, — E:” — E;° >> 0) entre les bords des bandes 
de valence et de conduction et l'énergie de Fermi e- ne variaient pas 
sous l’action du champ magnétique. Ceci reste valable tant que 
l'énergie d'interaction du moment magnétique avec le champ magné- 
tique B (de l’ordre de 10% eV par œrsted) est notablement plus petite 
que l'énergie de Fermi e- et l'énergie €, : 

D Legs Ere (30.17) 
Cette condition pourrait ne pas avoir lieu dans les métaux seulement 
pour les champs les plus intenses pratiquement inaccessibles (10% à 
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10? Oe). Ce n’est pas le cas des semi-métaux. Comme nous l'avons 
montré au $ 22, pour les semi-métaux, même au zéro absolu, la bande 
de valence et la bande de conduction se recouvrent un peu (e, — 
— E{9 — E}9 O0). Par conséquent, même au zéro absolu, une 
partie des électrons de la bande de valence passent dans la bande de 
conduction en libérant des états dans la bande de valence (trous). 
Ces électrons assurent les propriétés métalliques de ces cristaux. 

L'interaction du moment magnétique de l’électron avec le 
champ conduit à un réarrangement du spectre énergétique des élec- 
trons. Pour une certaine valeur du champ magnétique, le recouvre- 
ment des bandes de conduction et de valence peut disparaître, et 
le semi-métal se transforme en un diélectrique. B. Davydov et 
I. Pomérantchouk [82] ont les premiers envisagé la possibilité 
d'une transition semi-métal — diélectrique dans un cristal soumis 
à un champ magnétique très intense. 

Etudions cet effet dans un semi-métal dont les lois de dispersion 
pour les électrons et les trous en l'absence de champ magnétique sont 
du type quadratique 


E(k)=E" +, Ek)=E"— 2 (30.18) 
où 
A,=E®— ES <0, (30.19y 


me et m; sont les masses effectives des électrons et des trous qui, 
dans ce modéle, coïncident avec les masses effectives cyclotron cor- 
respondantes. 

Chacun des niveaux énergétiques (30.18) est doublement dégénéré 
par rapport au spin. Dans un champ magnétique dirigé le long de- 
l’axe z, cette dégénérescence est levée, et les lois de dispersion (30.18) 
prennent la forme (voir $ 29) 


ehB ehB h2k2 


Ee(k)= ES + (V4) + Tome, (80.20) 
| ehB ehB h2k3 
E, R)= EE — (+0) EE + Due — 2ms (30.21} 


où u est la masse de l’électron libre. 

Les expressions (30.20) et (30.21) permettent de trouver les dé- 
placements que subissent les bords de la bande de valence et de la: 
bande de conduction sous l’action d'un champ magnétique appliqué: 


(0) = (0) ehB 4 Se 
Es” (B)= Es + |, 


Ci 
2c m? 


pe (B=se [Li 1 
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Par conséquent, la largeur de la fente énergétique entre les deux 
bandes est 


; ehB 1 1 2 
A, (B) — E!9 (B) — E;° (B) =, + De (+ Pa) (30.22) 
Sachant que ec, << O0 en l’absence de champ magnétique dans un 
semi-métal, on trouve la condition de transition semi-métal — 
diélectrique 


el <R (+ +). 


m? U 


(30.23) 


Cette inégalité est vérifiée lorsque le champ magnétique B est assez 
élevé, à condition que 


2 


Les formules (30.17) à (30.22) obtenues dans ce paragraphe restent 
valables pour un semi-conducteur, en l’absence de champ magnéti- 
que, c'est-à-dire lorsque 


e,= E— E > 0 


Pour que ce semi-conducteur se transforme en métal sous l’action 
d'un champ magnétique intense, il faut que la condition 


RB 1 1 2 
A (B)=c + ( +-r—+) <0 (30.25) 


& 
me m; 


soit remplie ; ceci n'est possible que si l’intensité du champ magné 
tique est telle que 


ehB 2 4 | 
cg < Ca ne) (30.26) 


Cette transition semi-conducteur — métal a été observée pour 
des alliages Bi — Sb, dont la concentration en antimoine est com- 
prise entre 8,8 et 15,8 % 183, 84]. A la température de l'hélium li- 
quide, il faut utiliser un champ magnétique intense, dirigé le long 
de l'axe trigonal. Dans [85] on montre que, à la température de l’hé- 
lium liquide, lorsqu'on augmente le champ magnétique, le recouvre- 
ment des bandes dans un monocristal d'antimoine diminue. Pour 
350 kOe, une bande interdite apparaît, et l’antimoine devient di- 
électrique. Inversement, pour les monocristaux de bismuth, lorsque 
le champ magnétique augmente, le recouvrement des bandes augmen- 
te quelle que soit la direction du champ. C’est pourquoi la transition 
vers l’état semi-conducteur est impossible pour le bismuth pur [86]. 
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$ 31. Ondes électromagnétiques de basse fréquence 
dans les métaux 


En 1960, Konstantinov et Pérel [87] montrèrent que des ondes 
électromagnétiques polarisées circulairement pouvaient se propager 
dans des métaux alcalins purs placés, à la température de l'hélium 
liquide. dans un champ magnétique fort, perpendiculaire à la surface 
du cristal. Ces ondes furent appelées hélicons. En 1961 Bovwers, 
Legendy et Rose [88] découvrirent expérimentalement les hélicons 
dans le sodium. 

La propagation des hélicons dans les métaux dépend fortement 
de la topologie de la surface de Fermi. Pour expliquer les particulari- 
tés de cette propagation, le plus simple est d'étudier les métaux 
présentant une surface de Fermi sphérique. C’est le cas des métaux 
alcalins Na, K, Rb. 

En champ magnétique nul, le tenseur de permittivité des métaux 
alcalins est diagonal 


(A) 
Cry = Eyz = Ezx = 0, Er = Eyy El (31.1) 
où w5 — 4nne*/m* est le carré de la fréquence de plasma; n,, m* 
la densité et la masse effective électroniques; t la durée moyenne 
séparant deux chocs successifs des électrons avec les phonons, les 
défauts du réseau, les impuretés ou avec d’autres électrons. 
Les ondes longitudinales — plasmons sont définies par l’équation 


o5 
1— © (&—+ i/t) =0. 
On voit que lorsque wt ÿ 1, dans l'approximation des grandes 
longueurs d'onde, les plasmons ne présentent pas de dispersion: 
© = Op. 
Par contre les deux ondes transversales vérifient l'équation de 
dispersion 


3 w? 
ir CT EE (81.2) 
Il s'ensuit que lorsque ot > 1 et w << w, le vecteur d’onde des 
ondes transversales est purement imaginaire, et ce type d'onde est 
totalement réfléchi par le métal. 

Si le métal est placé dans un champ magnétique constant H,, 
apparait une nouvelle caractéristique importante du mouvement 
des électrons: la fréquence cyclotron 


o. = eH/m*c. (31.3) 
Lorsque l'inégalité 
OT > À (31.4) 
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est vérifiée, entre deux chocs successifs, l’électron effectue un grand 
nombre de tours de spirale autour de la direction du champ magné- 
tique. Cette rotation régulière modifie la réponse du métal à une 
perturbation électromagnétique de basse fréquence (o << wc). 

Si l’axe z est dirigé le long du champ magnétique, la composante 


œ 
@ (w@ + i/+) 


de la permittivité diélectrique ne dépend pas du champ magnétique. 
Par rapport à une onde polarisée circulairement et dont le vecteur 
d'onde est dirigé parallèlement au champ magnétique dans l’appro- 
ximation des grandes longueurs d'onde (k Æ 0) la permittivité aux 
basses fréquences (0 € w,) est 


(PE (w) —_ 1 — 


«2? 
€ + (@)= ess tien =: (31.5) 


Lorsque w € w,, cette expression se simplifie 


Ce 
€E+ (w) # ot oi ‘ (31.6) 
Dans ce cas la permittivité e+ (w) est positive et détermine la 
propagation dans le cristal d'ondes électromagnétiques. Soit une 
onde électromagnétique extérieure de fréquence w, polarisée circulai- 
rement, de même direction que le champ magnétique, donc per- 
pendiculaire à la surface du cristal. Conformément aux équations 
de Maxwell, cette onde donne naissance dans le solide à un champ 
alternatif 
: Eoexpl{i(kz—t)] dk 

E()=E.()+iE,(0)= | "RER. (817 
Le comportement de ce champ dans le cristal est déterminé par les 
singularités de la permittivité e+ (w). Pour une fréquence « réelle 
fixe, les pôles de l’expression sous le signe d'intégration (31.7) dans 
le plan k complexe sont les zéros du dénominateur. Ils sont définis 
par l'équation de dispersion 


ki = w°e+ (w, ky)/c°. (31.8) 


Chaque valeur x; apporte une contribution au champ (31.7) 
sous la forme d'une onde normale 


Ei (2, t) = asexp li (kyz — ot)], (31.9) 


où a, sont les résidus du pôle k,. Si la partie réelle est nettement plus 
grande que la partie imaginaire, l'onde £; (z, t) pénètre dans le cristal 
à de grandes profondeurs. 

D'après (31.6), dans l’approximation des grandes longueurs d’on- 
de, lorsque w < w,, la permittivité e4 (w, k) ne dépend pas de 4. 
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L’ équation (31.8) définit donc de manière univoque la valeur du 
vecteur d’onde complexe de l'onde circulaire: l’hélicon, créée dans 
le cristal 

VO 
c?(o—w—i/t) ° 


Par conséquent, pour ot > 1 et w € «. 


k= 8, (w)— 


Rek, &—V —, (31.10) 
Oc 
Op rx 
Im k, © ne. (31.108) 
La vitesse de phase de l’hélicon 
H 
= pi = Von Je ie (31.11) 
ne dépend pas de la masse Ps de l’électron. Pour une ET 
de © = 107 s-1et wo, — 10! s"! et la valeur habituelle w,, Æ 108 
la vitesse de phase de l’hélicon est 
Vph —= 10% à 10% cm/s. (31.12) 


Cette valeur est comparable à la vitesse du son dans le métal et 
notablement inférieure à la vitesse des électrons v; — 10% cm'/s à 
la surface de Fermi. Comme la vitesse du son est indépendante de 


H, et la vitesse de phase des hélicons proportionnelle à Y 4, il 
existe un certain champ A, pour lequel elles coïncident. On doit 
observer dans ce cas une interaction résonante intense entre les hé- 
licons et les phonons. La théorie de cette interaction a été établie 
par Skobov et Kaner [89] et par d’autres auteurs. 

Le champ des hélicons est avant tout magnétique puisque 


LAJE, | = cl & 107 > 1. 


Les hélicons peuvent se propager dans les métaux et dans les semi- 
conducteurs dopés dans une direction confondue, ou formant un petit 
angle avec la direction du champ magnétique constant. 

La fréquence des hélicons peut se rapprocher de la fréquence cyclo- 
tron du côté des basses fréquences. Nous avons étudié plus haut des 
hélicons de très basse fréquence (w < w.). Lorsque w s'approche de 
&., il faut tenir compte de la dépendance en k de la permittivite. 
Cette dépendance peut être obtenue simplement par le raisonnement 
suivant. Supposons que tous les électrons se déplacent dans le métal 
‘à la vitesse v. La fréquence effective des ondés interagissant avec 
les électrons subit un déplacement Doppler égal à kv. La permittivité 
(31.6) devient alors 
wo? 
e4 (©, k) = — : 


oo—w—+kv<+i/r] ° (31.15) 
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L'expression obtenue doit être moyennée sur les vitesses des élec- 
trons. Cependant, pour une discussion qualitative on peut utiliser 
simplement l'expression (31.13), en prenant, pour les métaux, une 
vitesse v de l’ordre de la vitesse de Fermi vz. 

Pour kvk/o, > 1, la permittivité (31.13) présente une singularité 
pour une certaine catégorie d'électrons vérifiant la condition 


De — © — Up COS À, (31.14) 


où À est l'angle entre le vecteur d'onde et le champ extérieur cons- 
tant. Lorsque cette condition (31.14) est vérifiée, la partie imagi- 
naire de £&+ (w, k) devient très grande, si bien que les hélicons sont 
fortement amortis. Cet amortissement est appelé amortissement 
cyclotron. 

Lorsque la vitesse de l’électron forme un certain angle par rap- 
port au champ magnétique, on voit apparaître un effet qualitative- 
ment nouveau: l'amortissement magnétique de Landau, dû aux élec- 
trons se propageant en phase avec l'onde, c’est-à-dire lorsque Æ,v, = 
— @. Dans le cas général d'un angle quelconque entre k et B, l’amor- 
tissement des hélicons a . étudié par Kaner et Skobov [90], qui 


ont obtenu, lorsque w. > — , XUr, le rapport 


Im k Er 


"2 
"Rek sin? À. 


er = (oct |cos A1) + — 


Le deuxième terme de cette formule PE PA l'amortissement 
magnétique de Landau. 

Si la conduction métallique est assurée par des charges des deux 
signes : des électrons de masse mi, de concentration 7, et des trous 
de masse m5 et de concentration n+, la permittivité est donnée par 
l'expression 


1 QE Spa 
es topo ). (81415) 
Cette grandeur caractérise la réponse du cristal à une onde polarisée 
circulairement, se propageant le long du champ magnétique Hs 
constant. 

Lorsque 


oo, et eo, ee, T1 > 1 et ee, Te D À, (31.16) 


l'expression (31.15) se simplifie 


AE (na — ni) BRIE LT SE 
4 (o)# a + (2 Sr" ]- (81.17) 

Dans les métaux qui présentent une concentration identique en 
électrons et en trous (le tungstène, le bismuth et l’antimoine), les 
contributions au premier terme de (31.15) sé compensent et les hé- 
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licons ne sont pas excités. Des ondes basse fréquence d’un autre 


type se propagent alors dans le cristal. Elles sont caractérisées par 
le vecteur d'onde 


/ ©? w?, . né ÿ 
pe = 20H Car = 4nn,Q (o +i/t) TE (31.18} 
Ces ondes sont appelées ondes d'Alphen. Lorsque wt > 1, le carré 
de leur vitesse de phase est donné par 


o \2 H8 
(+) T7 &nno(mf+m}) : GL 


Les conditions d'obtention des ondes d’'Alphen: wt >> 1 sont beau- 
coup plus dures que celles qui permettent l'excitation des hélicons: 
OT > À, car © € &.. Les ondes d’Alphen ont été observées par 
Williams 191] dans des échantillons de bismuth pur. 

En 1965, Walsh et Platzman [92] découvrirent dans le potassium 
un nouveau type d'ondes se propageant transversalement par rapport 
au champ magnétique constant. Les fréquences de ces ondes sont 
voisines de la valeur & = rw, (n = 1, 2, . . .), c’est pourquoi elles 
furent appelées ondes cyclotron *). Les ondes cyclotron se propagent 
avec une vitesse très supérieure à la vitesse du son, comparable à 
la vitesse des particules. C'est pourquoi, contrairement aux hélicons, 
ces ondes interagissent faiblement avec les phonons. 

Dans les métaux du deuxième groupe (cadmium, etc.) possédant 
un réseau hexagonal et une concentration identique en électrons et 
en trous, il ne peut y avoir formation d'’hélicons. Cependant dans 
ces cristaux le long des champs magnéliques constants dirigés sui- 
vant l’axe hexagonal peuvent se propager des ondes électromagnéti- 
ques circulaires de basse fréquence appelées dopplérons. 

Elles représentent un phénomène de résonance cyclotron résul- 
tant du déplacement de fréquence Doppler entre différents groupes 
d'électrons de vitesses voisines, situés tous à la surface de Fermi. 
Une telle situation est réalisée dans le cadmium et pour quelques 
autres métaux présentant une surface de Fermi anisotrope en forme: 
de lentille et des concentrations égales en électrons et en trous. 

La loi de dispersion des dopplérons reflète l'égalité entre la 
fréquence cyclotron et le déplacement de fréquence Doppler de 
l'onde incidente, dans un système de coordonnées lié au déplace- 
ment d'un groupe d'électrons présentant des propriétés caractéristi- 
ques. Les dopplérons ne peuvent se propager que dans les métaux, 
parce que leur excitation nécessite une densité électronique élevée 
et les conditions de dégénérescence de Fermi. Ils apparaissent seule- 


*) Les ondes cyclotron furent prévues par Kaner et Skobov dans leurs 
travaux théoriques [93]. 
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ment dans un certain domaine de valeurs du champ magnétique cons- 
tant 


Himin < H5 < Hrmax: 
Dans ce cas, seules les fréquences 
© << BH$ 


donnent naissance à des dopplérons. Ici B est un coefficient inverse- 
ment proportionnel à la densité électronique, pour les électrons de 
vitesse correspondante. Une étude détaillée des dopplérons dans le 
cadmium est réalisée par Fisher et coll. [94]. 


$ 32. Effets galvanomagnétiques dans les cristaux 


Soit un électron de conduction placé dans un champ électrique 
d'intensité E et dans un champ magnétique B constants. La réponse 
macroscopique linéaire du cristal aux champs électrique et magné- 
tique appliqués est caractérisée par l'apparition d’un courant dû 
au déplacement des électrons et des trous. Dans Île cas général, la 
densité de courant J est 

3 


J'; > 013(B) E;, (32.1) 


où 6; (B) est le tenseur de conductivité de rang deux, fonction de la 
grandeur et de la direction du champ magnétique B. 
Expérimentalement on mesure d'habitude le champ électrique 
créé par un courant parcourant le cristal dans une direction déter- 
minée. Il est alors plus commode d'écrire (32.1) sous la forme 
3 
E= À pu (B) 7 (32.2) 


Les propriétés du cristal seront alors caractérisées par le tenseur de 
résistivité Pi (B). 

Le tenseur de résistivité est le tenseur inverse du tenseur de 
conductivité. Si l’on connaît les composantes du tenseur de conduc- 
tivité 6:,, les composantes du tenseur de résistivité seront données 
par les expressions 


y | 4 
Pur [O220 33 — O230 30], Pie = D [033012 — 01303], (32.3) 


Oy1 Oro O3 
D — Oo Os Os3 (32.4) 
Oz1 Oo O3 
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est le déterminant construit sur les composantes du tenseur de con- 
ductivité. Les autres composantes du tenseur de résistivité peuvent 
être obtenues par permutation circulaire des indices 1; 2; 3 dans 
(32.3). 

La résistance du cristal soumis à un champ magnétique extérieur 
constant et homogène est appelée magnétorésistance. Dans l'étude 
de la magnétorésistance on distingue deux effets: a) la variation 
continue de la résistance lorsque le champ magnétique varie; b) la 
variation oscillatoire de la résistance. Le premier effet peut être 
interprété sur une base quasi classique par le mouvement en spirale 
des électrons dans des champs électrique et magnétique croisés. 
Pour expliquer le deuxième effet, il faut faire appel aux caractéristi- 
ques quantiques du mouvement. 

En étudiant le premier effet, on a découvert les régularités sui- 
vantes : 

A) Dans les champs magnétiques faibles (two & 1) l’électron, 
entre deux chocs successifs (temps de relaxation t), parcourt une 
faible partie de son orbite fermée. Dans ce cas: a) la résistivité 
augmente proportionnellement au carré du champ magnétique; 
b) un champ électrique proportionnel au champ magnétique apparaît: 
le champ de Hall. 

B) Dans les champs magnétiques intenses (tw% > 1), les élec- 
trons peuvent effectuer de nombreux tours de spirale entre deux chocs 
successifs. Dans ce cas, lorsque le champ magnétique augmente, la 
résistivité croît d'un facteur d’un million au moins, ou bien, ampli- 
fiée des centaines de fois, elle atteint une valeur limite. Ces deux 
possibilités peuvent être observées dans un même monocristal pour 
des directions différentes. 


32.1. Magnétorésistance dans les champs magnétiques faibles 
et moyens. Le tenseur de conductivité caractérise la réponse linéai- 
re d’un cristal, situé dans un champ magnétique, à un champ élec- 
trique extérieur appliqué. La dépendance régulière du tenseur de 
conductivité en fonction du champ magnétique (qui est une moyenne 
des oscillations quantiques de faible amplitude) peut être étudiée 
par une théorie quasi classique. 

L’électron du cristal, animé d’une vitesse v, soumis à des champs 
extérieurs homogènes électrique E et magnétique B, subit l’action 
de la force de Lorentz 


F=—e{E +i (vB]}. (32.5) 


Les états de spin de l’électron ne modifient en rien le mouvement de 
l’électron, car l'interaction de son moment magnétique avec le 
champ magnétique homogène ne donne aucune contribution à (32.5). 

Le mouvement résultant de la force de Lorentz est interrompu 
(de temps en temps par les chocs. La durée moyenne + entre deux 


13—0534 


494 MOUVEMENT D'UN ÉLECTRON DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE [CH. VI 


chocs est déterminée par la présence d’inhomogénéités chimiques ou 
physiques dans le cristal, les interactions (fonctions de la tempéra- 
ture) avec les phonons et les interactions résiduelles entre quasi- 
particules — les électrons, qui ne contribuent pas au champ moyen 
du cristal. Dans les champs magnétiques faibles et moyens, le temps 
+ entre deux chocs (temps de relaxation ou temps de libre parcours 
moyen) est beaucoup plus petit que la période de rotation de l'élec- 
tron sur son orbite fermée, c’est-à-dire 


1O8p < 1, 


ainsi le rôle des processus de relaxation est extrêmement important. 
I1 convient de décrire le mouvement des électrons et des trous par 
des méthodes statistiques faisant appel à l'équation de Boltzmann. 
Cette équation définit la fonction de distribution par unité de volume 
du cristal des électrons et des trous sur tous les états possibles. 

Dans des conditions stationnaires, pour un cristal homogène placé 
dans des champs électrique et magnétique homogènes et constants, 
la fonction de distribution f (k) ne dépend que du vecteur d'onde k 
de l'électron. Dans l’approximation du temps de relaxation (approxi- 
mation t) l'équation de Boltzmann pour une fonction de distribution 
f (k) spatialement homogène est 


+ Fgraduf (k)= — 2 [f (k) — fo (K)], (32.6) 


où fo, (k) est la fonction de distribution à l’état d'équilibre. 

Pour les électrons de conduction des métaux, à basse température, 
cette fonction est représentée par la fonction de distribution de Fermi- 
Dirac (25.1) 


fo) = [exp (SE )+ 1 1 (32.7) 


où c- est l'énergie de Fermi, © est la température exprimée en unités 
énergétiques. 
Pour les électrons de conduction et les trous dans un semi-conduc- 
teur ($ 25) 
a e(k) 
tr 1 e (k) 
f&)=Ne (\e pété) 'exp(— 52), (32.8) 
0 


où :V, est la densité électronique (ou des trous) dans la bande de 
conduction (ou la bande de valence); e (k) l'énergie des électrons 
(des trous) comptée à partir du bas de la bande de conduction (ou, 
selon le cas, du haut de la bande de valence). 

Si l’on connaît la fonction de distribution f (k), la densité de 
courant dans le cristal est donnée par l'expression 


J= Er | Vaf1 (k) &k, (32.9) 
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où vs est la vitesse de l’électron, le facteur 2 tient compte des deux 
états de spin possibles ; f, = f — f,. En écrivant (32.9) nous avons 


tenu compte de l'égalité a (k) &k = 0. Sachant que 


0 
+ grads fo = + TC graduc (k) = vi -2/0— a 


l'équation (32.6) devient 


9 1 | 
Fvx ( + = f++Fgradf.. (32.10) 


Nous nous intéressons seulement à la réponse linéaire du cristal 
au champ électrique extérieur faible. Il convient donc, dans l’expres- 
sion de la force F du second membre de l'équation (32.10), de ne 
garder que le terme relatif au champ magnétique. Par ailleurs comme 
[vx B] vx = 0, nous obtenons l'équation de Boltzmann linéarisée 
par rapport au champ électrique extérieur 


Ô 1 1 
(Evx) 5 )= + xBl gradxf— fs (32.11) 


Calculons d’abord le tenseur de conductivité du cristal en l’ab- 
sence de champ magnétique. Pour B = 0, l’équation (32.11) donne 


f1 (k) = —etx (Evx) ( — LE ) : (32.12) 


Substituons (32.12) dans (32.9), nous trouvons la densité de courant 
en l'absence de FS magnétique 


RE er {ve (ŒEvx) ( 2) ne dk. (32.13) 


Comparant cette expression à la loi d'Ohm 
3 


Ji= Ÿ 0,jE, où J—0E, (32.14) 
= 1 


J= 


nous obtenons l'expression générale du tenseur de conductivité du 
cristal sans champ magnétique : 


CO = 


_ | (vx X vita (5 ) dx, (32.15) 
où (v X v) est un tenseur symétrique constitué par le produit de 
deux vecteurs (produit dyadique) et ayant donc pour composantes 
(VOX Vhxy = Vxys +». 
Dans les métaux, à basse température (— 2 lo —$ (e (k) — 


‘de(x) 
— er). Par conséquent, en intégrant (32.15) sur les surfaces iso- 


43* 
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énergétiques et l'énergie, nous obtenons 


_—., 63 (Vy X Vy) 
Omét = Th Qu ds. (32.16) 

Dans (32.16) l'intégration s'étend à la surface de Fermi. Le 
tenseur de conductivité du métal dépend donc seulement des proprié- 
tés des électrons à la surface de Fermi. La grande conductivité 
du métal est due à la grande mobilité des électrons. Dans un métal 


Cu X May =+ [V |ôxs et le tenseur (32.16) devient 


isotrope 
d | vx | 


un scalaire 


Ont = es $ | Vx [Ti dS. (32.16a) 


Dans les semi-conducteurs, la fonction de distribution à l’état 
d'équilibre est définie par l'expression (32.8). Sachant que 


(-%) =}, à l'aide de (32.12) et de (32.9). nous obtenons le 


tenseur de conductivité d’un semi-conducteur de type n: 


PE { e-®/p (e) de)"1 | e-21e (vx v)t(e)p(e)de. (32.17) 


6 


Exprimons le tenseur de conductivité en fonction du tenseur de 
mobilité u. des porteurs de charge et de leur densité W, 


Osc — Vous, 


le tenseur de mobilité sera défini alors par la formule 
ue + {( e-e1e p (e) de} [e-t(v x v)r(e)p(e)de. (32.18) 
0 0 


m*v? 


D et le tenseur de mobilité 


Dans un semi-conducteur isotrope e — 
devient un scalaire 


U, — 5 {| ep (e) de)” | ee—tl8r (e)p(e) de. (32.18a) 
0 


Dans un cristal isotrope p (e) — Ve; si l'on pose v (e) — + on peut 
calculer l'intégrale (32.18a) 


(32.18b) 
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Dans un champ magnétique B, nous chercherons la solution de l'é- 
quation (32.11) sous la forme 


1 = —€t (VxA) (— do ) (32.19) 


avec vx = Aik/m*. A est un vecteur qui sera défini ultérieurement. 
Sachant que 


Lgradh=—TA(—<%), (32.20) 
de (32.11) on tire l'équation 
E—A——< [BA], (32.21) 
d’où 
A=Y(E+<— —BE]), (32.29) 
avec 
y = 4 + wB 71°)" (32.22a) 


En comparant (32.19) et (32.12) on voit que, en présence de 
champ magnétique, la loi d'Ohm devient 


J = A, (32.23) 


où © est le tenseur de conductivité en l’absence de champ magnétique 
(32.15). Le vecteur A est défini par l'expression (32.22). Pour trouver 
le tenseur de conductivité © (B) du cristal placé dans un champ magné- 
tique, il convient d'écrire (32.23) sous la forme 


J = oc (B) E. (32.24) 
Inversons l'égalité (32.23) 
A = pJ. 


p = 1/6 est le tenseur de résistivité du cristal en champ magnétique 
nul. Substituons A dans (32.21). Nous obtenons le champ électrique 
E d'un cristal placé dans un champ magnétique 


(32.25) 


Le deuxième terme de cette expression définit un champ électri- 
que perpendiculaire au courant, appelé champ de Hall. Il change de 
signe lorsque le champ magnétique change de signe. La chaleur 
dissipée par effet Joule dans le cristal par le passage du courant 
Q = JE, conformément à (32.25), dépend seulement du tenseur de 
résistivité en l'absence de champ magnétique. Dans un cristal iso- 
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trope, la résistivité p devient scalaire, et le champ de Hall devient 


Ettan = À [BJ], (32.26) 
où 
R=-T% (32.27) 
m"cC 


représente le coefficient de Hall. Remplaçons dans (32.27) la valeur 
(32.18b) obtenue pour la résistivité d’un semi-conducteur. Nous 
obtenons le coefficient de Hall d’un semi-conducteur dont la con- 
ductivité est assurée par W, électrons 
1 
R£è mo Ne (32.27a) 
Lorsque la conductivité est assurée par les trous, le coefficient de 
Hall devient 
1 
eN!c : 


RÈ = (32.27b) 


La mesure du coefficient de Hall permet de déterminer directement 
le signe et la densité des porteurs de charge. 

Pour déterminer le tenseur de conductivité sous champ magnéti- 
que, substituons (32.22) dans (32.23) : 


J=0y(E+-5IBE]). (32.28) 
En transformant cette expression 
Ji= ù Oi,(B) E;, 
) 


m 


nous trouvons le tenseur de conductivité cherché. Dans des cristaux 
isotropes, le tenseur de conductivité o du cristal en champ nul est 
un scalaire. Par conséquent, sous champ magnétique (32.28) donne 
directement la forme explicite du tenseur de conductivité: 


et et 
1 — 7e B: m*c By 
o(B)=0y| <-B. 1 — B;|, (32.29) 
et T 
7 me B, PT B> 1 


où y = (1 + T'oi)”!. 

(32.29) et les formules (32.3) permettent d'exprimer le tenseur 
de résistivité sous champ magnétique dans le cas particulier où le 
champ magnétique est dirigé le long de l'axe z (B, — B, = 0): 


D RB, 0: 
p (B) — | — RB, p à ; (32.30) 
0 0 bp 
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où p = 1/0 est la résistivité du cristal isotrope en champ magnétique 
nul, À = —erp/m*c est le coefficient de Hall. 


32.2. Magnétorésistance dans des champs magnétiques intenses. 
Si + est le temps de relaxation, lorsque la condition 


Top > 1 (32.34) 


est vérifiée, l'électron (ou le trou), dans le cas d'une orbite fermée, 
effectue de nombreuses révolutions avant d'entrer en collision. On 
peut donc, à l’approximation zéro, ne pas tenir compte de ces chocs 
et les faire figurer aux approximations suivantes. Cette méthode 
est basée sur un développement en fonction des puissances inverses 
du champ magnétique. 

Considérons simplement un cristal cubique, de surface de Fermi 
sphérique, dont la masse effective cyclotron coïncide avec la masse 
effective de l'électron m*. 

Supposons que les champs électrique E et magnétique B soient 
respectivement dirigés le long des axes x et z. Les équations du mou- 
vement des électrons en l'absence de relaxation sont 


m°z = —e (E + ZyB) | m*y = ex B, m*z=0. 
Leurs solutions peuvent être écrites sous la forme 


z=Cicosogt, y= RC sin Op, 


2= Cr, (32.32) 


où &p — eB/m*c est la fréquence cyclotron; C, et C, sont des cons- 
tantes d'intégration. D'après (32.32), dans le plan zy l’électron 
effectue un mouvement circulaire de fréquence w, autour d’un point, 
qui se déplace le long de l’axe y avec une vitesse constante‘égale à 
—E/B. 

Pour calculer la densité du courant apparaissant dans le cristal, 
nous utiliserons la méthode développée par Pippard [95]. L'action 
du champ électrique Æ constant se traduit par une impulsion —eEôt 
dirigée le long de l’axe x. Cette impulsion communique à l’électron 
à l'instant f une vitesse de dérive égale à v, (t) — —eEôt/m*. Si la 
densité des porteurs de charge est —eN,, un courant apparaît le long 
de l’axe z: 


6], () = Aôt, À = Née’Elm*. (32.33) 


Les électrons soumis au champ magnétique effectuent un mouvement 
circulaire de fréquence cyclique w4. Par conséquent à l'instant £,, 
la densité de courant (32.33) devient 


ÊT x (to — 1) — À cos wB (to —t), ÔJ, (to — t) = FA sin wz (to—t), 


le signe « — » est relatif aux électrons, et le signe « + » aux trous. 
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Si l’on tient compte des processus de relaxation, ces expressions 
deviennent 
: to—t 
ÔJ x (to — t) = 4e = COS Op (to —t), ôI, (to —t) = 
to—t 


= —Ae ‘T sinop(to—t), (32.34) 


où Tt est le temps de relaxation effectif. Pour obtenir la densité du 
courant dû aux champs constants E et B, il faut additionner les 
contributions (32.34) de tous les instants dans l'intervalle —o << 

<t< to. Ainsi 
@ tot | 
J,=A | e + cosop(to—t)dt=0YE,, (32.35) 

où 

y= (1+oBt2)"!, (32.36) 
G=exN,Im* (32.37) 


est la conductivité des électrons en l'absence de champ magnétique. 
De cette manière nous obtenons 


J, = Fog 10YE, = Fogtd.. (32.38) 


Introduisons le tenseur de conductivité o;;, 
> 
J; = > O1yE ;, 
J= 


pour les électrons, nous obtenons à partir de (32.35) et (32.38) 


/ V OpTY 0 
| | (32.39) 


Oy=0| —opgty 7% 0 
0 0 ‘1 
En inversant (32.39), nous obtenons le tenseur de conductivité du 


cristal, coïncidant avec (32.30). Pour les trous, le tenseur de con- 
ductivité sera 


Ye —(ogty)s 0 
of = 0, | (sty)r Yt 0 }, (32.39a) 
0 0 | 


où 0, — eN,ty/m? est la conductivité par trous en l'absence de 
champ magnétique. 

Si les deux types de porteurs de charge participent à la conduc- 
tivité, le tenseur de conductivité sera la somme de (32.29) et (32.29a). 
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En particulier. lorsque les trous diffèrent des électrons seulement 
par le nombre de particules (m* — m?) (t = +,), dans le cas de 
trajectoires fermées, la valeur asymptotique des composantes du 
tenseur de conductivité devient 


V(o+o) vosF 0 
Oy = | —Yosf v(o+o) 0 | (32.40) 
0 0 (o + 0:) 


avec F— is (N.—N,). 


m* 

D'après les expressions (32.40) et (32.36) on voit que les éléments 
diagonaux du tenseur de conductivité, sauf ©6.., tendent vers zéro: 
comme B* et les éléments non diagonaux le sont comme B-! lorsque 
N. = N4 En inversant le tenseur (32.40) par les formules (32.3) 
nous obtenons les composantes non nulles de la magnétorésistance 


1+ 710 208F (1 + 71105 

Pa EEE Pa =— PR à. 629 
avec p —= (6 + 6,)-! est la résistivité du cristal sans champ magné- 
tique. Lorsque wgt > 1 les valeurs limites de (32.41) diffèrent nota- 
blement selon que F est égal ou différent de zéro. Ces valeurs sont 
indiquées sur le tableau 10. Lorsque W, Æ N, (F = 0) et que le 
champ augmente, la composante p,, augmente jusqu’à saturation. 
Par contre, si NV, — N,, la résistivité augmente comme le carré 
du champ. 

Habituellement, ce sont les métaux à nombre pair d'électrons 
dans la maille élémentaire qui présentent des électrons et des trous 
en nombre égal. La conductivité est alors due au recouvrement des 
bandes de valence et de conduction. Le nombre d'électrons passés 
dans la bande de conduction est égal au nombre de trous créés dans 
la bande de valence. K, Na, Al, In présentent une surface de Fermi 
fermée avec des nombres d'électrons et de trous inégaux. 

La théorie simplifiée présentée plus haut (approximation 7, 
surface de Fermi sphérique) ne prétend même pas donner la varia- 
tion qualitative de la résistance en fonction du champ magnétique. 
Cette dépendance ne peut être déterminée que dans des cas précis, 
parce qu'elle dépend de la forme de la surface de Fermi et des détails 
des phénomènes de relaxation des électrons et des trous. 

La première théorie de la magnétorésistance des cristaux possé- 
dant une masse effective anisotrope fut développée dans (94, 95} 
sans tenir compte de l’anisotropie du temps de relaxation. Dans 
[96], cette théorie a été développée pour des cristaux de masse ef- 
fective et de temps de relaxation anisotropes, soumis à un champ 
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magnétique faible ou intense. Une théorie générale valable dans un 
large intervalle de champs magnétiques (théorie de la diffusion ani- 
sotrope) futhdéveloppée par Samoïlovitch et coll. (96, 97]. Une jus- 
tification expérimentale de cette théorie 

Tableau 10 - | : 

est donnée dans les travaux de Baranski 


Valeurs limites de la et coll. [98 à 100]. Une généralisation de 
magnétorésistance 


la théorie de la diffusion anisotrope au 
cas d'un champ magnétique quantifié 
dans le germanium de type x fut déve- 
loppée dans les Fe de ie 
- ss an F2 Samoiïlovitch et autres [101, 102]. 
ou jet + DE NPES Jusqu'à présent nous n'avons traité 
que de surfaces de Fermi fermées, mais 
de nombreux métaux ont une surface de 
Fermi ouverte. Dans ce cas, pour certai- 
nes directions du champ magnétique la 
trajectoire des porteurs de charge est ouverte (et fermée pour les 
autres directions). Dans ces métaux (fer, cuivre, étain, or, argent, 
cadmium, platine, plomb et autres) la magnétorésistance est forte- 
ment anisotrope. Si V, = N,, pour les directions du champ magné- 
tique correspondant à des trajectoires fermées, la résistance augmente 
jusqu'à saturation avec l'augmentation du champ. Pour des direc- 
tions du champ correspondant à des trajectoires ouvertes, la résis- 
tance augmente comme le carré du champ. Une théorie de la magné- 
torésistance des métaux possédant une surface de Fermi de type 
« cylindre gaufré » fut développée par Lifchitz et Pestchanski [103]. 


$ 33. Phénomènes de résonance magnétoacoustique 


L'amortissement d’une onde sonore au sein d’un métal est dû 
essentiellement au transfert de son énergie aux électrons de conduc- 
tion. Le rôle des mécanismes d'absorption non électroniques, en 
particulier phononiques, diminue considérablement lorsque la tem- 
pérature diminue et lorsque l'amortissement électronique augmente. 

En vertu du principe de Pauli, seuls les électrons d'énergies voisi- 
nes de l'énergie de la surface de Fermi (voir plus bas) entrent en 
interaction avec les ondes sonores. Cette interaction est déterminée 
par deux mécanismes. Premièrement l’électron est soumis à la force 


de Lorentz —e (E + À [vB]) due aux champ électrique E et magné- 


tique B liés au déplacement des ions au passage de l'onde sonore. 
Deuxièmement, il y a une force —grad Ü (r, {) correspondant au 
potentiel de déformation U (r,t) du cristal soumis à l'onde sonore 
{voir $ 34). 

En raison de la conductibilité élevée du métal, la charge électri- 
que moyenne dans un volume supérieur à la maille élémentaire est 
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nulle. C'est pourquoi le champ. électrique créé par le son dans le 
métal ne peut être que transversal: div E — 0. Seules les ondes 
sonores transversales peuvent donc agir sur les électrons par l’inter- 
médiaire du champ électrique. 

L'opérateur énergie d'interaction de l’électron avec le potentiel 
de déformation (voir $ 34) peut être développé suivant l'amplitude de 
l'onde sonore. A l’approximation linéaire on peut écrire 


U (r,t)= 2 CabËar A B—2T,Y,2, (33.1) 


où 6,8 est le tenseur du potentiel de déformation, 


fre — 
= 7 (3 OZa 


est le tenseur symétrique de déformation, u est le vecteur du dépla- 
cement des ions à partir de leur position d'équilibre. 

La vitesse des ondes sonores dans le métal (105 cm/s) est sen- 
siblement inférieure à la vitesse des électrons ( 10% cm/s) à la sur- 
face de Fermi, c'est pourquoi dans (33.1) on peut négliger les inter- 
actions liées au mouvement retardé des électrons par rapport aux 
vibrations de réseau (effet Stewart-Tolman). Lorsque la vitesse du 
son est petite, l'opérateur (33.1) est quasi stationnaire par rapport 
aux électrons rapides. L'opérateur (33.1) est exprimé dans un système 
de coordonnées lié au réseau déformé par les vibrations acoustiques. 
Dans un tel système de coordonnées, la périodicité du cristal se 
conserve localement et on peut utiliser la notion de quasi-impulsion. 

Etudions d'abord l'amortissement des ondes acoustiques de 
grande longueur d'onde dans un métal, en l’absence de champ magné- 
tique extérieur. Dans ce cas, pour décrire les états électroniques, on 
peut utiliser une description quasi classique, dans laquelle les élec. 
trons sont décrits par la fonction de distribution 


fe; r, 1 —=fo+hle; r, t), (33.2) 


où f, est la fonction de distribution à l’état d'équilibre, tenant compte 
de la partie adiabatique de l'interaction électron-phonon. Le deuxiè- 
me terme f, décrit la partie non adiabatique des interactions. C'est 
ce terme qui est à l’origine de l'amortissement des ondes sonores. 

Dans un système de coordonnées lié au réseau déformé et se pro- 
pageant à la vitesse v par rapport au système du laboratoire, l’équa- 
tion cinétique définissant la fonction (33.2) peut être écrite sous la 
forme suivante : 


L + {fcon = 0, (33.3) 


où £ est la dérivée totale par rapport au temps; {f}con est un 


terme incluant les collisions des électrons avec les particules diffu- 
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santes, il caractérise la déviation par rapport à la distribution d'é- 
quilibre f,; bien entendu {fs}con — 0. En première approximation la 


dérivée Sa peut être exprimée en fonction de l’hamiltonien en l’ab- 
sence d’ térietion avec l'onde sonore: 


‘ho, 0h (33.4) 


dt & TV! 


où v est la vitesse des électrons. 

Substituant (33.4) dans (33.3) nous obtenons une équation ciné- 
tique linéarisée (en négligeant les faibles variations de potentiel 
chimique dues à la partie adiabatique des interactions) : 


Je + ve Ôfri LL {fon = — 2 À. (33.9) 


La variation de l'énergie électronique dans l'unité de temps est 
donc 


1) 
= Et Dos +. (33.6) 


Le coefficient d'absorption x du son peut être défini par l’expres- 
sion 


x = T+ > CE" (33.7) 


rene ((#)), 


Ceci représente la moyenne par rapport au temps du double de la 
densité d'énergie de l'onde sonore ; p est la masse spécifique du’métal ; 
S l’entropie du système électronique ; 


ar) = Ça) 


est la moyenne sur une période de l’onde sonore de l’énergie trans- 
mise dans l’unité de temps de l’onde sonore au système électronique. 


avec 


La fonction de dissipation T RD s'exprime en fonction’ de la 
distribution électronique f par l'intégrale 


+ = 5 | Ex CE fin f+ (AN in (1— NI) = 
= — | ak (& {in f— In (1— nn). (33.8) 
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Compte tenu des égalités 
d 
= —{fiheon (1) =0. 


fe fo , fa 
er Min pin! 
l'expression (33.8) donne 
das TT: (f1 fihcon1) 
Car) = | PE RE Css 
Si nous utilisons l'égalité f, (1 — fo) = —T %, nous obtenons 


l'expression finale du coefficient d'absorption du son par les élec- 
trons du métal 


x = [ Asp (+) 1 | ds Hithieon). (33.10) 


(—-%) 


Habituellement l'influence du champ électrique sur l’amortisse- 
ment des ondes acoustiques de grande longueur d’onde est moins 
importante que l'influence du potentiel de déformation. On peut 
donc se limiter seulement au mécanisme d'absorption électronique 
du son dû à la déformation du réseau; on posera 


Len D'ou 2. (33.11) 


Supposons que le champ créé par l'onde sonore u (r, t) soit repré- 
senté par une onde plane monochromatique 


u(r, t) = aexp [i (qr — wt)l, (33.12) 
a est l'amplitude de l'onde sonore. Alors 
de : 
= 0 D) Oasdaas exp [i (qr — wt)]. (33.13) 
a, B 


Si + représente la durée de vie moyenne entre deux collisions pour les 
électrons, dans l'approximation © {f}con = 1 f, et l'équation ciné- 
tique (33.5), _— tenu de (33.13), devient 


Ô fé) à 
Dtvt+if=(—-T)o D cesgassexpli(gr—wt)]. (83.14) 
æ&, B 
‘ Ainsi dans ds + nous obtenons : 


fe (=) Aexp/i (ar — ot). _ (83.15) 
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« 


ou 
To Br Cap]aas 
@, 
AZ = (83.16) 


Substituant (33.15) dans (33.10) et passant à l'intégration dans l’es- 
pace k sur la surface isoénergétique Z (dont l'énergie a été définie 
au $ 32), nous obtenons dans la limite des basses températures 


(c’est-à-dire lorsque — île — Ô (e — ep)) 


T( 2 Sastats)" 
a. B 
1+72(0—qv)? 


L'intégration dans (33.17) s’étend à la surface de Fermi. 

Etudions plus en détail la formule (33.17). Dans le domaine des 
basses fréquences, la longueur d'onde sonore est beaucoup plus grande 
que le libre parcours moyen ! = vt, c'est-à-dire pour 


qur 1 (33.18) 


on a aussi l'inégalité wt = sgt € 1, c'est-à-dire la vitesse du son s 
est sensiblement plus petite que la vitesse des électrons v. Dans ce 
cas on peut négliger, dans la formule (33.17), la dispersion spatiale 
et temporelle, alors 


x = (4nSpa?)"! Ÿ x( > CoBdaas Ÿ Æ (2) EE . (33.19) 
a, B 


x = (4nSpa?)"{ p # (33.17) 


où l’on a posé o,8 — Op: s — vitesse du son; V — concentration 
spécifique des électrons. 

Dans de nombreux métaux o &ek et Ver = ps. Dans ces 
conditions, pour les grandes longueurs d'onde, l'absorption du son 
par les électrons de conduction est proportionnelle à la gran- 
deur «°t. 

Pour des températures très basses, t peut être suffisamment élevé 
pour que 


qur > 1. (33.20) 


Par exemple, pour des températures voisines de la température de 
l'hélium liquide, dans le gallium pur, le libre parcours moyen vt 
atteint quelques centimètres. L'inégalité (33.20) est vérifiée pour 
des fréquences de l'onde sonore supérieures à 100 kHz. On peut 
alors avoir aussi 

OT = sgt € 1 (comme s € LV). (33.21) 


Lorsque ces conditions sont réalisées, dans le dénominateur de l’ex- 
pression sous le signe d'intégration (33.17), nous pouvons négliger w. 
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Alors sachant que Ô (x) — dm nous trouvons 


TE T+zns 


22 
= per P À ( D cusgues) *6(a) = + (83.22) 


œ, 


Donc, lorsque les inégalités (33.20) et (33.21) sont vérifiées, le coef- 
ficient d'absorption n’a pas un caractère collisionnel, puisqu'il ne- 
dépend pas du temps de relaxation t. Par conséquent il est indé- 
pendant de la température. 

Ces conditions peuvent être réalisées pour des températures plus 
élevées, lorsque wt > 1, à condition que les électrons de la surface 
de Fermi vérifient l'égalité 


qv = 0. (33.23) 


Sachant que pour l’onde sonore w = gs, où s est la vitesse du son, 
l'égalité (33.23) devient 


S = V COS Ÿ, (33.23a) 


où Ÿ est l'angle entre la directivn de propagation du son et la vitesse 
de l’électron. Seuls les électrons de la surface de Fermi, se propa- 
geant en phase avec l'ondé sonore, peuvent absorber le son (méca- 
nisme d'amortissement de Landau). Comme s € v, cette égalité. 
(33.23a) ne peut être satisfaite que pour 8 & n/2. La condition 
d'absorption d’un phonon (33.23) peut donc être écrite sous la forme 
d'une égalité approchée 


La vitesse des électrons de la surface de Fermi est, dans l’espace k, 
perpendiculaire à cette surface. Les ondes sonores les plus fortement. 
absorbées se propagent donc perpendiculairement aux sections extré- 
males de la surface de Fermi. En étudiant l’absorption du son dans 
des directions différentes on peut donc définir les orientations des 
sections extrémales de la surface de Fermi. On peut obtenir des 
informations beaucoup plus précises sur la forme et les dimensions 
de la surface de Fermi en étudiant l'absorption du son pour des 
métaux placés dans un champ magnétique. La théorie de ce phéno- 
mène sera étudiée dans les sections suivantes. 


33.1. Absorption du son dans un métal placé dans un champ magné- 
tique. Supposons que le vecteur d’onde q de l’onde acoustique mono- 
chromatique de fréquence w soit perpendiculaire au champ magné- 
tique extérieur B. Soient l’axe zx dirigé le long de q et l’axe z dirigé 
le long du champ magnétique. Pour simplifier, nous poserons 60, — 
— OÔ,. Ceci simplifie considérablement le calcul. La généralisation 
ne demande pas cependant de travail excessif. 
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L'équation cinétique (33.5) devient maintenant 


Shi ho sh +02 2e = - [o$—evE*|, (33.25) 


où Qp — . est la ne cyclotron, 


1 F du 
ici 


[+ B | (33.26a) 


appelé champ d'’induction est dû au passage du système de coordon- 
nées du laboratoire dans un système en mouvement avec l'onde 
sonore. 

Les phénomènes magnétoacoustiques les plus intéressants se 
produisent dans des champ magnétiques assez intenses, lorsque les 
inégalités 


Ar €OQ, (33.272) 
O & Gp; (33.27b) 
On << qU (33.270) 


sont satisfaites. L'’inégalité (33.27a) traduit le fait que l’électron 
effectue de nombreuses rotations autour de la ligne de force du champ 
magnétique entre deux collisions successives. L'’inégalité (33.27b) 
permet de considérer le champ de l'onde sur la trajectoire de l’élec- 
tron comme stationnaire, puisque la fréquence de rotation cyclotron 
est très supérieure à la fréquence du son. L'inégalité (33.27c) montre 
la grande inhomogénéité du champ de l’onde sonore par rapport au 
rayon caractéristique de l'orbite électronique R = v/Q;. 

Dans l'intervalle de champs magnétiques considéré l'énergie des 
interactions électriques inductives, correspondant au champ d'in- 
duction (33.26a) est bien inférieure aux interactions correspondant 
au potentiel de déformation. En effet, si o Æ e- (voir $ 34),on a 
eouBv 


RE ze «1. (33.28) 


PRES 
Ever 


On peut donc se limiter aux interactions avec le potentiel de défor- 
mation. Dans ce cas, dans l'approximation 7 des ondes sonores (33.12), 
l'équation (33.25) devient 


L+—io—iq | hi +05 2 = — SE woquexpli(ar—ut)], (33.2) 


avec 
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Pour écrire l'équation (33.29) nous avons posé 


f= —-%_ A (p) exp li (az — wt)]. (33.29a) 
Substituant (33.29a) dans (33.29) nous obtenons 
À (œ) = ocqa 


es NC 
Q8 [1—exp (2xY)] 


® 
iqu 
x | drexp{v(i—e)+(sinqi—sin)], (83.30) 


p-2x 


= (+—iv) ILE (33.31) 


Compte tenu des (33.27), on peut écrire | y | & 1. L'expression 
(33.30) peut donc être développée suivant les puissances de y. En 
ne conservant que le premier terme, nous obtenons 


A (p)= 7—— Jo (E) exp (— if sin q), (33.32) 


{0 
T 


où E = qu,/Q3, J, (E) est la fonction de Bessel. 
Substituons (33.29a) avec la valeur (33.32) dans la formule (33.10) 
définissant le coefficient d'absorption du son; nous obtenons 
_ +to?q3 
ET Ep (+ on) 
Sachant que l’inéquation (33.27c) est vérifiée, nous pouvons utiliser 


la forme asymptotique de la fonction de Bessel pour de grandes valeurs 
de l’argument 


À J3 ®. 


HO æ(U+sn2), E>1. 
Alors 


= nr [1 a d8 sin (2 sin 6) | , (33.33) 
0 


où x, est l'absorption (33.22) sans champ magnétique; 8 est l'angle 
entre le vecteur vitesse de l'électron et la direction du champ magné- 
tique. 

Dans l'intégrale de la formule (33.33), valable pour les grandes 
valeurs de qu,/Q,, la contribution la plus importante .est due aux 
valeurs de l'angle 8 voisines de x/2. Au voisinage de cet angle, on 
peut développer sin 6, en se limitant aux termes du deuxième ordre, 
puis intégrer jusqu'à l'infini. Nous obtenons alors l'expression 
14—0534 
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finale 
K = RE [1 + V > sin (9Do —2+) |], (33.34) 


D, — 2v,, max/Q 8. 


Cette formule (33.34) montre que lorsque le champ magnétique 
augmente, à une absorption croissant de manière monotone vient 
se superposer une composante oscillatoire. 

Bommel, sur un cristal d'étain, observa d'abord une dépendance 
non monotone du coefficient d'absorption du son lorsque le champ 


cht/e5 
è) 


Fig. 38. Trajectoire des électrons dans l’espace k (a) et dans l’espace direct (b). 
Le champ magnétique B est perpendiculaire au plan de la feuille. 


magnétique (perpendiculaire à la direction de propagation de l’onde 
sonore) augmentait [104]. Puis Morse et coll. [405] découvrirent ce 
phénomène dans le cuivre. Pippard [106] donna une interprétation 
physique correcte et une théorie qualitative de cet effet. La dépen- 
dance oscillatoire du coefficient d'absorption du son en fonction du 
champ magnétique est appelée résonance géométrique ou résonance de 
Pippard. Une théorie de ce phénomène fut aussi développée par 
Gourévitch [107] et d'autres chercheurs. 

Les considérations suivantes permettent de comprendre la nature 
qualitative du phénomène de résonance géométrique. Soit pour sim- 
plifier une surface de Fermi en forme d'’ellipsoiïde dont les axes prin- 
cipaux coïncident avec le système de coordonnées zx, y, z. La trajec- 
toire de l’électron dans l’espace k est représentée pour #. — 0 sur la 
figure 38, a. La dimension et la forme de cette trajectoire ne dé- 
pendent pas du champ magnétique. Sur la figure 38, b on a repré- 
senté la trajectoire de l’électron dans le plan xy de l’espace direct. 
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Par rapport à la trajectoire dans l’espace k, elle subit une rotation 
de x/2, et ses dimensions linéaires sont multipliées par cñ/eB. Par 
conséquent, lorsque l'intensité du champ magnétique augmente, la 
trajectoire dans l'espace direct est rétrécie. 

Puisque le long de la trajectoire de l’électron on peut disposer 
un grand nombre de longueurs d'onde du son (9D, ÿ 1), les élec- 
trons n'interagissent efficacement avec l’onde sonore que durant 
une faible fraction d’une période ; cette interaction a lieu lorsque la 
vitesse de l'électron est perpendiculaire au vecteur d’onde q du son 
et que les axes k, se propagent le long du front d'onde. Dans le plan 
k;k, représenté sur la figure 38, les intéractions ont lieu aux points 
a et b. Si la distance entre ces deux points est ! — (k,)max — (#y)min 
dans le plan xy de l’espace direct, cette distance devient L — chlleB. 

Supposons que le champ magnétique B ait une valeur telle que 
la distance entre les points a et b du plan xzy corresponde à un nombre 
impair de demi-ondes du champ effectif d'interaction. En ces points, 
les vitesses des électrons vs et vs seront parallèles à ce champ et 
l'absorption du son sera maximale. Au contraire, si la valeur du 
champ magnétique est telle que la distance / contient un nombre pair 
de demi-ondes, l’absorption du son sera minimale. On comprend ainsi 
que lorsque le champ magnétique augmente de manière monotone, 
le coefficient d'absorption du son puisse osciller. Les valeurs maxi- 
males seront obtenues lorsque 


1 27e 1 
= (r+s). n=0, CR (33.35) 


Dans le cas d’une onde acoustique longitudinale, le coefficient 
d'absorption du son sera maximal lorsque B vérifiera l'égalité 


1 ère 


Her, n=1,2, (33.35a) 


Ainsi, pour des trajectoires électroniques fermées, le coefficient 
d'absorption du son est une fonction harmonique oscillatoire de 
1/B, avec une période égale à 2ne/chlq, où L est la distance entre les 
points de la trajectoire dans l’espace k où la vitesse des électrons est 
perpendiculaire au vecteur d'onde de l'onde sonore. 

Comme la valeur de / dépend de #,; (les électrons de différentes 
orbites présentent des L différents), les oscillations du coefficient 
d'absorption se produiront avec plusieurs périodes (ceci est reflété 
par l'intégration sur 6 dans (33.33)). Lorsque l’on tient compte des 
contributions de toutes les trajectoires, l'absorption maximale sera 
obtenue pour des valeurs de L telles que la densité d'états soit maxi- 
male. C’est le cas des trajectoires correspondant aux valeurs extré- 
males de L. 

La position des maxima et des minima d'absorption dépend 
donc de la nature de l’extrémum de {. Un maximum de résonance a 


14* 
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lieu pour 

À 21e 1 1 

+= (n+++ 5); (33.36) 
dans lequel le signe « + » correspond à LL. et le signe « — » à Lin: 
Pour un minimum d'absorption, il faut remplacer dans (33.36) le 
signe précédant 1/4. 

De cette manière, par l’étude de la résonance géométrique de 
l'absorption du son, on peut expérimentalement définir les diamè- 
tres extrêmes de la surface de Fermi dans la direction [qB] de l’espace 
k. En étudiant l’anisotropie de ces diamètres pour une direction 
donnée du vecteur d'onde q du son, en faisant tourner (B ! q) le 
champ magnétique B par rapport aux axes du cristal on peut définir 
l’« ombre » de la surface de Fermi pour chaque direction du vecteur q. 
Connaissant ces projections pour différentes directions de q on peut 
en principe restituer la forme de la surface de Fermi. En particulier, 
dans le cas simple d’une surface fermée convexe présentant un centre 
de symétrie, l'observation des oscillations du coefficient d’absorp- 
tion pour une seule direction du champ magnétique suffit pour resti- 
tuer complètement la forme et les dimensions de la surface de Fermi. 

Lorsque la fréquence des vibrations acoustiques © est assez 
élevée, de telle sorte que w >> Q@,, la distribution spatiale du champ 
sonore dans le métal ne peut plus être considérée comme stationnaire. 
La phase de l’onde varie notablement au cours d’une rotation de 
l’électron sur son orbite. Ceci conduit à des oscillations de la ré- 
sonance cyclotron acoustique. Ses maxima seront observés pour 
les fréquences 

o —=nQ;, n—=1Â,2,3,..., (33.37) 


si les fréquences sonores, en présence d’un champ magnétique, sont 
telles que | | 
1x KO E oO E qu. (33.38) 


Comme la vitesse du son et la vitesse des électrons sont très diffé- 
rentes, entre les maxima de résonance cyclotron acoustique on obser- 
vera un grand nombre d'oscillations de résonance géométrique. La 
résonance cyclotron acoustique doit donc apparaître comme une 
modulation des courbes de résonance géométrique. La théorie de la 
résonance cyclotron acoustique fut obtenue dans [108]. Une descrip- 
tion expérimentale des premières observations de cette résonance dans 
le gallium peut être trouvée dans [1091]. 

On peut observer aussi une résonance géométrique pour des 
surfaces de Fermi ouvertes. Cette résonance présente cependant un 
certain nombre de singularités que l’on peut facilement comprendre 
sur un modèle simple. Supposons que la surface de Fermi soit ouverte 
dans la direction k, (fig. 39, a) dans l’espace k, et le champ magné- 
tique dirigé le long de k,. Les vitesses des électrons, dues au champ 
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magnétique, sont perpendiculaires à la surface de Fermi dans l’espace 
k. Si le vecteur d'onde de l'onde sonore est dirigé le long de k, (c'est-à- 
dire dans la direction d'ouverture de la surface de Fermi), seuls 


À y 
| 
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Fig. 39. Mouveinent de l'électron dans l’espace k (a) et dans l’espace direct (b). 
Le champ magnétique B est perpendiculaire au plan de la feuille. 


les électrons des points a et b de l'orbite, dont les vitesses sont pres- 
que perpendiculaires à k,, interagiront efficacement avec l’onde 
sonore. 

Dans ce cas les oscillations de résonance géométrique seront dé- 
crites par la formule 


x = X0Q8gt (1 + sin QD), (33.39) 
où %*, représente l'absorption en l'absence de champ magnétique, 


D=$, 1=(ki)mer—(ky)oin. 


Par conséquent, les maxima d'’abserption seront obtenus pour 
hclleB = (n + 1/4)2x/q, (33.40) 


où q est le vecteur d'onde du son. 

Comme ! ne dépend pas de #,, l’égalité (33.40) est vérifiée pour 
toutes les sections de la surface de Fermi perpendiculaires au champ 
magnétique, et pas seulement pour les sections extrêmes comme dans 
le cas d’une surface de Fermi fermée dans l’espace k. Dans (33.39), 


devant le terme oscillant, il n’y a pas de petit facteur ÿ 2/rgD com- 
me dans (33.34). Les oscillations de l'absorption du son, pour des di- 
rections du vecteur d'onde parallèles à l’axe d'ouverture de la sur- 
face de Fermi, sont notablement amplifiées, et on les appelle souvent 
résonance géométrique géante. 
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33.2. Résonance magnétoacoustique. La résonance géométrique 
décrite dans la section précédente doit être observée lorsque la pro- 
pagation des ondes sonores est perpendiculaire au champ magnéti- 
que. Il n’y a donc pas dans ce cas de dérive de l’électron dans la di- 
rection de propagation de l’onde. Si le vecteur d'onde du son n’est 
pas perpendiculaire au champ magnétique, dans l'absorption du son 
apparaît un phénomène nouveau appelé résonance magnétoacoustique. 
Pour expliquer qualitativement le phénomène, nous prendrons 
d’abord une trajectoire électronique fermée. Supposons que le vec- 
teur d'onde de l’électron forme avec le champ magnétique B un 
angle 6 (le champ magnétique est dirigé suivant l'axe 2). 

Dans l’espace direct, l’électron accomplit un mouvement spiralé 
autour des lignes de force du champ magnétique. Nous avons vu 
(33.24) que seuls les électrons dont la vitesse v est presque perpendi- 
culaire au vecteur d'onde q du son l’absorbent de façon efficace. Sup- 
posons qu'il existe un point quelconque de Ia trajectoire où cette 
condition soit réalisée (v L q). Cette situation va se répéter pério- 
diquement à chaque période de rotation 2x/Q, de l’électron autour 
du champ. Or pour une période, la dérive de l’électron est égale à 


27 : ‘ 
D-Vz COS 6. Il y aura résonance avec absorption de l’onde sonore. 


Chaque fois que cette distance sera égale à un nombre entier de lon- 
gueurs d’onde des vibrations acoustiques 2x/q, c'est-à-dire si 


uv, COs Ô n 
D gs = 1, 2, 3, ... (33.41) 
il y a résonance dans l'absorption du son. 

Cette résonance magnétoacoustique présente beaucoup d’analo- 
gies avec le phénomène de résonance cyclotron dans les métaux, 
mais au lieu de faire intervenir la périodicité temporelle de l’onde, 
c'est sa périodicité spatiale qui est en jeu. On peut dire que la ré- 
sonance (33.41) représente la résonance cyclotron sur une fréquence 
déplacée par effet Doppler. En effet, la résonance (33.41) peut être 
traduite par la formule 


qaiv)=nrQ, (33.41a) 


où { v }est la vitesse moyenne de l’électron. Comme («{ v } est di- 
rigé le long du champ magnétique (axe z), (33.41a) coïncide avec 
(33.41). 

La résonance magnétoacoustique est possible lorsque la projec- 
tion de la vitesse de l'électron ({ v }, moyennée sur une période 
2x/Q,, sur le vecteur d’onde q est différente de zéro et lorsque le 
libre parcours moyen de l’électron est nettement supérieur à son 
déplacement moyen 2x (uv, ) /Q@3. 

Pour des orbites électroniques fermées, dans l'espace k, la va- 
leur vq diffère de zéro seulement dans le cas où le vecteur d'onde du 
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son n'est pas perpendiculaire à B. Pour des orbites électroniques ou- 
vertes. on peut observer la résonance même lorsque q est perpendicu- 
laire à B, pourvu que q soit perpendiculaire à l’axe de l'orbite ouver- 
te dans l'espace k (dans notre cas l'axe X,). Dans ce cas, le mouve- 
ment de l’électron le long de l'axe y est infini dans l’espace direct, 
puisque ( v, ) = 0. Le rôle de la période cyclotron (de Larmor) 
est joué par le temps 7 mis par l'électron pour traverser une 
période g, de la zone de Brillouin dans la direction d’« ouverture », 
c'est-à-dire 


e=|( Te dt. (33.42) 
0 


Intégrons l'équation du mouvement de l’électron dans le champ 
magnétique 


dk e 
h RTE _ — —v,B 
entre O et T ; compte tenu de (33.42) nous obtenons 
T 
B 
he + | ndt=<eB(yT. (33.43) 
0 


Dans le cas d’une orbite ouverte, la résonance magnétoacoustique a 
lieu lorsque la distance 


(vy ) T = hcg,leB 
contient un nombre entier de longuers d'onde: 
hcg.leB = n2x/q, n = 1,2, 3, … (33.44) 


Il est remarquable que, dans la résonance magnétoacoustique sur 
des orbites ouvertes, cette condition soit satisfaite simultanément 
pour toutes les orbites ouvertes. En effet la valeur moyenne sur une 
période 7 du déplacement électronique dans la direction y est défi- 
nie seulement par une période du réseau réciproque. Par conséquent 
la moyenne prise sur l'ensemble de toutes les orbites ouvertes n’amor- 
tit pas la résonance. Dans les conditions de résonance (33.44) les 
ondes sonores perpendiculaires au champ magnétique et à l’axe d'ou- 
verture de la surface de Fermi sont intensément amorties. 

Les premières résonances magnétoacoustiques sur des orbites ou- 
vertes furent découvertes expérimentalement sur l'étain et théori- 
quement expliquées dans [111]. Une théorie quantitative fut déve- 
loppée par Kaner et coll. [110]. Selon cette théorie, le coefficient 
d'absorption du son est décrit par une formule du type 


- Ë 
rot + Ge], (83.45) 
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dans laquelle y — >! et B est un paramètre numérique sans di- 


mension proportionnel aux contributions relatives des orbites ou- 
vertes par rapport aux orbites fermées (la contribution des orbites 
fermées est donnée par le premier terme de l'expression). 

Contrairement à la résonance géométrique sur des orbites fermées 
décrite au paragraphe précédent, la résonance sur des orbites ouver- 
tes est caractérisée par des raies étroites dont la largeur relative par 
rapport au champ magnétique est égale à 

AB 1 
B q(vy)t 

Entre les pics d'absorption sont situées des régions de faible affai- 
blissement. En outre, contrairement aux oscillations de Pippard 
(voir (33.36)), la « phase » initiale des maxima de résonance est nulle 
(33.44). Lorsque le libre parcours moyen des électrons augmente, 
l'intensité des raies augmente dans les maxima et leur largeur dimi- 
nue. 
Dans les premières expériences [111] sur l'étain, à la tempéra- 
ture de 4,2 X dans des champs magnétiques atteignant 4 kOe, on 
observa des dizaines de pics d'absorption étroits. La fréquence de 
l'onde sonore, se propageant le long de l’axe du cristal [101], était 
220 MHz. Les maxima d'absorption étaient beaucoup plus étroits 
que les minima étalés et présentaient une répartition périodique en 
fonction de l’inverse du champ magnétique. Conformément à la rela- 
tion (33.44) la « phase » de ces oscillations est nulle, et l’amplitude 
croît proportionnellement au champ magnétique. Les périodes d’os- 
cillations sont mesurées pour plusieurs orientations du vecteur q 
par rapport aux axes de la surface de Fermi ouverte de l’étain. Ces 
mesures ont permis de trouver la direction d'« ouverture » de la sur- 
face de Fermi ainsi que la valeur de la période du réseau réciproque. 
Cette période, égale à g, = 15,0 X 107% g-cm/s, était en accord avec 
la dimension de la zone de Brillouin obtenue par d’autres méthodes. 

La résonance magnétoacoustique fut découverte aussi sur des or- 
bites ouvertes dans beaucoup d’autres métaux (cadmium, zinc, cui- 
vre, argent, plomb, thallium, magnésium, rhénium). Cette méthode 
est actuellement largement utilisée pour déterminer directement les 
surfaces de Fermi ouvertes, la vitesse des électrons, leur masse ef- 
fective et leur libre parcours. 

Dans le domaine des hautes fréquences (w, à 1) chaque maxi- 
mum de résonance se dédouble. La distance entre les composantes du 
doublet (pour w7T < 1) est donnée par la condition 


qhcg.leB = 2nn + oT. (33.46) 


La grandeur de la séparation permet de calculer directement la pé- 
riode du mouvement de l’électron sur l'orbite ouverte dans l’espa- 
ce k. 
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L'amplitude de résonance magnétoacoustique est très anisotro- 
pe. Elle varie considérablement dès que le vecteur q s’écarte du plan 
perpendiculaire à B. Dans les métaux à surface de Fermi fermée la 
résonance magnétoacoustique n'a pas lieu lorsque le vecteur q 
est orthogonal au champ magnétique (q { v } —0). Lorsque q 1 B 
la contribution des orbites ouvertes à l’absorption diminue bruta- 
lement à mesure que le champ B s'écarte de la direction normale à 
la direction d’« ouverture ». Si l'angle d’inclinaison 0 > (kwx)”!. 
la partie oscillatoire de l'absorption est (kvt@)-? fois plus faible que 
pour ÔÛ = 0. Les oscillations résonantes cessent lorsque 6 est tel 
que la ligne qv = 0 est située sur une orbite fermée de l’espace k. 

Dans le cas des trajectoires fermées, la période des oscillations de 
résonance dépend de #.. La moyenne prise sur toutes les valeurs de- 
k, diminue la hauteur et élargit les courbes de résonance. C’est pour- 
quoi on peut observer des raies d'absorption fines et une dépendan- 
ce angulaire notable de la résonance magnétoacoustique seulement 
pour des métaux comportant une surface de Fermi ouverte. 


33.3. Oscillations géantes du coefficient d’absorption du son dans 
les champs magnétiques intenses. Dans les champs magnétiques 
intenses, l’énergie de l’électron de conduction du métal est quantifiée 
(voir (29.11)) 


Ca = RQ (v + 17.) + R°k3/2m *, (33.47 
QL = eBlemz, a=f{v,k,}, v=0,1,2,… (33.47a) 


Le degré de dégénérescence de l'état a dans l'unité de volume sur 


l'intervalle Ôk, est, conformément à (29.13), 


Bpôk, = eBôk. 


4anch 


(33.48) 


A basse température, lorsque 
6 < hQ3 


la quantification (33.47) peut donner lieu à des oscillations quanti- 
ques géantes lors de l'absorption du son [112]. 

Etudions les principales propriétés de ce phénomène. En pre- 
mière approximation de la théorie quantique des transitions, pour 
une transition d’un électron de l’état a d'énergie (33.47) à l’état 
b={v,k;} d'énergie 


en = hQp (v' + 1/e) + F2 (K)7/2m*, (33.49) 


on peut définir la probabilité d'émission d'un phonon w, q par unité 
de temps à l’aide de l'expression 


æ 


WE = À [Vasl26(0—e,— ho). (33.50) 
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La transition inverse dans laquelle un phonon est absorbé sera dé- 
finie par la probabilité 
D = À [Voel26 (8 —c0 +0). (33.51) 


Connaissant (33.50) et (33.51), on peut trouver l'énergie libérée 
dans le cristal par unité de temps et par unité de volume par l’ab- 
sorption de l'onde sonore 


Q=2n02, |Vsal?fe (62) [1 — fo (e2)] X 


X [ô(ep—ea—ho)—0ô(es —e, +fw)], (33.52) 
où 


f(@)=[exp 511 


æst la fonction de distribution des électrons à l’état d'équilibre, d’éner- 
gie e à la température 6 (exprimée en unités énergétiques); pu est 
le potentiel chimique. Le facteur f, (ec) [1 — fo (eo)] tient comp- 
te du principe de Pauli, selon lequel la transition est possible seu- 
‘lement lorsque l’état e, est occupé et l’état e4 libre. En échangeant 
les indices a et b dans la deuxième fonction delta de la somme (33.52) 
nous obtenons 


Q — 2nw 2: [Voal? [fo (ea) — 0 (ez)] (er —ea — ho). (33.53) 


Les éléments de matrice V,, sont différents de zéro pour des tran- 
sitions vérifiant 


v'—=v et Æ; = k, + q.. (33.54) 
Dans ces conditions, et lorsque q € k, 
ep — ee — ho = hi (hkg.k.,lm* — wo). (33.55) 


‘On peut écrire aussi 


460 


Compte tenu des relations (33.54) à (33.56), en passant de la som- 
mation à l'intégration sur k, et en utilisant l'expression du degré 
de dégénérescence (33.48) on a 


Q=—< 5 | Vol? (Se) 6(%k.g:/m°—«) dk,. (83.57) 


fo(e)— fo) ho (L)=- che h, (33.56) 


Pour Qh% « nous obtenons l’égalité approchée 


dfo\ _ 1 €a—hU 1 RQ p (V+!1/s) —u 
(e),= — 355 DS À — 55 Ch ES —° . 
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Substituons cette valeur dans (33.57). Intégrons sur X,. Nous trou- 
vons 


Q=G RQ Ÿ ch? RQ p (V+ 1 /e) — œ 


6 | 29 
GRO /8 5 G pour hO,(v + 1/0) —u<26, 
FN 4GhQ AvQ (33.58) 
—5 — EXP (— a ) <G pour AG, (v+1/)—u>26. 


Ce résultat montre que les maxima d'absorption du son sont obtenus 
pour 

1 

5 =eh (v+1)/cem"°u. 
Ainsi, l'énergie @, en fonction de 1/B, présente des maxima aigus 
régulièrement distribués avec une périodicité égale à 


À (1/B) = eñ/cm* pu. 


Ces maxima sont séparés par de larges zones où l'absorption du son 
est très faible. Dans une théorie plus détaillée, Kaner et Skobov 
{89] tiennent compte de l’amortissement des électrons. Celui-ci 
abaisse et élargit les maxima. 

Les oscillations géantes furent découvertes pour toute une série 
de substances (voir par exemple [113]). Si la surface de Fermi est 
ouverte, pour des valeurs et des directions données du champ magné- 
tique le coefficient d'absorption du son tombe brutalement. Pour 
des valeurs intermédiaires, il dépend peu du champ magnétique. 
On étudie la théorie de ces phénomènes dans [114]. 


33.4. Interaction résonante du son avec les hélicons. Dans les 
sections précédentes de ce paragraphe, nous avons étudié l’interac- 
tion des ondes acoustiques avec les électrons de conduction sans te- 
nir compte du champ électromagnétique accompagnant dans le mé- 
tal l'onde acoustique. Etudions à présent l'interaction des vibra- 
tions acoustiques avec des hélicons faiblement amortis. Cette inter- 
action est due aux électrons de conduction du métal. 

Dans la plupart des cas, l'interaction entre les ondes acoustiques 
et les ondes électromagnétiques est faible, parce que leurs vitesses 
diffèrent notablement. C'est seulement lorsque les vitesses de ces 
ondes coïncident que leur interaction devient importante et prend 
un caractère résonant. Ces conditions sont réalisées avec les hélicons. 
En effet, la vitesse de phase des hélicons est bien plus petite que la 
vitesse des électrons à la surface de Fermi. Elle dépend de la fré- 
quence et de la grandeur de l'intensité du champ magnétique 


A a — wBc 
va =cC V 6Q 3/03 = V LE NES » 
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où o,=V # est la fréquence de plasma (de Langmuir), NW 


est le nombre d'électrons de conduction par unité de volume du cris- 
tal, e, m* sont leurs charge et masse effective, c est la vitesse de la 
lumière. 

La dispersion w (k) des hélicons est quadratique, et celle de l’on- 
de sonore linéaire. S’il n’y a pas d'interaction entre les hélicons et 
le son, ces courbes de dispersions se coupent. Pour un son transver- 
sal, se propageant avec la vitesse s, dans la même direction que le 
champ magnétique, cette intersection correspond à des valeurs de 
wo et de B vérifiant l'égalité 


HQg = (s:w,/c)*. (33.59) 


A cause des interactions entre les ondes acoustiques et les hélicons, 
on voit apparaître un nouveau type d'onde, que l’on peut représenter 
par une superposition linéaire des deux ondes. Le « mélange » 
est particulièrement important au vosinage de la résonance. La 
théorie de ce phénomène a été développée par Kaner et Skobov [89]. 

Nous étudierons ici le cas le plus simple, lorsque l’onde sonore 
se propage dans un métal alcalin le long de la direction de B. Dans 
ces métaux la surface de Fermi est sphérique, et la loi de dispersion 
des électrons de conduction est isotrope et quadratique 


e(k) = #2k?/2m*, (33.60) 


où m* est la masse effective de l’électron. 
Nous avons montré au $ 31 que dans un champ magnétique in- 
tense où 


4/x, o, qU << 5 
des hélicons pouvaient apparaître dans le métal. 
D'après (33.28), lorsque l'inégalité qu € Q, est satisfaite, les 
interactions électron-réseau sont principalement des interactions in- 


ductives. Si © est le tenseur de conduction transversale, le courant 
transversal (dans le plan zy) d'électrons du métal sera 


Re: 1 F au 
i=0(E+-|+ B]), (33.61) 
où les composantes du tenseur de conduction sont 
“a 2 Neî os À Nes 
Oxx — Ouy — mrQnt Oyx — — Cry — ROZ : (33.62) 


Le champ magnétique B agit sur l’onde sonore, et la force de cet- 
te interaction est donnée par le courant (33.61) à l’aide de l’expres- 
sion 


f=< (jB]. 
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L'interaction du champ électromagnétique alternatif avec l’onde 
sonore est donc définie par le système d'équations 


tr = + li). div E—div H—0, 
se (33.63) 
rot H=<;, rot E=————, 


où E et H représentent les intensités des champs électrique et magné- 
tique alternatifs, B est le champ constant appliqué, p la densité 
massique du cristal. 

Supposons que toutes les variables E, H, u dans (33.63) dé- 
pendent des coordonnées et du temps par une fonction de type 
exp [i (gz — wt)l. (33.63) devient 


(st — wt}u= 7 [iB], 


: (33.64) 
gc?E=iä4anwi, j—=0 {E + [uB}} , 


Pour résoudre ce système d'équations, introduisons les grandeurs 
correspondant à une onde polarisée circulairement. Eliminons E et 


u du système obtenu. On trouve alors une équation définissant le 
courant j: 


gt |, BPeti : 
(Les = Hpq=on jibbe 
avec 
|  ,e Net 
CE ya — ne = eg (1— x) | (33.66) 


L'équation homogène (33.65) admet une solution non nulle lors- 
que 


w2q2B1 
[wo 2 q2uf (1) "| gt)=—, (33.67) 
où v, — cÿ wQZ/w4 est la vitesse des hélicons. 

L'égalité (33.67) détermine la relation de dispersion des ondes so- 
nore et hélicon couplées. 

Le second membre de (33.67) est dû aux interactions inductives 
entre les hélicons et l’onde sonore. Si la densité du cristal était in- 
finiment grande (p —>), cette interaction disparaîtrait, et l’équa- 
tion de dispersion (33.67) se séparerait en deux équations indépen- 
dantes définissant respectivement la dispersion des ondes sonores et 
des hélicons. 

Pour que les interactions hélicon-onde sonore soient maximales, 
il faut non seulement que l’on se place au voisinage de la résonance 
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Un — Sy, mais aussi que l'inéquation qu & Q3, caractérisant le 
champ magnétique minimal créant les hélicons soit satisfaite. Cette 
inéquation peut être écrite sous la forme 


@/Q 8 < StlUhe (33.68) 


Pour desfmétaux avec N = 10% cm“, s, Æ 105 cm/s, v, & 108 cm/s 
les conditions précédentes sont vérifiées pour des fréquences w/2r & 
= 100 MHz et des champs B = 50 à 100 kOe. 
A une fréquence w donnée, en supposant que les grandeurs sans 
dimensions 
—— 192 
AR =(Qy)t, 6mB/Anps (33.69) 


vh 
restent petites, on peut résoudre l'équation (33.67) sous la forme 
2  _ 
a ,=(+)"[1 +5 (A+ ++ VAHTP FA]. (83.70) 


La liaison des hélicons avec l'onde sonore est donc caractérisée par 
la grandeur;relative des paramètres T? et 6°. Lorsque les temps de 
relaxation? sont petits, on a 


46? & T°. (33.71) 
La liaison hélicons-onde sonore est faible, et l'expression (33.70) de- 


vient 
| 


qi Æ (2) @+4+in), q & (2) (4— en ] pour A>0, 
(33.72) 


ae (2) (4-),. ae(2)"A+Aa+in pour A0. 


St 


Au contraire lorsque les'temps de relaxation sont importants, la 
liaison hélicon-onde sonore est forte 


46? 5 T. (33.73) 


Dans ce cas, au voisinage de la résonance (A° << 46°), on ne peut sé- 
parer les hélicons des ondes sonores, et la loi de dispersion du mélan- 
ge des deux types d'ondes est 


a >= (2) 11 + 6+ir/21. 


Les deux ondes ont le même amortissement. 

Dans le cas de la liaison forte (33.73), loin de la résonance (A° >> 
> 46°), les solutions (33.70) ont la même forme que dans le cas de 
liaison faible. Par conséquent, on peut dire que la grandeur 6 (33.69). 
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joue le rôle d’une largeur effective caractérisant le domaine d’inter- 
action résonante hélicon-onde sonore. 

Dans le cas considéré ci-dessus, le son se propage dans la direc- 
tion du champ magnétique, et les hélicons entrent en interaction 
seulement avec l’onde sonore transversale. Lorsque la direction de 
propagation du son forme un certain angle avec le champ magnéti- 
que, il peut y avoir des interactions entre les hélicons et l’onde sono- 
re longitudinale. Cependant dans ce cas visiblement on ne peut 
avoir de liaison forte. 


CHAPITRE VII 


INTERACTION ÉLECTRON-PHONON 


$S 34. Méthode du potentiel de déformation 
dans les cristaux covalents 


Dans les chapitres cinq et six nous avons étudiéles états électroni- 
ques d’un réseau parfait constitué d’'atomes (d'ions) rigidement fi- 
xés aux nœuds. À la limite cette approximation revient à affecter 
aux atomes (ou aux ions) une masse infiniment grande. Le déplace- 
ment des atomes à partir de leur position d'équilibre détruit consi- 
dérablement la périodicité du 
champ cristallin. Cette déforma- 
tion s'accompagne d’une modifi- 
cation locale de l'état électroni- 
que. Inversement, une modifica- 
tion locale de l'état électronique 
provoque une variation locale des 
forces interatomiqueset, par suite, 
une déformation locale du réseau 
et l'excitation de vibrations ato- 
miques : les phonons. La présence 
de ces phénomènes permet de dire 
Fig. 40. EL EL des ee qu'il existe une interaction entre 
lorsque la ‘distance interatomique  lesélectrons et les phonons. Cette 

augmente. interaction électron-phonon appa- 
raît même au zéro absolu. Lorsque 
la température augmente, cette interaction joue un rôle croissant. 

L'interaction électron-phonon correspond à une série de phéno- 
mènes spécifiques dans le cristal: 1) le mouvement des électrons 
s'accompagne toujours du mouvement d’un champ de déformation 
(effet de polaron) ; 2) les électrons, absorbant ou émettant des pho- 
nons, transitent d’un état à un autre; 3) dans des cas particuliers 
l'interaction des électrons avec les phonons fait apparaître le phé- 
nomène de supraconductivité et d’autres modifications de l’état du 
solide. 

Dans les cristaux covalents (non ioniques), en particulier dans 
les semi-conducteurs du type germanium et silicium, l'interaction 
électron-phonon peut être décrite par un potentiel de contrainte 
{de déformation), introduit par Bardeen et Shockley [115]. Le poten- 


LL D LP - 
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tiel de contrainte caractérise la variation des états énergétiques des 
électrons lorsque la distance interatomique varie. La figure 40 re- 
présente la variation de l’état énergétique des électrons atomiques 
2s et 2p lorsque la distance entre atomes de carbone varie de manière 
homogène (dans le diamant). 

Parmi les excitations élémentaires d'un cristal, les excitations de 
grande longueur d’onde jouent un rôle prépondérant. Pour de telles 
excitations, le cristal peut être considéré comme un milieu continu. 
Rappelons comment on décrit les déformations d’un milieu continu 
(11161, 2e partie, $ 1). Supposons que le déplacement faible d'un point 
d’une position r à une position r soit représenté par un champ de 
vecteurs-déplacement u (r): 


T=r+ut(r. (34.1) 


Le champ de vecteurs-déplacement u (r) fait varier la distance entre 
deux points voisins. La variation du carré de cette distance est 


2 8 8 
2 (Ôr,)? — 2 (ôz; +2 By (x) x3)?, 


big (r) = - (22+ Fe) (34.2) 


est le tenseur de déformation réel symétrique. Ce tenseur peut être 
rapporté à ses axes principaux. Les variations d’une petite longueur 
le long des axes principaux sont données par 


bxy=(1+En)ôz v=1, 2, 3, (34.3) 


Ou 
Ôzy 
sont les valeurs principales du tenseur de déformation. La variation de 
volume due à la déformation (34.1) est égale à 


OV = (1 + Ex) (1 + Eno) (1 + Es) OV (A+ 3 En) 67. 


(34.4) 


Évv = 


La variation relative du volume s'exprime en fonction du tenseur de 
déformation 


LL = DE, =TrE. (34.5) 


v 


La définition (34.4) permet d'écrire l'égalité 
TrE = divu (r), (34.6) 


p 


15—0534 
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c'est pourquoi la variation relative du volume peut être exprimée 
directement en fonction des vecteurs-déplacement u (r). 

Dans les cristaux cubiques, les surfaces isoénergétiques, au voi- 
sinage du centre de la zone de Brillouin dans l’espace k, ont une for- 
me sphérique. Dans l’approximation de la masse effective, la loi de 
dispersion prend la forme simple 

E (k) = f°k° (2m*)”! (34.7) 


pour un cristal parfait. 

Supposons qu'à la suite d’une déformation élastique, il se forme 
dans le cristal une région de densité élevée, donc de polarisabilité éle- 
vée. L’électron de conduction est attiré vers cette région à grande po- 
larisabilité. Vis-à-vis de l’électron de conduction cette région repré- 
sente donc un puits de potentiel qui, en raison de l'inertie du dé- 
placement atomique, ne réussit pas à suivre le mouvement électro- 
nique. 

L'attraction liée à la présence de ce puits tend à abaisser l’éner- 
gie de l’électron. En toute rigueur, cet abaissement n'est pas déter- 
miné seulement par la déformation au point même où se trouve l'élec- 
tron, mais par la déformation de toute la région environnante. Ce- 
pendant pour des déformations qui varient peu sur plusieurs mailles 
élémentaires, on peut dire que l’abaissement d'énergie de l'électron 
(variation de la loi de dispersion) en un point du cristal est défini 
par la déformation en ce même point. 

Dans une faible déformation caractérisée par le tenseur de défor- 
mation E, la loi de dispersion devient 


EK É(r) —=E(Kk)—oTr£(r), (34.8) 


où © est un certain paramètre faiblement dépendant de k pour les 
faibles k. On peut évaluer sa grandeur, à condition de supposer que 
la loi de dispersion (34.7) conserve la même forme jusqu’à l'énergie de 
Fermi 


h3 3n2N \ 2/3 
Er= 5e V | . 

Lorsque le volume varie, cette énergie varie de 

2 ôV 2 
ÔE Fr — mn: Er-= —7 Er Tr E. 
Par conséquent le paramètre © est défini par l'égalité 
2 
0=- Er. 


Pour certains cristaux les surfaces isoénergétiques, dans l’ap- 
proximation de la masse effective, sont des surfaces d'ordre deux 


E(R)= A D hs (min). (34.9) 


v,h 
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Dans ces cristaux, la variation de E (k) lors d’une déformation n’est 
pas seulement déterminée par la variation relative de volume p — 
= TrEt, mais aussi par le tenseur de déformation de cisaillement 


Thu Em — 3m Tr E, (34.10) 


caractérisant les variations de forme, le volume restant inchangé. 
Dans le cas général la variation de E (k) lors d’une faible déforma- 
tion peut être écrite sous la forme 


E(k, Ew)—ÆE(k)=—0TrE+ BP kykutou (r) (Mn), (34.11) 


où o et B sont deux paramètres. 

Si la déformation est non homogène, le tenseur de déformation 
Evu (r) dépend de la coordonnée r. On suppose que l'expression 
(34.11) reste valable pour des déformations hétérogènes faiblement 
variables. Dans l’approximation adiabatique elle vient s'ajouter à 
l'énergie potentielle (19.1) des électrons du réseau. Ce terme supplé- 
mentaire est appelé potentiel de contrainte 


War) —0oTrE(r) +8 À kvkumw(r) (mu) (34.12) 


v,.h 
Dans les cristaux isotropes cette expression se simplifie : 


War) = —0TrE (r) = —0o div u (r). (34.13) 


Le potentiel de contrainte (34.13) définit, dans la représentation opé- 
ratorielle des coordonnées, l’opérateur énergie d'interaction des élec- 
trons avec les vibrations acoustiques de grande longueur d'onde. 
Au paragraphe 8 nous avons représenté l'opérateur du vecteur- 
déplacement u (r) de l'atome à prtir du nœud n sous la forme 


u(n)= SV nec (0) Gu-tbtadeMe, (34.44) 
s,q 


dans la représentation du nombre de remplissage des phonons. Ici 
Q, (q) = ge, est la fréquence ; c, la vitesse des phonons acoustiques de 
la branche s pour des grandes longueurs d'onde ; e, (q)=e, (—q) le 
vecteur unitaire de polarisation de ces phonons; M la somme des mas- 
ses des atomes contenus dans la maille élémentaire ; N le nombre 
de mailles élémentaires du cristal. 

Substituant (34.14) dans (34.13) nous trouvons l'opérateur du 
potentiel de contrainte dans la représentation du nombre de remplis- 
sage des phonons acoustiques 


Mate 7 D Fa (9) (bae—bas)e®, (3445) 
q 


15° 
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Fa(a)=—io y HAL. (34.16) 


Si les vibrations du réseau sont divisées en vibrations longitudinales 
et vibrations transversales (voir $ 8), l’indice a représente la branche 
longitudinale des vibrations acoustiques. Les deux branches trans- 
versales ne contribuent pas à (34.15). 

Cherchons maintenant à transformer l'opérateur (34.15) dans 
la représentation du nombre de remplissage des états monoélectro- 
niques dans la zone de conduction. Ces états sont caractérisés par 
l'énergie et les fonctions d'onde 


E(k)= ee Ve(r)= 7 exp (ikr). (34.17) 


Comme au $ 21, introduisons les fonctions opératorielles 


F (0) = 2 axe (n), 
où! 4 et ai sont les opérateurs de Fermi de création et d’annihila- 
tion d’un électron dans les états (34.17). L’opérateur d'interaction 
des électrons avec les phonons acoustiques longitudinaux (34.15) 
devient 


Hot = | Ÿ*(r) War) Ÿ (+) Pre 
12 SP, (q) at+aûx (bae— ba, e). (34.18) 
"Ne 
Dans l'expression obtenue on a négligé l'opérateur 
Hit D} F(q+8) ax+q+etk (ge — Da, oh: (34.19) 
k, q, #0) 


où g est un vecteur non nul du réseau réciproque. L'opérateur (34.19) 
décrit les processus de « rejet », contrairement à l’opérateur (34.18) 
qui décrit les processus de diffusion normale *). Lors d’un processus 
de rejet, l’électron peut diffuser avec de grands angles, même sur des 
phonons de grande longueur d'onde. Cette diffusion est réalisée aussi 
bien sur des phonons longitudinaux que sur des phonons transver- 
saux, même lorsqu'ils existent à l’état pur. La diffusion avec rejet 
n'est pas en principe différente de la diffusion normale. Elle ap- 
paraît lorsque le vecteur d'onde de l’électron est égal ou supérieur à 
la distance minimale séparant deux surfaces de Fermi voisines dans 


*) Les processus de rejet sont liés à la structure périodique discrète du 
réæau cristallin. 
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l'espace k élargi. C’est pourquoi lorsque la température est suffisam- 
ment basse et seuls les phonons de grande longueur d’onde sont ex- 
cités, les processus de diffusion avec rejet ne jouent aucun rôle 
(ils sont « gelés »). Mais lorsque la température augmente, les pro- 
cessus de rejet contribuent notablement à la résistivité (voir aussi 
$ 9). Plus bas nous étudions seulement la diffusion normale. 
Chaque terme de l'opérateur (34.18) caractérise les processus 


d'émission et d’absorption d’un phonon par l’électron. On peut leur 


+ 


Fig. 41. Diagrammes de Feynman illustrant les processus d ‘absorption et d'émis- 
sion de phonons par un électron. 


faire correspondre les diagrammes de Feynman représentés sur la fi- 
gure 41. Les flèches rectilignes dirigées vers le point nodal correspon- 
dent aux opérateurs d’annihilation, celles qui sortent des points no- 
daux correspondent aux opérateurs de création d'états électroniques. 
Les flèches ondulées sont relatives aux opérateurs phononiques. 


34.1. Phonons virtuels accompagnant l’électron dans un cristal 
covalent. Les excitations monoélectroniques interagissant avec des 
phonons longitudinaux sont décrites par l'opérateur 


H = Ho + Hints (34.20) 


» 


ou 


Ho= D'E (k) aïax + DhQ (q) ['étba+ + | k (34.21) 
k q 


Hot m—— 7 : 2 Fa (4) ai +a0x (ba —bha). (34.22) 


Si l’on ne tient pas compte k l'interaction (34.22) un état compre- 
nant un électron de vecteur d'onde k et v, phonons acoustiques de 
vecteurs d’onde q sera défini par la fonction 


| Le va) mai 7 Ci 1} ù 


(34.23) 


Cet état correspond à l'énergie 
Bu, vq= E (k)+ (a+ 7) #0 (0), (84.24) 
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où 


D , S(D=clal. (34.25) 


E (k)= 


Etudions les modifications de l’état (34.23) lorsque l’on introduit 
l'interaction (34.22), considérée comme une faible perturbation. 
En première approximation de la tnéorie des perturbations, les états 
stationnaires sans phonons réels (à la température du zéro absolu), 
compte tenu de l'interaction (34.22), sont caractérisés par la fonc- 
tion 


ao | k3 0) D pag di 19) (liri La | Æint 15 0) (84-26) 
ko Q 


où 
D (k q)= E(k—q)+A9 (4) —E (k) = 5 [a (a+ Q)— 2kq), 
(34.27) 


Q=2m"e,q/h|q|, 


(lrÿ Le Æint Lk; jme — 10 DL On (84.278) 


Lorsque la masse effective de l’électron m* coïncide avec la mas- 
se de l’électron libre, et si c, = 5-105 cm/s, Q — 106 cm1. Pour 
tout les | k | inférieurs à !/, Q, l’expression D (k, q) est différente de 
zéro. Par conséquent, lorsque F, (q) est petit et 4 € Q, l’utilisa- 
tion de la première approximation (34.26) est justifiée. Dans ce cas 
on pose 


D @, 4) = D (0, q) = Æq (a + Q) /2m*. (34.28) 


Calculons le nombre moyen de phonons dans l’état (34.26). Il 
est défini par l’expression 


(Vre) = (To | 2 bébal Yro)- 


En introduisant dans cette expression les valeurs (34.27a) et (34.28) 
on obtient (pour 24 < Q) 


IG; 19 | Hinti ki 0)13 m*)303 
Gun) DE LES (1 q I(a+ QT 
q 


(34.29) 
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Pour calculer la somme sur q passons de la sommation à l’intégra- 
tion conformément à la règle 


1 
Fr Die. = | ...gdq, v=a;, 
q 0 
a est la constante du réseau. Sachant que 
a 
\z dz b —1 
[arme ( (1+7 = (= +1) , 


on trouve l'expression finale *) (pour 24 € Q) 


ao) (sin (14) —-($+1)]. 6430 


Pour donner une évaluation quantitative du nombre moyen de 
phonons virtuels accompagnant l’électron lent, posons 


0! 5.101: erg, m°=102%g, 5 g/emi, 


7 = 100. 

On obtient alors { v }) Æ 0,04. Cette valeur montre combien la liai- 
son entre électrons lents et phonons acoustiques longitudinaux est 
faible. Ceci justifie l’utilisation du premier ordre de la théorie des 
perturbations. Par conséquent, l'interaction des électrons avec les 
phonons du cristal ne modifie pas la structure en bandes du spectre 
électronique et conduit à un faible déplacement des limites des bandes 
et à une variation faible de la masse effective de l’électron [117, 118] 
(voir $ 34.2). 

Chaque terme de la somme (34.29) est constitué d'un produit de 
deux éléments matriciels 


(0: k|Hinlk—q; 13) (14; k — q | Hint 1 k; 0); 


*) Dans le calcul de (34.29), si, au lieu d'utiliser l’expression approchée 
(34.28), on se sert de (34.27), on obtient pour 2k < 


me} _e (Q—21) (+0+2%) 
(0+28 (+0—2x) 


&« \2 
+ 2x ln (o+=) _ 
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on peut lui faire correspondre le graphe de Feynman de la figure 42. 
Sur ce graphe un électron situé au point a émet un phonon et le réab- 
sorbe au point b. 

Dans les cristaux covalents le mouvement lent d’un électron dans 
la bande de conduction s'accompagne donc du déplacement d’une dé- 
formation cristalline locale. Dans le langage de la théorie des pertur- 
bations, on peut décrire cette déformation comme une émission sui- 
vie d'une réabsorption par l’électron'de phonons virtuels représentées 


q 
7 
k / * k 
K D 
k-q 


Fig. 42. Diagramme de Feynman montrant l'émission et l'absorption d’un pho- 
non virtuel par un électron, 


sur la figure 42. Cette descrition démonstrative reflète seulement 
une méthode de calcul, et non un processus réel d'émission et d’ab- 
sorption de phonons. En effet l’électron lent ne possède pas suffisam- 
ment d'énergie pour émettre un phonon réel d'énergie AG. 


34.2. Renormalisation du spectre des électrons lents et émission 
de phonons. L’interaction électrons-phonons considérée au paragraphe 
précédent modifie la loi de dispersion électronique. Pour un électron 
de faible énergie | k | € ©, cette modification conduit à un simple 
déplacement de la bande énergétique Æ (k) par rapport à sa position 
en l'absence d'interaction avec les phonons et à une augmentation 
de la masse effective de l’électron. Dans ce cas l’état du cristal carac- 
térisé par une énergie et un vecteur d'onde déterminés est une com- 
binaison complexe d'états monoélectroniques et de phonons virtuels 
(déformations du réseau). Cet état est parfois appelé « électron habil- 
lé ». L'énergie de cet état contient aussi l’énergie de déformation du 
réseau, et le vecteur d'onde, qui se conserve, est une combinaison des 
vecteurs d'onde de l’électron et des phonons virtuels. Le vecteur d'on- 
de de chaque électron « nu » n’est pas une intégrale du mouvement. 

Pour illustrer ce qui vient d’être dit, il suffit de calculer l’éner- 
gie de l’électron « habillé» à l’approximation d'ordre deux de la 
théorie des perturbations. Sachant que, conformément à (34.18), les 
seuls éléments matriciels non nuls de l’opérateur Æ,,+ doivent re- 
lier les états |k; 0) et | k — q; 14), l'énergie de l'électron à 
l’ordre deux de la théorie des perturbations est 


ë (k)= De — D 1k—q; La | Æint | k DTE-g (34.31) 


q 
où D (k, q) est [donné par l'expression (34.27). 
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Transformons cette expression en utilisant (34.27a) et le dévelop- 
pement 


_1 __ __2m"* ‘4kapu3 
ns maro (+ eos +), 


où Q = 2m* c,/h, p est le cosinus de l’angle entre les vecteurs k et 
q. Passons de la sommation sur q à l’intégration conformément à a 
règle 


1 qm 
S' 0 2° 
Diese = 2m cu | ...g24dqe 
q {1 0 
On obtient (34.31) sous la gré 
ER)= (SE —B)k—4, (34.32) 


qm 
cim*rv _gdg dq 


AR | + =t[+ 2—2+1n(1+2) |, (34.33) 


imvv À Jtd 2,1 2z+4 ‘1 
in HER | ro =selseimztin(t+s)], (84.34) 


* \2 
sms, Ce()"20, 

Ainsi l'interaction électron-phonon abaisse le bord inférieur de la 
bande de conduction d'une valeur égale à (34.33), et la masse effective 
de l'électron augmente: 


m* —>m*/ (4 — 2m*BIr?). (34.35) 


Le résultat obtenu est valable seulement au voisinage du bord 
inférieur de la bande de conduction. Pour toutes les valeurs de k vé- 
rifiant l'inégalité 


Ik1>+0Q, (34.36) 


la formule (34.35) est fausse même lorsque les électrons et les phonons 
sont faiblement liés, puisqu'il existe des valeurs de q annulant la 
grandeur D (k, q). La théorie des perturbations (34.26) est inappli- 
cable à la description des processus d'interaction de l’électron avec 
les phonons, l'inégalité (34.36) étant vérifiée, parce que les états à 
l’approximation zéro sont dégénérés. Cette dégénérescence est liée 
à la possibilité d'émettre ou d’absorber des phonons réels. Ainsi les 
états | k; 0) et |k — q; 14) ont la même énergie pour toutes 
les valeurs de q annulant D (k, q). Au bout d’un certain temps, le 
système, qui se trouvait à l'instant initial dans l'état | k; 0}, 
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passe dans l’état |k — q; 14), c’est-à-dire l'électron émet un 
phonon 1, d'énergie Q,. Un système initialement dans l’état |k; 
Va): un électron et v, “Dhonons, peut soit émettre soit absorber des 
phonons. La probabilité (par seconde) de tels processus est détermi- 
née en première approximation par la formule bien connue en théo- 
rie quantique des transitions (règle d'or de Fermi [5], $ 93) 


w= (fin | Æint | init)]26 (8rn—8mt). (34-37) 


Appliquons cette formule au cas d’un électron émettant ou absor- 
bant un phonon. Dans l’approximation d’une masse effective iso- 
trope, nous obtenons respectivement 


Wat — Æ LG — 45; va+ 1 | Hint | k; Va)l20 {D (k, q)}, (34.38) 
op = Kk + q; va—1 1 Hint | k; va)l?0{D-(k, q)}, (34.39) 


où Ô {D} est la fonction delta de Dirac, 


D (k, q)= ee (2—2kq+90), D_(k, q)= D (a? +2kq— 90). 
(34.40) 


Remplaçons l’opérateur d'interaction par son expression (34.18) : 


: 
Le — 5 va À 1 int | 5 Va te (va +1), 


ox |q| 


(34.41) 
1h + 5 va— 11 Hint | k Ve Va: 


Au zéro absolu v, — 0. La formule (34.38) représente alors, pour 
un électron, la prob abilité d'émettre spontanément en une seconde un 
phonon de vecteur d’onde q. La probabilité totale en une seconde 
d'émission spontanée d’un Don de vecteur d'onde quelconque est 


D = Du me 3141640, a). 
q 


Dans cette expression, passons ie la sommation à l'intégration. 
Utilisons par ailleurs la règle de calcul suivante: 


{ 


Jr er8e (pds JF (e 2) | ( 


Xæx, 
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pour les intégrales contenant la fonction 6. Ici x; sont les racines de 
l'équation (x) = 0. On obtient 


2 . ce 
= re À du | ED (k, a)}dg= 
—1 0 


2vm* 4 
= {Pres (xQ+2%) pour 2>Q, 
0 pour 2k< Q. 


L'expression (34.42) montre que la vitesse minimale de l’élec- 
tron (c'est-à-dire la vitesse à partir de laquelle l’électron est apte 
à émettre des phonons) est égale à la vitesse du son dans le cristal 


Umin = LUE = Le = Cas (34.43) 


(34.42) 


puisque D (k, q) s’annule seulement pour À > kmmn- Cette condition 
coïncide avec la condition déterminant le seuil du rayonnement 
Cerenkov d’un cristal traversé par des électrons rapides. (34.43) mon- 
tre qua la valeur de seuil de l’énergie de l’électron est égale à 
ne 
Enin = 5 + mc 

Pour c, = 5-105cm/s, m* =10-%7g, Erin Æ 1,2 -107# erg Æ= 
= 107$ eV. 

Comme la probabilité de transition spontanée (34.42) à partir de 
l’état |k; 0) (pour 24 > ©) est différente de zéro, cet état n'est 
pas stationnaire. Sa durée de vie Ty, c’est-à-dire le temps néces- 
saire pour émettre un ne": est liée à u£” par la relation simple 


= h/wi" 
L'énergie de :’état |k; . . 2k > Q est définie avec une im- 
précision 
AE =h/Tyx=thwË 
On peut formellement inclure cette imprécision «lans l’expression de 


212 
l'énergie E (k) = — en ajoutant un terme imaginaire hui. 


Quelle que soit sa vitesse, l’électron peut absorber des phonons 
réels. L’absorption et l’émission de phonons modifie le mouvement 
de l’électron : la variation du vecteur d'onde k le long de sa direction 
initiale conduit à une variation du flux d'électrons, et donc de la 
résistance au passage d’un courant. Par conséquent, pour calculer la 
résistivité d’un métal ou d'un semi-conducteur il convient de dé- 
finir la vitesse de variation de la valeur moyenne du vecteur k le 
long de sa direction initiale 
=-$— = 2 ug (wi? + Wa)» (34.44) 


R 
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où L est le cosinus de l’angle entre k et q. Ici 2 représente la fré- 


quence des collisions entre l’électron et les phonons. Le paramètre 
T, S’appelle temps de relaxation de l'impulsion ou temps de transport 
intercollisionnel. 

Dans les métaux (et même dans certains semi-conducteurs) l’éner- 
gie des électrons est nettement supérieure à l'énergie des phonons 
fiwq. C'est pourquoi on peut poser 


D(k,dÆ&D-(k, per (0+2kgu). (84.45) 


Dans cette approximation on tient compte seulement des interactions 
élastiques entre électrons et phonons. Pour des températures sensi- 
blement supérieures à la température de Debye, le produit vhog 
est égal à l'énergie thermique 6 du gième mode de vibration phono- 
nique. Compte tenu de danse (34.45) 


+ 16 
Li vie À pes Ô [7e (2+ 2kqu) |. 
Substituons ces valeurs dans (34.44): 


1 21028 ñ3 
— kMN hic? 2isvê [ Im* (9? + 2kqu) |. 


Passons de la ru sur q à l'intégration : 


= | PA Pô[ Es (a+ 2kqu) |d= Es, 


(34.46) 
où v est le volume de la maille élémentaire. 
Pour des températures élevées, la résistance dépend de l'énergie 
de l’électron et est une fonction linéaire de la température. 
Pour des basses ge Mas 


ha va TE (va) 96 (a2+ 2kqu) ], (84.47) 


Va = [exp (5 =) — 11”, Og = Cac 
Substituant (34.47) dans (34.44) on obtient 


= re Did (at 44) 6 [Er (a+ 2kqu) | = 
q 


ot 
= (< ENCNE _ a . (34.48) 
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Ainsi à basse température la résistance augmente comme la cinquiè- 
me puissance de la température. 


34.3. Interaction de l’électron avec la déformation du réseau dans 
le cas des liaisons fortes. Les résultats obtenus dans les sections pré- 
cédentes de ce paragraphe étaient basés sur l’utilisation de la théo- 
rie des perturbations. On peut se demander cependant s’il n'existe 
pas des cristaux dont les modules d’élasticité sont petits et la masse 
effective électronique grande, présentant une forte interaction entre 
électron de conduction et vibrations acoustiques longitudinales. Cet- 
te interaction conduirait à une déformation locale du réseau suffi- 
sante pour constituer un puits de potentiel profond : le mouvement 
de l’électron deviendrait stationnaire et présenterait des niveaux 
d'énergie discrets. Dans ce cas la translation de l’électron dans le 
cristal s’accompagnerait du déplacement d'une déformation locale 
(d'un grand nombre de phonons vitruels) et la masse de l’électron 
relative à cette translation serait sensiblement augmentée. 

Pour étudier cette question, utilisons la méthode variationnelle 
et l’approximation adiabatique. Pour que cette approximation soit 
valable, il faut que l'énergie cinétique des atomes du réseau soit 
très inférieure à l’énergie cinétique du mouvement électronique. Dans 
ce cas le mouvement des atomes peut être considéré comme classique 
(le mouvement des électrons est quantique). Pour simplifier étudions 
l’état électronique de plus basse énergie, en négligeant la translation 
à travers le cristal. Le cristal optiquement isotrope sera assimilé 
un milieu continu. 

L'interaction de l’électron avec les vibrations acoustiques longi- 
tudinales est caractérisée par l'énergie potentielle (potentiel de con- 


trainte (34.13)) 


D 


w (r) = —0p (r), (34.49) 


où p (r) est la variation relative de volume (34.5), r est la coordonnée 
de l’électron. Négligeons l’énergie cinétique du réseau. A l'ordre zé- 
ro de la théorie adiabatique des perturbations, on peut écrire l’éner- 
gie du système (électron + réseau) sous la forme intégrale 


Ep,o}= [[ (Vo (r) 0 (+5 Bp2(r) | dr, (84.50) 


où m* est la masse effective de l’électron, B la constante d’élasticité, 
4 (r) est la fonction d'onde réelle des électrons vérifiant la condition 
de normalisation 


| (r) dir — 1. (34.51) 


Le premier terme de (34.50) caractérise l’énergie cinétique de l’élec- 
tron, le deuxième son interaction avec la déformation du réseau et 
le troisième l’énergie de déformation élastique. 
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Pour une déformation p (r) fixée, la condition de minimum de 
la fonction (34.50) par rapport à  (r) compte tenu de la condition 
supplémentaire (34.51) conduit à l’équation 


Le V2— 6p (r)—E (p) | p(r) =0. 


Soit wo (r) la solution de cette équation correspondant à l’état de 
plus basse énergie, pour p fixé. En portant cette fonction dans (34.50), 
nous obtenons l'énergie potentielle adiabatique 


Ra 4 
E{p}= | [+5 (Viho)®— ot (x) p (1) +5 Bot () | dr. 
La condition de minimum de cette fonction détermine la déformation 


p (r). 
Pour trouver le minimum absolu de (34.50) on peut varier d’abord 


p (r), puis ensuite  (r). Si l’on fait varier p on obtient le résultat 
p (r) = (r). (34.52) 


Substituant (34.52) dans (34.50) nous obtenons une intégrale qui ne 
dépend que de %(r): 
fa 03 
Ety= [Von ]ar. (84.53) 


Pour minimiser cette expression il convient d'utiliser la fonction 
d’essai 


Ÿ (r) — (EY2)"* exp [ —x (£)"] . (34.54) 


vérifiant la condition de normalisation (34.51). Ici u est un paramè- 
tre de variation positif sans dimension, a la constante du réseau. Subs- 
tituant (34.54) dans (34.53) nous trouvons 

o2 


Sn? 
Eu) = M spas He (34.55) 


Ici le premier terme définit l’énergie cinétique due à la localisation 
et le deuxième l’énergie potentielle du système. 

Pour les valeurs u, — 0 et u, — 2xÂ?Ba/m*o*, la fonction E (u) 
atteint respectivement les valeurs extrémales E, = 0 et E, — 
— 2n°hB*/m*o*. Lorsque up > 1,5 u,, la fonction E (u) devient né- 
gative (fig. 43). La théorie simplifiée développée plus haut n'est 
valable que lorsque u << 1. Lorsque u augmente, le rayon de locali- 
sation de la déformation diminue. La méthode de la masse électroni- 
que effective n’est plus applicable ; la déformation du réseau n'est 
plus une fonction faiblement variable des coordonnées ; l'énergie po- 
tentielle (34.49) caractérisant l'interaction de l’électron et de la dé- 


formation varie [119]. 
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Tant que le rayon de localisation de la déformation est nette- 
ment supérieur à la constante du réseau, la densité du cristal et sa 
polarisabilité augmentent. Mais lorsque ce rayon de la déformation 
et le rayon de localisation de l’état électronique deviennent com- 
parables à la constante du réseau, leur diminution n'entraîne qu'un 
accroissement de l'énergie. Pour la courbe pointillée Z de la figure 
43, l'énergie E (1) augmente à partir de valeurs négatives. L'état 
localisé sera donc énergétiquement plus favorable que l’état délo- 
calisé (u = 0). Par contre si E (u) augmente à partir de valeurs po- 


Fig. 43. Energie adiabatique de l’électron dans un cristal homopolaire en fonc- 
tion du paramètre de localisation. 


sitives comme sur la courbe pointillée 2 de la figure 43, l’état lo- 
calisé sera métastable. Dans ces deux cas cependant les états loca- 
nt sont séparés de l’état délocalisé par une haute barrière de poten- 
tiel. 

Enfin, pour certains paramètres du cristal, la courbe E (u) peut 
ne pas présenter de minimum lorsque u augmente (courbe pointillée 
3 de la figure 43). Dans ce cas l’état stable sera l’état dans lequel 
l’électron est délocalisé (1 = 0). Dans la section suivante du pa- 
ragraphe 34 nous étudierons qualitativement les conditions de loca- 
lisation de l’électron sans tenir compte de l’approximation adiaba- 
tique et sans assimiler le cristal à un milieu continu. 

Ici nous avons considéré seulement l’état de plus basse énergie 
en supposant que l’électron et la déformation locale associée ne 
se déplaçaient pas dans le cristal. En réalité l’électron se déplace 
avec la déformation, par conséquent la masse effective relative à ce 
mouvement est très grande. 

Dans la section suivante nous discutons cette question plus en 
détail. 
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34.4 *. Masse effective d'un électron interagissant fortement avec 
une déformation du réseau. Dans la section 34.3 nous avons consi- 
déré le cas d’un électron fortement lié à la déformation du réseau dans 
l’'approximation adiabatique et en supposant le milieu continu. 
Nous avons montré que, dans certaines conditions, l’électron pouvait 
former avec une déformation locale profonde de faible rayon un état 
stable. L'étude que nous avons faite présente toute une série d’in- 
suffisances : 1) on ne peut considérer les états d’un électron de faible 
rayon dans un modèle continu du cristal; 2) nous avons supposé 
que l’approximation adiabatique était valable ; 3) nous n'avons pas 
tenu compte du mouvement de translation de l'électron accompa- 
gné de sa déformation qu'implique la symétrie translationnelle du 
cristal. 

Pour définir la masse effective de cet électron, il suffit d'étudier 
la variation de l’énergie de l'électron en fonction de l’impulsion ré- 
sultante de l’électron « habillé ». Dans ce qui suit, conformément à 
l’article de Toyozawa [120] nous essaierons de nous abstraire des li- 
mitations imposées plus haut. Naturellement les résultats seront 
obtenus aux prix d’autres simplifications. Soit un cristal cubique. 
Pour décrire les états monoélectroniques nous utiliserons l’approxi- 
mation des électrons fortement liés (voir $ 20.3). Dans ce cas l’opé- 
rateur énergie des électrons (que l’on évalue à partir de l'énergie 
Ex — Wo), Compte tenu des interactions entre atomes voisins s'écrit : 


Ha=—w, È Gym, (34.56) 


w, et w, sont les éléments matriciels (20.16) ; le signe « — » au-des- 
sus de la somme montre que la sommation sur m est effectuée sur les 
nœuds du réseau voisins de n. 
Procédons dans (34.56) à la transformation canonique 
1 . 
a =—— > a 06xp (ikn); 34.57 
TZ: 2 x xp (ikn) ( ) 


nous nous apercevons que les états électroniques de vecteurs d'onde 
k présentent une énergie égale à 


E,(&)= —w, D etkm = — 2w, (cos k.a+ cos k,a+cos ka) (34.58) 


qui est plus grande que l’énergie £a — Wo. 
Pour un cristal cubique simple, lorsque a est petit (34.58) 
devient 
h3k3 


où m* est la masse effective de l’électron de la bande de conduction. 
Cette masse est reliée au paramètre w, par la relation 


w, = À*/(2m*a*). (34.58a) 
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L'opérateur énergie des vibrations acoustiques longitudinales 
du réseau est de la forme 


Hoh = 2 kc:lql baba (34.59) 


où c; est la vitesse de l’onde sonore interagissant avec l'électron. 
Enfin l'opérateur énergie d'interaction de l’électron avec la branche 
acoustique longitudinale peut s’écrire (voir (34.18)) 


Hint = 7 D Fa (9) (ba — Da) añanett", (34.60) 
n.q 


Fe(g)=—io y” EL = — F3 (a), (84.61) 


M étant la masse de l’atome. © un paramètre caractérisant la gran- 
deur de l'interaction. 


Cherchons, par une méthode variationnelle, l’état d'énergie la 
plus basse correspondant à l'opérateur énergie totale 
H = He + Hoh + H int (34.62) 


défini pour chaque valeur du vecteur d'onde k. Utilisons pour cela 
une fonction d'essai du type*) 


ho == Dei (n) a | 0) (34.63) 

où| Oÿest l’état sans électron ni phonon 
Sx(n) =exp [2 BE (a, n)ba—h.c.] (34.64) 
Br (4, n)=fr(qg)e-i, Si'(n)= Si (n). (34.65) 


La fonction fi (q) reste à définir à partir de la condition de minimum 
de la fonction 


J'{fux} = (Ÿx | H | Yu). (34.66) 


. Cette fonction (34.63) est la plus simple. On pourrait prendre une fonc 
tion d'essai plus générale 


>: fi 1 
[ Pr) = vw 


2 es x (n) 2 D (m) Gi+ml 0), (34.63a) 


où D, (m) est une fonction à . vérifiant la condition Y' NIDimF=t1 


et caractérisant la répartition électronique autour du nœud n. PL approximation 
utilisée D, (m)=— 60, m est valable seulement pour des états électroniques de 
faible rayon. Malheureusement on n'a pas encore réussi à faire le calcul avec 
la fonction (34.63a). 


16—0534 
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L'opérateur S, (n) caractérise la déformation du réseau autour 
du nœud n, c’est-à-dire le déplacement de la position d'équilibre au- 
tour de laquelle s'effectuent les oscillations des coordonnées norma- 
les. On s’en aperçoit facilement si l’on remarque que 


Si (n) bas (n) = ba— Bu (a, n), FT 
Si (n) béSa (n) = bi — BE (a, n). 


Si nous utilisons l'identité (voir compléments mathématiques 
D — formule (D.12)) 


0 | exp (&b5 — «*by) exp (Y*ba — vba) | 0) = 
*., __ 1 2 
=exp[ay—#(lal+1v1 |, 


ainsi que les expressions (34.67) et (34.65) nous obtenons la fonction 
(34.66) sous la forme suivante: 


J'fx}= — Wa S'exp [ikm — Ex (m)] + 


+ SA] cal fx (4) 12+ FDP (q) [fx (q) — fi (q)]. (34.68) 
q q 


Dans cette expression Ÿ représente la sommation sur tous les vec- 


m1 
teurs m reliant un nœud quelconque à ses plus proches voisins. En 
particulier pour un réseau cubique simple 


m—{+a,0,0}, {0,+a,0}  4{0,0,+ a}. (34.68a) 


La fonction inconnue &x (m) est définie par l’expression 


Ex (m)= 23 sin? (am) | fx (a)? (34.69) 
q 


pour des cristaux centrosymétriques. 
Minimisons la fonction (34.68) par rapport à fx (q). Nous obte- 
nons 


fi (9) = Fa (DIV NE(K, a)”, (34.70) 


E(k, q)=Ac, |q| +2 Set) sin? [ (k—+ q) m | . (34.71) 
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Substituons la valeur hs 10) dans (34.69) et (34.68) : 
Fa 1 L 
Eu (m) = + DE. Lens sin? (5 am) , (34.72) 


ne : 1 | Fa (q)13 
(34.73) 
Dans le cas limite des liaisons électron-phonon faibles on peut 
poser dans (34.71) &x (m) Æ& 0. alors 


Eo (k, q) & ca 14 1 — Eo(k) + Eo(k—q), (34.74) 


En (k)= —w4 À exp (ikm) (34.75) 


est l’énergie de l’électron de conduction libre (voir (34.58)). 
Substituant la valeur (34.74) et Ëx (m) = 0 dans (34.73) nous 
obtenons l'énergie de és en interaction avec les phonons 


_ 1 se 1 Fa (@) 1 - 
E (k) — £, (k) — + 2, TE ET ATEN TETE (34.76) 


Cette expression est exactement la même que celle que nous avons 
déjà obtenue (34.31) au deuxième ordre de la théorie des perturba- 
tions. 

Dans le cas limite d'une liaison hypothétique très forte &x (m)> 
S 1E, (k, dd = fc |qlet l'énergie de l’électron, conformément 
à (34.73), est égale à 


1 ©] Fa (q)l° 0? = 
Ex) = — 7 LE de — 2e (34.77) 
q 


Dans le cas d'une liaison de type intermédiaire, les fonctions 
Ck (m) sont définies par le système d'équations (34.72) dont le nom- 
bre est égal au nombre des plus proches voisins figurant dans la som- 
me sur m. Pour une valeur de k fixée, dans un réseau cubique simple, 
tous les £x (m) sont identiques et (34.72) se réduit à une seule équa- 
tion transcendante. Considérons cette équation lorsque k = (0. 
Posons &o (m) = &. Si l’on décrit la branche acoustique longitudi- 
nale dans l’approximation de Debye sin (qm) Æ qm, (34.71) de- 
vient 


E (0, q) = ca | q | + w,a*q'e +. (34.78) 
Substituant cette valeur dans (34.72), on obtient pour k — Ü 


- _ 1x aq? | Fa (q)|? 
5 SN 2e 


DANTE Ca ie 


16* 
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Passons de la sommation sur q à l'intégration par la transformation 


1 
FD...=3{...EHar, 
q 0 


où qg — 4e, et g, est le vecteur d'onde maximal du phonon dans le 
modèle de Debye. (34.79) et de 13) deviennent 


302 __ EE 
= 3gye HE Etrér (34.80) 
£2d° 
1 + 3gyet | SE (34.81) 
$ + yet 
où 
o? *a?2 
ET AoraMe — CT Fe 
B — es est la constante d'’élasticité du réseau ; © le paramètre du 
notentiel de contrainte; 
fi 
= hco (5) (34.83) 


représente le rapport de l'énergie maximale des phonons à l'énergie 
des électrons libres de même vecteur d’onde. Toyozawa [120] a 
appelé ce rapport paramètre de non-adiabaticité puisque la valeur y — 
— 0 correspond à l’approximation adiabatique d'ordre zéro. 

En résolvant l'équation (34.80) on peut exprimer & en fonction 
du paramètre g caractérisant la force de liaison et du paramètre de 
non-adiabaticité y. Puis, substituant la valeur trouvée pour & dans 
l'équation (34. 81) on définit l’énergie de l’électron en fonction des 
mêmes paramètres. La solution analytique de ce problème est fort 
complexe, c'est pourquoi Toyozawa [120] a proposé de représenter 
paramétriquement get E en fonction de &. Cette dépendance est illus- 
trée par la figure 44,a dans le cas où # = 0 et y 1. Ces courbes 
permettent de construire la dépendance de |’ nn de l’électron en 
fonction du paramètre de liaison £g (fig. 44,b). 

On voit que, lorsque y < 1, entre g, et g., à chaque valeur de g 
correspondent trois valeurs de la fonction &. C'est pourquoi la cour- 
be représentant Æ en fonction de g présente une boucle au point 
d'intersection g —g.. Les états stables d'énergie inférieure sont 
représentés par des traits gras. 

Le nombre moyen de phonons virtuels entourant l’électron dans 
l’état (34.63) est défini par l'expression 


(n)=(Yx| 2 béba | Vx) = 2 | fx (q)12- (34.84) 
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Comparant cette expression avec (34.69), on constate que le nombre 
de phonons virtuels est proportionnel à £. Lorsque le paramètre de 
liaison g est inférieur à g., la solution d'énergie minimale correspond 
aux faibles valeurs de &. Lorsque g est supérieur à g. les états d'éner- 
gie minimale correspondent! aux valeurs de & supérieures à & — 
3:4y. Le passage des faibles aux grandes valeurs de & s'effectue par 


5) 


Fig. 44. Energie des électrons et nombre de phonons virtuels en fonction du para- 
mètre g de liaison des électrons avec les phonons acoustiques longitudinaux. 


saut (pour y & 1). Cette discontinuité traduit le changement de ca- 
ractère du mouvement de l’électron lorsqu'il se trouve soumis à des 
forces de faible rayon d'action dues au potentiel local de déforma- 
tion. 

Représentons approximativement l'énergie potentielle d inte- 
raction de l’électron avec le potentiel de déformation par un puits 
de potentiel sphérique de rayon r, et de profondeur U,. Ce n'est que 
pour 2m*Urih "> (n:2)° (voir (5], $ 36) que le mouvement de 
l’électron dans ce volume restreint est stationnaire et son énergie 
est négative. Si k 0 à ce mouvement vient se superposer un mou- 
vement translatoire de quasi-impulsion *k. Pour 2m*U,rih-* < 
<(x/2})° il n'y a pas d’états liés dans le puits de potentiel, et lors- 
que À  O l’électron effectue un mouvement de translation. 

En se basant sur les calculs de Toyozawa [120] on peut donc tirer 
les conclusions suivantes. Si la valeur de g est inférieure à g,, il y 
a un seul mouvement électronique possible avec une faible valeur de 
&, c'est-à-dire avec un petit nombre de phonons virtuels accompa- 
gnant l’électron dans son mouvement. Ce cas correspond à la courbe 
3 de la figure 43. 

Si la valeur de g est comprise dans l'intervalle g, <g <g, 
en plus de l’état stable avec & faible (délocalisé), il y a un état mé- 


2 


tastable d'énergie supérieure et qui présente une valeur de & élevée. 
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Cet état est « localisé ». Ce cas est représenté par la courbe 2 de la 
figure 43. 

Enfin, si g est compris dans l'intervalle g, << g << g2. l’état de 
moindre énergie correspond aux grandes valeurs de &, c'est-à-dire à 
la « localisation » de l’électron. L'autre état délocalisé correspondant 
à une faible valeur de & est métastable. Les états à g > g, ne sont 
visiblement pas réalisés. 

Lorsque le paramètre de non-adiabaticité y augmente, une gran- 
de déformation locale se trouve entravée par l’énergie cinétique de 
mouvement des atomes. Puis pour des valeurs de y > 1. la courbe 


0 2 4 0 7 2È 


Fig. 45. Variation du nombre de phonons virtuels en fonction du paramètre g 
de liaison électron-phonon pour deux valeurs du paramètre de non-adiabaticité. 


t en fonction de 1{;g devient monotone (fig. 45). Par conséquent la 
structure discrète des états électroniques disparaît. Il n’y a pas dans 
ce cas de limite nette entre les états « localisés » et « délocalisés ». 

La représentation graphique de 1/g en fonction de & (fig. 45) 
rappelle les isothermes de l’équation de Van der Waals, déterminant 
la pression d’un gaz réel en fonction de son volume. On peut formel- 
lement faire correspondre à la température le paramètre de non-adia- 
baticité y. à la pression 1/g et au volume #. 

Lorsque êx € 1 le nombre de phonons virtuels accompagnant 
l’électron est petit et. conformément à (34.73), la masse effective de 
l'électron interagissant avec les phonons diffère peu de la masse ef- 
fective m* de l’électron de conduction. 
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Lorsque tx > 1 le nombre de phonons virtuels accompagnant 
l'électron est grand. Lorsque cette condition est réalisée, d’après 
(34.71) = (k, qg) Æ fica | q | et Ëx dépend peu de k. (34.73) donne 
alors 


h2k? 


Zur (34.85) 


E(k)—E (0) = —wte- à (eikm — 1) & 


M*=m'tie S m*. 


Pour g > g., la valeur de & > 1/y. C'est pourquoi, lorsque y = U,1 
et g > g. la masse M* est plus de mille fois supérieure à la masse de 
l'électron de conduction libre. Dans ce cas l’électron est pratique- 
ment immobile, il est « autolocalisé ». 

Conformément à (34.83) pour obtenir de grandes valeurs de 
£, il faut une faible largeur de bande énergétique de l'électron libre 
(une grande valeur de m*).une faible valeur de la constante d'’élas- 
ticité B du cristal et un grand paramètre © (ce paramètre caractérise 
la liaison de l’électron et de la déformation du réseau). Evidemment 
ces conditions sont souvent réalisées pour les trous et rarement pour 
les électrons. 

Parfois les états libres et localisés de l’électron (du trou) coexis- 
tent. L'un est stable. l’autre métastable ; ils peuvent échanger leur 
rôle lorsque les paramètres du cristal varient. L'étude de ces possi- 
bilités est très importante pour expliquer les propriétés optiques des 
cristaux, et aussi d’autres propriétés liées aux variations du mouve- 
ment des électrons (ou des trous). 


34.5. Electron localisé au voisinage d’un défaut dans un cristal 
covalent. Les cristaux réels renferment habituellement des impure- 
tés atomiques et des défauts du réseau cristallin. Ces défauts d’un 
cristal covalent peuvent constituer des centres de localisation de 
l'électron. Etudions comment une déformation du réseau, condition- 
née par l'interaction des électrons avec les vibrations acoustiques 
longitudinales, agit sur la localisation. 

L'état d’un électron localisé au voisinage d'un défaut d'un cris- 
tal covalent a été étudié par Deigen [121] en tenant compte de son 
interaction avec les vibrations acoustiques longitudinales. Nous 
développons ici une théorie plus simple, fondée sur l’approximation 
adiabatique et sur le modèle continu du cristal. 

Supposons que le cristal présente un défaut localisé, agissant 
fortement sur l’électron. Cette interaction sera décrite par l'énergie 
potentielle U (r). L'énergie du système: cristal et électron dans 
l'état de fonction d'onde (r) et entrant en interaction avec la 
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déformation relative p (r), est donnée par l'intégrale 
E ty, p}= | [5 (vb) — 0p (r) 42 + 

+5 Bo (r)+U (r) ver) | dr. (34.86) 
Cette énergie dépend des fonctions % (r) et p (r). Le minimum ab- 


solu de cette énergie (34.86) détermine l’état stationnaire de l’élec- 
tron + (r) et la déformation p (r) correspondante. 


E en unités 87/41 


Fig. 46. Energie de localisation d’un électron au voisinage d’un défaut dans un 
cristal covalent. 


Dans un état à w (r) fixé, la variation de (34.86) par rapport à une 
variation de p (r) donne 


p)= + Ÿ (r). (34.87) 


La substitution de (34.87) dans (34.86) transforme E {v, p} en 
une fonction de vw (r) seulement : 


E {= [vb EU (nr ] dr. (84.88) 


Supposons, pour fixer les idées, que l’énergie potentielle a une 
forme coulombienne 
2 
U=-Æ, (34.89) 
où Ze est la charge effective du centre local, € est la permittivité 
du cristal. Dans ce cas on trouve facilement le minimum de la fonc- 
tion (34.88) par une méthode variationnelle directe. Pour simplifier, 
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nous supposerons que la fonction d'essai 


Ÿd(r) = (HZ) exp [x (#)"] (34.90) 
dépend seulement d'un paramètre u. (34.88) devient 
E (u) = Lu* — Auf — Bu, (34.91) 
où 
LI, A BIO VI (34.92) 


On a représenté les variations de la fonction (34.91) en unités B*;/4L 
en fonction de £ = 2Lu/B sur la figure 46. La courbe correspondant 
à À = 0 ne tient pas compte de la déformation locale du cristal due 
à l'interaction de l’électron avec les vibrations acoustiques. La deu- 
xième courbe correspond à la valeur À = L*/4B. 

Naturellement les calculs que nous venons d'effectuer sont va- 
lables seulement lorsque u <& 0,1 (ce qui correspond à £ < 0.2L;B). 
Cette condition indique la limite de validité du modèle continu et 
de l’expression (34.89). 


$ 35. Interaction électron-phonon 
dans les cristaux ioniques 


Lorsque nous avons étudié les vibrations acoustiques des cristaux 
ioniques (chap. III) nous avons remarqué que ces vibrations ne 
différent pas de celles que l'on observe pour un cristal covalent. Donc 
dans les cristaux ioniques. l'interaction des électrons avec les vi- 
brations acoustiques est décrite également par le potentiel de dé- 
formation. Cette interaction est donnée par l’opérateur (34.18) dans 
lequel n'interviennent que les phonons longitudinaux. 

L’interaction des électrons avec les phonons optiques est au con- 
traire très différente pour les cristaux ioniques et pour les cristaux 
covalents. En effet, les vibrations optiques dans les cristaux ioni- 
ques sont liées à un déplacement relatif des charges électriques du 
cristal, c'est-à-dire à la polarisabilité. L'interaction de l’électron 
avec les vibrations optiques transversales joue un rôle surtout lors 
des transitions quantiques de l’électron. L'interaction avec les vi- 
brations optiques longitudinales des cristaux ioniques apparait 
aussi dès que l’on étudie les états stationnaires de l’électron. C'est 
ce dernier type d'interaction que nous allons étudier dans ce paragra- 
phe. 

Les électrons entrent en interaction avec les phonons optiques 
longitudinaux par l'intermédiaire du champ électrique de polari- 
sation qu'ils créent. Cette interaction se manifeste à de grandes dis- 
tances. 
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Dans ce paragraphe nous décrirons les interactions quasi classi- 
ques des électrons avec le déplacement statique (polarisatoire) des 
ions à partir de leur position d’équilibre. Supposons que le mouve- 
ment de l’électron reste localisé à un petit domaine du cristal (dans 
quels cas cette supposition sera valable, nous le verrons plus bas). 
Le champ coulombien moyen créé par l’électron induit une polari- 
sation locale du cristal. À son tour le champ électrique de polarisa- 
tion agit fortement sur l’électron. 

Les interactions non inertielles de l'électron (c'est-à-dire non 
liées au mouvement de l’électron) avec les ions du cristal sont com- 
prises dans la définition du champ cristallin périodique moyen carac- 
térisant les états monoélectroniques de la quasi-particule-électron. 
C'est pourquoi lorsque l’on veut étudier l’action de la polarisation 
locale du cristal il convient de ne tenir compte que de la partie iner- 
tielle de l'interaction qui n'arrive pas à suivre le mouvement rapi- 
de de l'électron *). 

La partie inertielle de la polarisation est déterminée par le dé- 
placement des ions de leurs positions d'équilibre augmenté de la 
partie de leur polarisation ionique interne liée au déplacement 
des ions. 

Le moment dipolaire de l'unité de volume du cristal isotrope 
P(r), dû à la polarisation inertielle, est défini par la différence 


P(r) = P,(r) — P, (r), 


OU 
ri 
7, 4TE) 
et 
Eco — 1 
Pi= TT D 


sont respectivement les moments dipolaires spécifiques statique et 
de haute fréquence ; €, est la permittivité statique; e est la permit- 
tivité dans un domaine de fréquence supérieure à la fréquence vibra- 
toire des ions, mais inférieure à la fréquence vibratoire des électrons 
appartenant aux ions. Ainsi 


P (r) = D (r)/4ne. (35.1) 
où 
1 1 1 = 
eo Ææ € (35.2) 


*) 11 faut noter cependant l'absence de définition générale de l'interaction 
électron-phonon. 11 convient de définir dans chaque cas quelle partie de l’inter- 
action vraie doit être incluse dans la définition de la quasi-particule corres- 
pondante: électron, trou ou phonon. 
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est un paramètre important caractérisant l'interaction des électrons 
avec les vibrations ioniques longitudinales de grande longueur d'’on- 


de. Dans le tableau 11 sont indiquées des valeurs possibles de 1/E 
ainsi que les valeurs &,, € et m*im correspondantes (ce rapport re- 
présente le rapport de la masse effective de l’électron à la masse de 
l’électron libre). 

La polarisation inertielle (35.1) crée un champ électrique scalai- 
re dans le cristal. L'énergie de l’électron dans ce champ est 


ep nee Der, e> 0. (35.3) 


L'énergie potentielle de la polarisation inertielle du cristal est 
be | D (r) P (r) d?r = 2ne | P2 (r) dir. (35.4) 


Si la polarisation inertielle est localisée, l'énergie potentielle (35.3) 
se présente sous la forme d’un « puits ». Dans un puits suffisamment 
profond, l’électron peut être autolocalisé. Son énergie est discrète et 
son champ moyen contribue à la polarisation du réseau. Cet état 
autolocalisé de l’électron est appelé « polaron ». L'idée de l’auto- 
localisation de l’électron dans un cristal ionique fut d’abord expri- 
mée par Landau [122], puis intensivement élaborée par Pekar [123], 
Tiablikov (124, 1251 et d'autres [126 à 1281. 


Tableau 11 
Permittivité et masse effective des électrons dans les cristaux ioniques 


cue0 | Naï | KC1 | NaCl | PbS KBr KI NaBr | PbCI 


5,8 | 17,9 
2,3 | 2,51 
0,257| 0,3 
2,78 | 0,46 


Pour que l'état polaronique soit stable, il est nécessaire que 
l'énergie de liaison de l’électron dans le puits de potentiel soit su- 
périeure à l'énergie d’agitation thermique moyenne des ions du cris- 
tal. Dans certains cas le puits de potentiel ainsi formé n'est pas as- 
sez profond pour constituer des états stationnaires, toutefois dans ce 
cas également l’électron lent se déplace dans le cristal accompagné 
d'un champ de polarisation. 

Un modèle grossier permettant d'évaluer le rayon du polaron et 
l'énergie de liaison de l’électron a été proposé par Frôhlich. D’après 
ce modele. un électron dans l’état lié {s se trouve avec une égale pro- 
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babilité à l’intérieur d'une sphère de rayon r,. L'énergie potentielle- 
de l’électron de charge e, placé dans un milieu de permittivité e est 
égale à —e?/er,. Son énergie cinétique (dans l’approximation de la 
ne effective) est k°k°/2m*. Sachant que À = 1/r,, l'énergie tota- 
e est 


E (ro) = k°/(2m*ri) — e°JErs. 


La valeur de r, donnant à E, sa valeur minimale est égale à r, = 
= he/m*e®. Il lui correspond l'énergie 


Es = —m*e/(2h°e?). (35.5) 


35.1. Théorie adiabatique des interactions entre électrons et pho- 
nons optiques. En utilisant le principe variationnel, Pekar [123] 
développa une théorie bien plus complète des interactions fortes 
des électrons dans un diélectrique ionique isotrope. Le cristal est 
considéré comme un milieu continu, caractérisé par le vecteur po- 
larisation P (r). On ne tient pas compte de l'énergie cinétique des 
ions (approximation adiabatique). 

D'après Pekar [123], il convient d'écrire l'énergie de l’électron 
comme une somme de trois termes 


Et, P}= [pt (r) (— 25 V2) 5 dr+ 
+25 | P2 (r) dr — | P(r)D(r)dir, (35.6) 


oo Mr 
D(æe | 1h) PS dr (35.7) 
est le vecteur induction électrique créé au point r. Les deux premiers 
termes de (35.6) déterminent l'énergie de l’électron et du champ de 
polarisation, le dernier représente leur interaction. 

L'expression (35.6) doit être considérée comme une fonction des 
fonctions w (r) et P(r). Dans l’état fondamental, cette expression 
doit avoir le minimum absolu par rapport à des variations indépen- 
dantes de w (r) et P (r), pourvu que soit vérifiée la condition de nor- 
malisation 


NET dr=i. (35.8) 

Annulant la variation de (35.6) par rapport à P (r), étant fixé, 
nous obtenons une relation entre P (r) et D (r) 

P (r) = D (r)/4ne, (35.9) 


où D (r) peut étre exprimé en fonction de 1 (r) à l’aide de (35.7). 
Substituant (35.9) dans (35.6) nous obtenons une fonction qui ne dé- 
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pend que de vw (r) 
Thoh=e (IV ve dr — 2 | D2( dv. (35.10) 


L'expression (35.10) définit l'énergie du cristal dans lequel la 
polarisation correspond à un état électronique décrit par la fonction 
+ (r). En particulier, pour un électron de la bande de conduction 
(dans l'approximation de la masse effective), 


Dans cet état la polarisation hétérogène du cristal est absente et 
J (4x) = #*k?/2m* >> 0. Par conséquent, l'électron n'a pas avanta- 
ge, du point de vue énergétique, à rester dans la zone de conduction. 
Il occupera un état  (r) et son mouvement se limitera à une région 
déterminée du cristal. Pour trouver cet état il convient de rechercher 
le minimum de la fonction (35.10). 

Pour cela, Pekar [123] a utilisé une méthode variationnelle di- 
recte, en approximant vw (r) par des fonctions contenant toute une 
série de paramètres. Dans le cas le plus simple, on peut utiliser une 
fonction ne dépendant que d’un seul paramètre. Choisissons par 
exemple la fonction suivante : 


En LOS PER. 
= exp | —) ; (35.11) 


satisfaisant à la condition de normalisation. Substituons (35.11) 
dans (35.10) et (35.7). La condition de minimum donne 


ro = 2h°elmte?. (35.12) 


La valeur de la fonction (35.10) correspondant à l’expression (35.11) 
pour (r) est 


J (bo) = —0,054 E,m*/me?, (35.13) 


où E,— 


sion (35.13) détermine l'énergie totale du cristal. Sa valeur absolue 
correspond à l'énergie thermique de « dissociation » du polaron, soit 
l'énergie nécessaire pour faire transiter l’électron vers le bord infé- 
rieur de la bande de conduction et dépolariser le cristal. 

La liaison de l’électron avec le champ de polarisation longitudinal 
est considérée comme forte lorsque 


| J (bo) | = 0,054 E,m*/me > 0 = 0,025 eV. 


= 27,2 eV est l'unité d'énergie atomique. L'expres- 


Utilisant les valeurs de & indiquées par le tableau 11, nous ontenons 
pour les cristaux de Naï et Cu.O des valeurs respectives de J {,} 
égales à 0,2 et 0,05 eV. 
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A l’aide de (35.9) et (35.7), on peut calculer la polarisation du 
cristal dans l’état (35.11): 


Pot) = | |'bo(r1) PRES dr (85.14) 


Substituant cette valeur dans (35.3) nous trouvons le puits de poten- 
tiel sphérique dans lequel est placé l’électron : 


2e3 2r ro r . 

ep (= 2 [exp (27) (5+0,76+ 0,527 +...) ]= 
_— (0,28 7 3) pour r< ro; 

= 7 (35.15) 
—— pour r ro: 


Calculons l'énergie du niveau fondamental 1s du polaron dans 
le puits de potentiel fixe (35.15). Substituons (35.14) et (35.11) 
dans (35.6): 


E,=— — 0,163 Le (35.16) 
m 


Cette valeur (35.16) est égale à l'énergie nécessaire pour faire passer 
« rapidement » l'électron de l’état polaronique à la bande de conduc- 
tion. Dans cette opération, la polarisation conserve sa valeur anté- 
rieure (celle qu'elle avait dans l’état (35.11)). Après la transition de 
l’électron, la polarisation disparaît et une énergie 


J (bo) — En = 0,109 E, (35.17) 


est émise. 

Si le puits (35.15) est assez profond, il peut y avoir d’autres ni- 
veaux d'énergie électroniques discrets. Ils pourraient apparaître 
lors d’une transition optique à partir du niveau Âsw,. En effet, 
a cause de la grande masse des ions, les transitions optiques se pro- 
duisent sans changement de position des ions (principe de Franck- 
Condon). Les transitions dipolaires à partir de l’état 1s fondamental 
ne sont possibles que vers un état p. Cherchons l'énergie et la fonction 
d'onde de l’état p le plus bas correspondant à une valeur fixe de la 
polarisation (35.14) égale à celle de l’état 1s. Ces grandeurs peuvent 
être trouvées par une méthode variationnelle directe, en utilisant la 
fonction (35.6) dans laquelle P est remplacé par son expression (35.14). 
La fonction d'essai simple choisie sera 


br = (= = =)" = À cos 8 exp {— &), (35.18) 
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où r, coïncide avec (35.12); & est un paramètre variationnel. La fonc- 
tion (35.18) est normée à l’unité et orthogonale à la fonction de l’état 
fondamental (35.11). 

Substituant (35.18) dans la fonction (35.6) 


E} {&, Po}= 32 | | V Yp [° d$r L 4ne | Pi (r) dr— | P,D, dir, 


où D, (r)est défini par l'expression (35.7) avec = ,, nous voyons 
que l’énergie a un minimum pour &o = 1,02. L'énergie a alors la 
valeur 


Eh=E{iy P}= —0,093-% E,. (35.19) 
me? 


La fréquence de la lumière absorbée lors de la transition optique 
Vo —>Ÿ, est déterminée par l'égalité 


ho=E,—E,=0,05-"LE,. (35.20) 
me? 


Les états polaroniques de Pékar étudiés plus haut peuvent être 
considérés comme des états liés d’un électron et de la polarisation 
locale du cristal. Ces états peuvent présenter une ou plusieurs éner- 
gies discrètes internes. Ces états discrets apparaissent seulement pour 
de grandes valeurs ( => 4 — 5) du paramètre sans dimension &œ — 


= SV ao re. caractérisant la liaison entre l’électron et les phonons 


(voir $ 36). Ces états liés, ou polarons, peuvent se déplacer dans le 
cristal comme un tout. La masse efffective associée à ce déplacement 
est la masse du polaron. 

La masse effective du polaron, lors de son mouvement de transla- 
tion dans le cristal, a été calculée par Landau et Pekar [129] pour 
une faible vitesse v du polaron 


v & (rs. 


r, est ici donné par l'expression (35.12), Q est la fréquence de vibra- 
tion des ions. : 

Pour calculer la masse effective du polaron, il faut déterminer 
l'énergie du cristal en fonction de la vitesse v du polaron à v* près. 
Pour un mouvement de translation du polaron, en plus de l'énergie 
potentielle de polarisation, il faut tenir compte de son énergie ci- 
nétique. Si le mouvement est dirigé le long de l’axe des x avec une 
vitesse v constante, la fonction d'onde w, la polarisation P et l’in- 
duction D seront fonctions de E = {x — vt, y, z}. Pour des vites- 
ses v faibles, (35.9) devient 


PŒE=—— (D(E)—B5-). 
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où B est un paramètre supplémentaire de la théorie. Comme l’appli- 

e LL d « e # ° » e 
cation de l’opérateur A des fonctions de £ est équivalente à l’appli- 


e Ld 0 Ld e 
cation de l'opérateur ee on peut écrire 


P(= (DER). (35.21) 


Remplaçant la valeur rs par (35.21) l'expression (35.10) donne 
un résultat plus général 


2 2 
Legs [iv era [Dear | (2) ar. 
(35.22) 
L'énergie du cristal pour une valeur fixée de la fonction deviendra 
L Bu? ( pD(Y}\2 
E,=J (h}+ 2 | (SE) ar. (35.23) 


Le troisième terme de (35.22) peut être considéré comme une per- 
turbation. Par conséquent, en première approximation, on peut 
substituer dans l'expression (35.23) la fonction normalisée (35.11) 
et minimiser la fonction (35.22) pour v = 0. On obtient alors 


E,=J{h}+- Mu? (35.24) 


où J {y,.} représente l'énergie totale du cristal (35.13) lorsque le 
polaron est immobile; 


___B D (Ÿo) \° 
M= | (0 | &r (35.25) 
est la masse effective du polaron. Si, dans cette expression, on rempla- 
ce Ÿ, par sa valeur (35.11), nous obtenons 


M =5,8- 105 (22) Lx 9.10 (7) Lg. (35.26) 


ke 


Selon Pekar [123], dans le cristal de NaCl B = Q-°. En utilisant les 


valeurs m*/m et & du tableau 11, et Q = 4,9 1013 Hz, l'expression 
(35.26) donne pour la masse effective du polaron une valeur pres- 
que 149 fois plus grande que la masse effective de l’électron m*. 
Dans les travaux de Bogolioubov [130] la masse effective du po- 
laron a été calculée sur une base théorique quantique (voir $ 37). 


35.2. Théorie adiabatique des interactions des électrons avec les 
phonons optiques et acoustiques. Lorsque l’on étudie le mouvement 
d’un électron dans un cristal ionique, on accorde habituellement la 
plus grande attention aux interactions avec le champ électrique de 
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polarisation créé par les phonons optiques de grande longueur d'onde. 
Mais dans tous les cristaux ioniques, à côté des branches optiques, 
il y a toujours des branches acoustiques. Certes, leur interaction avec 
les électrons est plus faible, mais elle présente une action à courte 
distance pouvant conduire à des effets qualitativement nouveaux. 

L'action conjuguée des vibrations optiques et acoustiques sur le 
mouvement de l’électron fut étudiée par Toyozawa [131] dans l'ap- 
proximation adiabatique, pour un modèle continu et isotrope du cris- 
tal ionique. Si l’on néglige donc (conformément à l’approximation 
adiabatique d’ordre zéro) l’énergie cinétique des ions, on peut écrire 
l'énergie du système en interaction sous la forme 


E{4, P, p}= | [2 (Nb (202 (r) 0 (+ 
++ Br (r) + 2nEP2 (r)—P(r) D(r) |dtr. (85.27) 


Les trois premiers termes de cette expression ont le même sens que dans 
l'expression (34.50) et les deux derniers ont le même sens que dans 
l'expression (35.6). 
Utilisons le rapport (35.2) et 
D=v(ER), vot=arl(n, 
où œ (r) est le potentiel scalaire créé par la polarisation. On peut 
transformer (35.27) de la manière suivante: 


E{Ÿ, ®, p}= | —_. (V # (n))2— 6p (r) #2 (r) + 


+2 Bee (+2 (PE) ep (re ] dr. (85.28) 


L'expression (35.28) est une fonction des fonctions v (r), œ (r), 
p (r). Dans l’état fondamental elle doit présenter un minimum ab- 


solu pour des variations indépendantes des trois fonctions, la condi- 
tion 


[20 dr =1 
devant être vérifiée. 
Minimisons (35.28) par rapport à la fonction d'onde électronique 
Ÿ (r). Nous obtenons le potentiel adiabatique Æ {p, œ} de l’état 
électronique fondamental en fonction de p (r) et @ (r). Les extréma 
de ce potentiel peuvent être trouvés aussi bien en minimisant d’abord 
(35.28) par rapport à p (r) et œ (r), et ensuite par rapport à 4 (r). 
Egalant à zéro les variations de l'expression (35.28) lorsque, 
pour % (r) fixé, p (r) et œ(r) varient, nous trouvons 
PO=TRE(),  Vp=E(r). (35.29) 


17-0534 
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Après substitution de (35.29) dans (35.28) nous obtenons E { (r)} 
ne dépendant que de # (r). 

Pour minimiser la fonction Æ {+ (r)} il convient d'utiliser la 
fonction d'onde d'essai la plus simple 


vo (HE) exp [a (2). 


La fonction Æ {+ (r)} ne dépendra plus que du paramètre varia- 
tionnel p. Elle contiendra trois termes 


ou 
3nh° ( je e? 
Le Apr B=< (35.31) 


définissent respectivement les contributions de l'énergie cinétique 
de l’électron et de la déformation du réseau, caractérisée par la 


E, en unités B°/4L 


Fig. 47. Energie de localisation de l'électron en interaction avec les branches 
acoustiques et optiques de vibration du réseau. 


variation relative du volume (pour la branche acoustique) et la po- 
larisation du réseau (pour la branche optique). 

La figure 47 représente les valeurs de Æ en unités B*/4L en fonc- 
tion de E — 2Lu/B pour À = 0 (sans interactions avec la branche 
acoustique) et À — L°?/4B. Lorsque u augmente. le rayon de l’état 
électronique diminue. Le modèle continu considéré ici est valable 
tant que u <& 0,1, c'est-à-dire tant que £ & 0,2 L'B. Les courbes 
pointillées (fig. 47) indiquent une dépendance possible de Æ (E) 
lorsque E >> 0,2 L/B. 
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Ainsi, lorsque l’on tient compte des interactions de l’électron avec 
la branche acoustique, la polarisabilité du cristal varie peu. Celle- 
ci, qui fait intervenir des forces de grand rayon d'action, donne nais- 
sance à un état localisé F de rayon relativement grand. Cependant, 
dans quelques cristaux, l'interaction des électrons avec les phonons 
acoustiques fait apparaître un état $S, plus stable, de faible rayon 
(courbe pointillée Z sur la figure 47), ou bien un état S, métastable 
(courbe pointillée 2). Dans les deux cas, les états S sont séparés de 
l’état F par une barrière de potentiel. Certains cristaux ne présentent 
pas d'état stable de faible rayon (courbe pointillée 3). 

L'importance des interactions électroniques avec les branches 
acoustiques, mise en évidence par la formation d'états S de faible 
rayon, fut soulignée d'abord par Toyozawa (« autopiégeage d'’élec- 
tron ») [1201]. 

Dans cette section, en plus du modèle cristallin continu, nous 
avons utilisé l’approximation adiabatique. Les résultats qualitatifs 
obtenus sont donc valables tant que les paramètres de non-adiabati- 
cité restent petits: Ya — Àc,/(Rg/2m*) pour les vibrations acousti- 
ques et Yo — ÀQ,/(ñg5/2m*) pour les vibrations optiques. 

Sumi et Toyozawa, sans utiliser le modèle continu ni l’approxi- 
mation adiabatique, mirent en œuvre une théorie [132], basée sur la 
méthode des intégrales de Feynman, qui rend compte simultanément 
des interactions électroniques avec les vibrations de la branche acous- 
tique et de la branche optique. Lorsque l’on augmente la force des 
interactions, la variation brutale des états polaroniques, passant 
d'un état presque libre (F) à un état (S) de type autopiégé (self 
trapped) fait bien appel à des forces de faible rayon (potentiel de 
déformation des vibrations acoustiques) et non pas à des interactions 
a grande distance (champ de polarisation électrique des vibrations 
optiques). Cette variation brutale doit être observée lorsque le rap- 
port de l’énergie moyenne des phonons à la largeur énergétique de 
la bande électronique (dans le réseau fixe) est petit (y € 1). Lors- 
que Y > 1. les états presque libres F ne diffèrent pratiquement pas 
des états $S autopiégés. 


$ 36. Théorie quantique de l’interaction des électrons 
avec les phonons dans les cristaux ioniques 


Dans le paragraphe précédent, pour étudier l'interaction des élec- 
trons avec les vibrations des ions, nous avons représenté la polari- 
sation dans un formalisme d'électrodynamique classique. Pour pas- 
ser à une description quantique, il faut trouver l'’hamiltonien du 
système des phonons optiques longitudinaux en interaction avec 
l’électron. Cherchons d'abord une forme explicite de la fonction de 
Hamilton G#, relative aux coordonnées généralisées et à leurs im- 
pulsions conjuguées ; puis nous passerons aux opérateurs quantiques. 


17* 
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Soit P (r) le vecteur polarisation spécifique du cristal. Sa varia- 
tion au cours du temps est définie par la fréquence Q (pour plus de 
simplicité, nous ne tenons pas compte de la dispersion des vibrations 
optiques). La polarisation P (r) crée une densité de charges électri- 
ques liées p, (r) = — div P (r). Dans ces conditions l'énergie po- 
tentielle de l’électron situé au point r, en interaction avec le champ 
de ces charges, est définie par l'expression *) 


A int _— | P (re) | Ÿ (re) [2 dre, e> 0, (36. 1) 
où le potentiel œ (r) est défini par l'équation de Poisson 
vo (r) = — 4xp, = 4n div P (r), 
ou 
vo (r) = 4nP(r). (36.2) 


La fonction de Hamilton peut être représentée par une somme de 
trois termes 


À = Ale + A ph + int (36.3) 
où int est défini par (36.1), 
He= mr (36.4) 


est l'énergie cinétique de l’électron de masse effective m*, 
Hpn= VU | [P2 (r) + Q2P2 (r)] dèr (36.42) 
est l'énergie des vibrations longitudinales de la polarisation du cris- 
tal. La valeur du paramètre 
u — 4ne/Q° (36.5) 


peut être trouvée en comparant l'énergie potentielle de polarisation 
(36.4a) avec l'expression (35.4). 


*) On montre facilement que (36.1) est équivalent à l'expression 
2 43 
— | P (r) D (r) dir, où D'(r)=V | <a Èe est le vecteur induction 
électrique créé par l'électron situé au point r.. En effet, compte tenu de 
(36.2), nous avons 


— | P (r) D(r) r= _—— | Vo ni lb (re) [? der re. 


Sachant que Vi = —41ô (r—r,) nous obtenons 


[r—re | 


| PDG dre | pal Ir. 
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Les impulsions p, et II (r) conjuguées des « coordonnées » gé- 
néralisées r. et P (r) sont définies par sa rh rc 


2 = pP (r). 


pe =mtr, U(r)=< 
ôre GP (r) 

En remplaçant ces valeurs dans les expressions (36.4) et (36.4a) 

nous obtenons les fonctions classiques/de Hamilton 


= ge rh mn | [<02()+0P2(n] dr. (86.6) 


Pour passer des fonctions classiques (36.6) aux hamiltoniens quan- 
tiques, il convient de remplacer les coordonnées et les impulsions 
généralisées par les opérateurs correspondants vérifiant les relations 
de commutation 


[rei, Pejl= ihôiy, LB; (r), LU, (r’)] = inô,,8 (r—r'). (36.7) 


Dans la représentation du nombre de remplissage des phonons 
acoustiques longitudinaux de vecteur d'onde q, nous pouvons expri- 
mer les opérateurs P (r) et II (r) en fonction des opérateurs de Bose 
bà (création d’un phonon) et b&, (annihilation d'un phonon): 


Ch + 
P(n=i SV xvyajart* Ga + ba), 


(36. ;a) 
ll (r) = 5 es A ein (ba — bé). 


Les opérateurs de Bose re les relations de commutation 
ba:Pa,l = Ogas- 
En passant dans (36.6) aux opérateurs et en utilisant (36.7a) nous 


obtenons l’hamiltonien des vibrations cristallines dans la représenta- 
tion du nombre de remplissage 


Hyn= ù RQ (bäba + 1/2). (36.8) 


Pour passer des fonctions classiques &£, et int à leur correspon- 
dant opératoriel dans la représentation du nombre de remplissage, 
il convient d'utiliser les fonctions opératorielles électroniques (voir 
$ 21) 


Ÿ (r.) = 22 © &x exp (ikr.), 
k 


où a sont des opérateurs satisfaisant aux relations d’anticommuta- 
tion de Fermi 


{ax, Gr} = 0, {ax; aie} = Aa, + A /Ax = Or”. 
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En utilisant les règles opératorielles permettant de passer de la re- 
présentation des coordonnées à la représentation des nombres de rem- 
plissage ($ 21) nous obtenons l'opérateur des états électroniques 


es air. (36.9) 


H= |) (dre 


k 


Compte tenu des égalités (36.2), (36.5) et (36.6) nous trouvons 
ii VE AIES 2 Fa x —btgeite, e>0. (36.10) 


Dans (36.10), passons de la RP des coordonnées à la re- 
présentation par les nombres de remplissage des états électroniques. 
Nous trouvons finalement 


Hint= — | Ÿ (re) ep (re) Ÿ (re) dre = 


1 + + 
—_ VX D Fion (q) ai+q0x (da + D 9); (36 : 11) 
k,q 


D 2 
Fon (=, O=—e)/ 22. (36.12) 


Prenons pour unité d'énergie l’énergie des phonons ÀQ, et comme 
unité des vecteurs d’onde des phonons et des électrons la grandeur 
Q, = V2m*Q/h. L'hamiltonien complet H = H,+ Hph + int 
peut être alors transcrit dans un système sans dimension 


H + 1 
ro = > Faias+ » (biba+)+ 
ë n 


i J'ana 1, ; 
Fr 2 L s Mi QE LUE (by —b;); (36.13) 
n 


— k _ = _ 

= % Lulu LV 7 (96:14) 
a est le paramètre sans dimension de PU caractérisant la liai- 
son de l'électron avec les phonons optiques longitudinaux de grande 
longueur d'onde dans les cristaux ioniques. Dans le tableau 12 fi- 


gurent les valeurs de & pour quelques cristaux ioniques. 
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Tableau 12 


Valeurs du paramètre de liaison des électrons avec les phonons 
optiques longitudinaux dans les cristaux ioniques 


AcBr Naï | NaCl] | KCI | KI | mvci 


3,25 
8,64 


36.1. Déplacement du bord de la bande de conduction des cristaux 
ioniques et variation de la masse effective de l’électron. L'interaction 
d'un électron avec les vibrations optiques longitudinales d’un cristal 
ionique, comme d'ailleurs l'interaction avec les phonons acoustiques 
d'un cristal covalent (voir $ 34.2) conduit à la renormalisation de 
son spectre. Jusqu'à présent, toutes les théories générales d'une telle 
renormalisation font intervenir la théorie des perturbations (voir 
cependant $$ 37 et 38). Nous étudierons donc cet effet par la méthode 
des perturbations appliquée aux cristaux de constante d'interaction 
faible (36.14). En outre, ces cristaux ne devront pas présenter d'états 
liés d'énergie interne discrète du type polaron ($ 35). 

A l'approximation zéro, un état comprenant un électron et va 
phonons est décrit par la fonction |k; vq ). Son “het si l’on ex 


clut l'énergie de zéro des oscillations ioniques est Des — + AGva. 


À l'ordre un de la théorie des perturbations, la fonction | k; 0) 
soumise à la perturbation (36.11) devient 


duo =| k; 0)+ D Jk—q; 1a)(k—q; 1al Hint|k; 0) DT (k, q), 
q 
(36.15) 


D(k, 49) =E(k—q)—E(k)+hQ = (a+ Qi—2ka), (36.16) 


2m%Q PU 
Qo=V/ h (k—q; al Hin: | k; DE TE (36.17) 
L'énergie de l’état (36.15) est définie par l'expression 


h°k? | 
Ek=-— » 5 ol 1al Hint|k; 0)[2. (36.18) 
q( 0) 


Pour de faibles valeurs de k (4 & Q:) nous pouvons écrire 


1 2m* _2kqu_ LE EURE 
no rare ao tarot |, (86.19) 


où L est le cosinus de l'angle formé par k et q. 
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Substituons (36.17) et (36.19) dans (36.18) et passons de la som- 
mation à l'intégration. Nous obtenons 


E m*|F|? 4k?q? 


ER) gs — us Tata +anrro + --.]d 


Remplaçons F par sa valeur (36.12) et posons q, — : 


€ (k)= 5e (1— +) —a0, (36.20) 


où « est le paramètre sans dimension (36.14). L'expression (36.20) 
montre que l'interaction de l’électron avec les phonons optiques lon- 
gitudinaux abaisse le bord de la bande de añQ, et la masse effective 
de l’électron augmente 


mt mel (1—<). (36.21) 


Naturellement les formules trouvées restent valables tant que la 
liaison électrons-phonons est faible, c'est-à-dire tant que & < 1. 

L'augmentation de la masse électronique est due à la présence 
d’une polarisation cristalline locale accompagnant l'électron dans 
son mouvement. Dans le langage de la théorie des perturbations, 
ceci doit être considéré comme une émission et une absorption de 
phonons virtuels. Le nombre moyen de phonons virtuels accompa- 
gnant l’électron lent (4 < Q,) dans l’état (36.15) est 


(v) = (bo | > béba | Pro). 


Substituant (36.15) et utilisant l'approximation 
1 2m* 
D(k,q) (+ QG) ? 
après passage de la sommation à l'intégration nous obtenons 


W)& +0. (36.22) 


36.2. Méthode de la liaison intermédiaire dans la théorie des inter- 
actions électrons-phonons. Le paramètre sans dimension (36.14), 
caractérisant la force des interactions électrons-phonons, est de 
l'ordre de 3 à 6 pour des cristaux ioniques typiques. On ne peut donc 
étudier cette interaction ni par la théorie des perturbations, valable 
pour œ & À, ni par la méthode des liaisons fortes, valable pour 
a > 6 et utilisant l’approximation adiabatique. 

Lee, Low et Pines [133] ont développé une méthode variation- 
nelle applicable au cas d’une liaison intermédiaire &« < 6 et n'uti- 
lisant pas l’approximation adiabatique. Cette étude concerne le 
mouvement lent d'un électron entouré d'un nuage de phonons vir- 
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tuels de la branche de vibration optique d'un cristal ionique. Le 
diélectrique est considéré comme un milieu continu oscillant possé- 
dant une seule branche de fréquence longitudinale Q (q) = Q. L'’ac- 
tion du potentiel cristallin périodique est exprimée par la masse 
effective m* de l’électron. 

Dans les approximations mentionnées, l'opérateur énergie de 
l’électron dans la représentation des coordonnées est 


1 a 
Ha= 3 P?. 
L'opérateur énergie vibratoire du réseau (sans tenir compte de l’éner- 
gie de zéro) est 
Hn= > hi QD ba- 
q 


L'opérateur d'interaction électron-phonon s'écrit, conformément 
à (36.11): 
Hint= © F (4) [bqeït + bae-iar], 
q 


e 2niQ 
PQ VE 
L'opérateur impulsion résultante 
P=—p+ Y ñqéiba 
q 


commute avec l'opérateur énergie du système 
H = Hey + Hon + Hint- (36.23) 


Transformons l'opérateur énergie en utilisant la transformation 
canonique définie par l'opérateur unitaire 


S=exp (+ [P— 5 ñqbibs |). 
q 


Nous obtenons un nouvel opérateur de Hamilton 
1 2 
= SAS = 7e (P— D habñba) + D RObäba + D F (a) (ba + dx), 
q q q 
qui ne contient pas les coordonnées de l'électron. 
Puis utilisons une deuxième transformation canonique définie 
par l'opérateur unitaire 


U = exp LE f (q) (ba — bd)].. 
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Les fonctions inconnues f (q) seront choisies de manière à minimiser 
l'expression 


E{f(q)}=(0U*ŒU 0) = = P2+2 9 F(a)f (a)+ 


q 


+ (D! #2 (a) a) +5 (a) (io— 4e), (86.2) 
q q 


correspondant à l'énergie de l’état | 0) sans phonons, caractérisée 
par une valeur déterminée du moment résultant P. 
La condition 
ÔE {f (q)} —( 
Ôf (q) 


donne la forme des fonctions f(q). Remplaçons ces fonctions par 
leur expression dans (36.24). Après quelques transformations pré- 
sentées dans [133] on obtient, lorsque P° << 2m*ñQ : 


E (P) = — ahQ + P/2M* + ..., (36.25) 


exprimant l'énergie la plus basse correspondant à une faible im- 
pulsion résultante. Ici 


M*=m*{1++a) (36.26) 


est la masse effective de l’électron entouré d'un nuage de phonons 


; e? * : : : 5 
virtuels ; & — =V À j st le paramètre sans dimension représen- 
l 


tant la liaison des électrons avec les phonons. Naturellement, lorsque 
a6, les expressions (36.25) et (36.26) coïncident avec les ex- 
pressions correspondantes (36.20) et (36.21) obtenues par la théorie 
des perturbations. Le nombre de phonons virtuels entourant l’élec- 
tron dans l’état (sans phonons réels) d’impulsion totale P est 


= + [0 — ee EE — 
SP DS LE Tres: LL 


$ 37*. Théorie adiabatique des perturbations tenant 
compte de la symétrie translationnelle 


Lorsque le couplage est fort (x >> 1) on ne peut étudier l'interac- 
tion électrons-phonons par la méthode des perturbations. Cependant, 
comme le rapport de la masse électronique à la masse ionique est 
petit, on peut utiliser l’approximation adiabatique. La petite per- 
turbation ne sera plus l'énergie d'interaction électron-phonon, 
mais l'énergie cinétique du mouvement des ions du cristal. Cette 
approximation fut introduite dans la théorie des molécules par 
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Born et: Oppenheimer [134] (voir aussi [5], $ 429). Dans le cas des 
cristaux, à cause de la symétrie translationnelle, la théorie adiaba- 
tique doit subir une transformation significative. Cette modifica- 
tion a été réalisée par Bogolioubov [130] et Tiablikov [135]. Dans 
ce qui suit nous développons les principaux résultats de leurs travaux 
dans le cas de l'interaction des électrons avec le champ de pola- 
risation des phonons optiques longitudinaux dans les cristaux 
ioniques. 

Dans la représentation par les coordonnées, l’hamiltonien de 
l'électron dans l'approximation de la masse effective m* est 


h? = 
He — 7e Ve. (37.1) 


L'hamiltonien des phonons dans la représentation par les nombres 
de remplissage est 


Hpn= D hQu (bibx ++), Qu. (37.2) 


k 


La sommation recouvre toutes les valeurs des vecteurs d'onde dans 
la première zone de Brillouin. L'hamiltonien d'interaction des 
électrons et des phonons 
Hn=—ep(r)=—e > }/ 
k 


M tb) PGED (37.3) 
el Ik| 


dépend des coordonnées r de l’électron et des opérateurs de Bose 
br, b£ vérifiant les relations de commutation 


[bx, bi] = ôni, [Or bi] — 0. 


Si p=— ik À est l’opérateur impulsion de l’électron, l'opéra- 
teur impulsion résultante du système sera 


P—p+ fi kbib. (37.4) 
kK 


Selon Bogolioubov [1301], il convient d'introduire un petit para- 
mètre E par l'égalité 

LAOTR — E“ex, (37.9) 

qui, par la suite, va rendre compte de la petitesse de la fréquence 


de vibration des phonons. Passons ensuite des opérateurs de Bose 
bxk aux opérateurs de coordonnées complexes 


QE, Qi = Qu (37.6) 
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et aux impulsions “As conjuguées 
= . 0 ° . . 
= So — 3 7% — (bi — x), ([Ox, Pi] = iÔwi. 


Substituons ces expressions dans (37.2) à (37.4). Nous obtenons 
l'hamiltonien du cristal 


dE None 
_ { 0? 
= 5 +5) > ex QxQ x + 2 AxQuer — TE 2 Ek 7000 ” 


(37.7) 
où 
+7 fx 
Ak = IK] m7 ‘ (37. 7a) 
L'opérateur impulsion résultante (34.7) devient alors 
. “ ; 9 
P — p—ih > KO ST (37.8) 
k 


L'opérateur (37.7) est invariant par rapport au groupe des trans- 
formations 


r—r—+a, Qx—Q@ exp (—-ika), (37.9) 


correspondant à l'’invariance translationnelle lors d’un déplacement 
d'un vecteur réel a quelconque. 

Par la suite, il est plus commode de passer des variables r, ... 

.. Qx, .… aux nouvelles variables n, p, ..., qx, ..., par les égalités 


r=n+p, Qu=(ux+Equ)e-ikn, qu = Qu. (37.10) 


Parmi ces grandeurs, seul le vecteur n subit une translation lorsqu'on 
lui applique un élément du groupe de transformations (37.9). Mais 
il y a trois nouvelles variables en trop. Il faut donc ajouter trois 
conditions supplémentaires : 


à ku*qx = 0. (37.11) 


Les fonctions auxiliaires ux = u®3, vx = v*x figurant dans (37.10) 
et (37.11) vérifient les conditions d’orthogonalité 

à  Æjkiuxut = Ô;j- (37.12) 
Ces fonctions seront définies plus bas. Compte tenu de (37.10) les 
conditions Sdan"t (37.11) deviennent 


2 » k (Qreikn — Ux) UK = 0. (37.13) 
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I1 résulte de (37.13) que le vecteur n figurant dans (37.10) dépend 
seulement des anciennes coordonnées Q4, et est indépendant de r. 
Nous obtenons donc, sachant que 0qk/0r = 0, 
) Ô 
à — 3%: (37.14) 
Les dérivées par rapport à Q@ sont déterminées par une expression 
plus complexe 


: 2 ôn 9 
5 2 30 a+ 30 n° (37.15) 


Pour calculer les FR ôn/0Q4 entrant dans cette expression, 
dérivons (37.13) par rapport à Qk: 


kutetkn+i SI (1 so) ® v#Qrexp (iln) —0. 
l 


Compte tenu de (37.10) et des conditions d'orthogonalité (37.12) 
cette égalité conduit à 
on 
0Q 


= iku£eikn 


ôn 
30, |] vi g1- 


Résolvons cette équation par approximations successives : 


7 = ivteirn {k — 210 va + 7 (37.16) 


L'opérateur impulsion totale P s'exprime par la dérivée —iñ 2. 


On s’aperçoit alors, en comparant l'expression (37.8) avec l'égalité 
(37.10), que 


à 0 + À . . 9 
—ih== —ih—i 3 AkQx (—: x )- 


Compte tenu de (37.10), (37.13) et (37.16) on peut écrire 


_. . = enpi + a. (37.17) 
où 
PK = Pr — Là > (kl) wpi. (37.18) 


Substituant les expressions (37.16), (37.17) dans (37.15) nous trouvons 
ES ss 
—i 5 = ete | pi +ivt (+ ki) ] He. (37.19) 
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Î = EP. (37.19a) 


(37.10), (37.14) et (37.19) permettent d’expliciter l'opérateur énergie 
(37.7) en fonction des nouvelles variables. À un ordre de grandeur 
en E* près 


H ur EH, +E2H, (37.20) 
Ho= — ET "op? F2 (Autre P+euluxl2) , (37.21a) 
Hi=S Qk id “P Leu), (37.21b) 

LD {art [hi+ ot (Lu) [5 in (Lu) ]} 
: (37.21c) 


L'opérateur (37.20) ne contient que des variables « internes » p, ... 
4x, .. et ne contient pas la variable n correspondant au mouvement 
de translation. Dans l'expression (37.20) entrent aussi des fonctions 
complexes uw, et w inconnues pour le moment. L’équation d'onde 


(Ho + EH + AH: — E)% = 0 (37.22) 
peut être résolue par la méthode des perturbations. Dans ce but il 
convient de poser 

Ÿ = bo + Etdi + Efbe, E = Es + EE: + É*E.. (37.23) 

Nous obtenons alors le système d'équations 
(Ho — Eos) Vo = 0, (37.24a) 
(Ho — Eo) Yi = (E1 — Hi) Po, (37.24b) 
(Ho — Eo) Va = (Ez — H32) Vo + (E1 — Hi) Yi. (37.24c) 


Comme l'opérateur Æ, n’agit que sur la variable p, nous chercherons 
la solution de l'équation (37.24a) sous la forme 


Pov = Py (P) Do ..., Qu .-..), 
où D, (...,qK, -..) est une fonction inconnue, qui sera définie plus 
loin. Les fonctions , (p) vérifient l’équation 


[Ho — EX] qv (p) = 0, (qu (p) | pv (p)) — 1. (37.25) 


Soient ÆŸ et æ, (p) l’énergie et la fonction d’onde de l’état discret 
non dégénéré fondamental (37.25). Dans ce cas on peut poser que 
la fonction œ, est réelle. Cela étant, l'égalité 


{ @o (e) Lo — El in (p, -…… Que ….) Sp = 0 
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est identiquement vérifiée. Compte tenu de cette égalité il découle 
de (37.24b) 


| Po (P) LE: — H:] po (p) À p = 0. 


Choisissons à présent les fonctions ux, figurant dans l'opérateur 
H,, de telle sorte que l'égalité 


{ Po (P) HiPo (P) Ep — 0 


soit satisfaite. Substituant dans cette égalité la valeur (37.21b), 
nous nous apercevons que celle-ci est satisfaite lorsque £, = 0 et 
ug = —AxJ no (K)/êx; (37.26} 


* 


ou 
Jo) = À gv (0) “Pgo (p) dep. (87.27) 


A partir de l'équation (37.24b) nous obtenons la fonction d'onde 
à l’approximation d'ordre un 


D = > GR pe (p) Do + Po (8) Di (37.28) 
v+0 


où ®, est une fonction arbitraire des coordonnées .…, Qu, 
L'équation (37.24c) admet des solutions lorsque 


((Po | Ee — Ha | Po) — (Po | Hi ] 1)) D, = 0. 


Substituant à 1, sa valeur (37.28) nous obtenons l'équation d'ordre 
deux 


ol ilos) (el 
( (Pol H21Po) + >, ne) Gun te) _£,) Po--., Qu, ...) = 0 
v+0 


(37.29) 


déterminant les fonctions D, (..., qk, ...). Compte tenu de (37.26) 
et de (37.21b) nous trouvons 


(Pal H31Po) = D QkAxJ vo (k). 


Substituant cette valeur et (37.21c) dans l'équation (37.:9) nous 
trouvons 


+ D CxQkg-k — D BxiQxi + 
k k, 1 
++ D eu pi +ivt (+ k1) |[P2x—iv (+ ki) |— £} D =0, 
‘ (37.30) 
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Bu= Ad > 200, (37.31) 
v40 


Les grandeurs complexes vx, figurant dans l’équation (37.30), 
sont pour le moment indéfinies. Choisissons-les de telle sorte que 


les termes du premier ordre par rapport aux impulsions ps disparais- 
sent. Pour cela il convient de poser dans (37.30) 


Pr = x + Av. 
La condition annulant les coefficients des mx est alors 
ee [ate—ive (KT) |—ux Doi (kher[ din (+ ki) | =0, 
l 
(37.32) 


DD 


où 
Ai = dx — Ur >) (kl) wi. 
1 
L'opérateur ax peut être quelconque. Choisissons-le tel que aÿ = 0. 


(37.32) devient alors: 
ExUR (+ ki) — Uxy D UT (kl) Ci (+ ki) =(. 
1 
Cette équation est vérifiée si 
vx (+ KI) —A (KV) ux, (37.33) 


où V est le vecteur vitesse s'exprimant en fonction du vecteur im- 
pulsion totale par l'équation 


1 A2 Sd k(kV)luxl2er!, (37.34) 
K 
obtenue à partir de (37.33), en multipliant chaque membre par 
k,ui et en utilisant les relations d'orthogonalité (37.12). La fonction 
ux est définie par l'équation (37.26). 
À partir de l'équation (37.34) nous pouvons écrire 


(VI) = À2 D (kV}uxl2ext. (37.35) 
kK 
Après ces transformations, l'équation (37.30) devient 


£7 1 | a. 
2 T9 (VI) + TÀ Ek (QxQ-K HT KTx) —— > Bugxqr, (37.36) 


k k, 1 
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ni = Tu — 08 À (kl)wru. (37.36a) 

1 
Considérons à présent le cas particulier d’une solution radiale- 
ment symétrique. Dans ce cas (37.35) peut s’écrire sous la forme 


I= M'Y, (37.37) 
ou 


h3 k3 h2 k3 = 
Me D lux = S g lAul?1Jo0 (k) 2. (37.38) 
K k 


Conformément à (37.37) le vecteur V définit la vitesse de déplace- 


ment de l’électron « habillé». Dans ces conditions l'opérateur 
(37.36) piges 


Comes 


H3 = _— our To T2 ex (K9-K + TK) — 


EE > (B x, 19-xQ1 + Cat-xu), (37.39) 


k, 1 


(Qu, Ml=iôk,n Cu= Le UyU_ 1. (37.40) 


On se propose de transformer l’opérateur (37.39) de manière à lui 
donner la forme diagonale 


H,=E + 2 6 (nu) Cibu- (37.41) 
Pour cela il convient de définir es opérateurs de Bose &; et &, créant 


et annihilant respectivement de nouveaux phonons, à partir des 
opérateurs correspondants des anciens phonons: 


1 : " 
= 75 2 (Xu (k) Qu + ÉQu (—k) ax), 


; : (37.42) 
= D (x (— Kk) Qu — ipu (k) Tx)- 
& 
Comme nous avons les conditions d’orthogonalité 
2 Pu (k) X$ (k) = duv, > Pv (k) Xv (1) = ra, 
(37.43) 


2% () pv) =0,  Dqr(k) ps (1) =0, 
les nouveaux opérateurs vérifient les relations de commutation 


[Qu Cv] ca Ouv [Cu Cv] =(. 


18—0534 
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Utilisant (37.41) et (37.42), calculons le commutateur 


(us Hole Ent = En D Ua (RE) qu + qu (—k) He (87.44) 
k 


V 


Par ailleurs, si l'on substitue dans le commutateur les opérateurs 
(37.42) et (37.36), nous obtenons 


us Ale D {feu 09 5 tu (mn) Cu | 6-4 + 
k m 


+ [exp (k)— D Br, mP( —m) | Qu} - (37.45) 


Comparons (37.44) et (37.45). Nous trouvons le système homogène 


2E sXu (k) = exPu (k) — 2 Bu. mPu (—m), 


37.46 
2BuDu (K) = ex (— 1) — © Cam (mn) (37.40) 


Vu que ce système admet une solution non nulle, nous trouvons 
l'équation permettant de calculer l'énergie E* 6 | des nouveaux 
phonons. 

La transformation inverse de (37.42) est 


qu=—7 23 LP (K) Es+ 93 (—k) EE, 


v 


(37.47) 
> [Xv (k) &— Xv(—k) Lo]. 


= 
Substituons ces valeurs dans (37.39) et comparons à (37.41). Compte 
tenu de (37.46) nous obtenons 


I3 1 ktk3 
EN =ssts À (ex —B_v, k — PT Lux?) : 
k 


7 2M* 


Au deuxième ordre de la théorie des perturbations, les nouveaux 
phonons et l’électron « habillé » n’interagissent pas. Cette interaction 
n'apparaît qu'au troisième ordre. L'énergie de l'électron « habillé » 
dépend de l'impulsion totale 

P = £°I. 
A l'approximation d'ordre deux, cette énergie est égale à 
E(P)=E LEE —E joe gs _B — RE) +5 
ds. : ° 2 \ . As Ms VX 2Merr’ 


(37.48) 
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où E, est la valeur propre de l'énergie électronique à l’approxima- 
tion zéro et 


Merr = ME (37.49) 


est la masse effective de l'électron « habillé », qui, en accord avec 
(37.38) et (37.27), est exprimée en fonction des fonctions d'onde 
et des fréquences de phonons à l’approximation zéro. 

Cherchons à présent une forme explicite de l'équation définissant 
les fonctions w, et l'énergie Æ, à l’approximation zéro. Dans (37.25) 
substituons (37.21a) et (37.26): 


2 14,1? . = 
[er pr — 2 | Presle"e"P5 d3p, —w ] po (8) =0, 
k 


(37.50) 
où 


Es + » [ À ve) pp |. 
k 


Au lieu de résoudre l’équation intégrodifférentielle non linéaire 
précédente, utilisons le principe variationnel. Il convient donc 
d'annuler la variation de la fonction 


J{}= ge | (52) — 


EME si 
— 2 | 92 (01) XP eg (p)idp pas 
k 


compte tenu de la condition 
| ps (p) dSp = 1. 


Sachant que = _ [RC 7, puis passant de la 


sommation sur k à l'intégration dans la fonction J'{q}, nous la 
transformons, compte tenu de (37.7a), en 


h3 à 3 
CRT EE DUT 

Si l'équation (37.50) admet plus d’un niveau d'énergie discret 
non dégénéré, la théorie développée ci-dessus peut être appliquée 
à chaque solution de l'équation (37.50). 
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$ 38*. Méthode des transformations canoniques 
dans la théorie des interactions électrons-phonons 


L'interaction des électrons avec les phonons optiques longitu- 
dinaux dans les cristaux ionîques est rarement faible. C'est pourquoi, 
pour étudier cette interaction, il est intéressant de développer des 
méthodes autres que la méthode des perturbations. L'une de ces 
méthodes est la méthode des transformations canoniques, dévelop- 
pée dans de nombreux travaux (voir par exemple [124, 136 à 1381). 

La méthode des transformations canoniques est commode pour 
étudier les états stationnaires d’un système de particules en interac- 
tion. Appliquée à l'interaction électron-phonon, cette méthode 
ne peut être utilisée qu'à basse température et pour des énergies 
électroniques faibles : dans ces conditions il ne peut en effet y avoir 
ni création ni annihilation de phonons réels. Au voisinage du seuil 
d’excitation des phonons optiques apparaissent des singularités qui 
ne peuvent être décrites par la transformation canonique. 

L'interaction des phonons avec les électrons de la bande de con- 
duction (dont la masse effective isotrope est m*) est décrite par 
l'hamiltonien *) 


H = A5 + Hints (38.1) 
où 
H°= 2 © (k) afax + 2 Qubéba, (38.2) 
Fint = 7 D) F(k, 9) atkqax (ba— ba) (38.3) 
à k,q 
O 


F(k, 9=0y ER (38.4) 


pour les interactions des électrons avec les ondes acoustiques longi- 
tudinales (voir $ 34); © est un paramètre définissant le potentiel 
de déformation (34.13); M la masse des atomes constituant la maille 
élémentaire du cristal ; c la vitesse des ondes sonores longitudina- 
les ; 

2x0 


e 
F(k, q)= — Tai (==) , e>0, (38.4a) 
pour les interactions de l’électron avec les vibrations optiques 


longitudinales dans les cristaux ioniques (voir $ 36); e est un para- 
mètre défini par l'expression (35.2); v le volume de la maille élé- 
mentaire : la fréquence des phonons optiques; 


@ (k) = k*/2m * (38.5) 


*) Ici et dans la suite de ce paragraphe nous utilisons un système d'unités 
dans lequel #% = 1. 
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la dispersion des électrons de conduction au voisinage du centre 
de la zone de Brillouin dans l’approximation de la masse effective. 
Plus bas, nous étudierons seulement les interactions des électrons 
avec les vibrations optiques longitudinales dans les cristaux ioniques 
et nous négligerons la dispersion des phonons optiques en posant 
Qa = 2. 
ù L'opérateur énergie (38.1) commute avec l'opérateur impulsion 
totale 


P— Ÿ katar + À qéébe (38.6) 
k q 


et avec l'opérateur du nombre total d'électrons 
Ne = ÿ aiar. (38.6a) 
k 


Par conséquent, le nombre d'électrons et l'impulsion totale sont 
des intégrales de mouvement et on peut utiliser leur valeur pour 
caractériser les valeurs propres et les vecteurs propres de l’hamiltonien 
(38.1). Le nombre de phonons ne se conserve pas. Dans ce qui suit 
nous considérerons seulement les états comportant un seul électron 
dans la bande de conduction. 

Le vecteur d’état | O0 ) décrit un système sans particules. Appelons 
état vide l’état d’un système sans phonons, d'énergie nulle avec 
un seul électron au bas de la bande de conduction. Il est caractérisé 
par le vecteur d’état ®, = af | 0), défini par l'égalité 


ax | Do ) = bg | Do ) = 0 


pour q, k 0 quelconques. 
Si l’on ne tient pas compte des interactions, les états excités 
du cristal sont caractérisés par les vecteurs d'état 


af (nain! +.) 2 (64) (bd) #10) 
pour k, q, qd, … quelconques et les nombres entiers ñg, qu» -+ Si 
max @ (k) — min © (k) > Q, (38.6b) 


de riombreux états sont dégénérés. Par exemple les vecteurs d'états 
ai |0 ) et aÿ-4b4 | O0 ) correspondent à la même énergie si l’on a 


Ok — Ok +q + 2. 


À cause de cette dégénérescence, on ne peut pas utiliser la théorie 
des perturbations pour étudier les états énergétiques de l’hamiltonien 
(38.1). Dans ce qui suit, nous développons la méthode des trans- 
formations canoniques, proposée par l’auteur et Pestriakov 1137, 
138]. Cette méthode permet d'obtenir les valeurs de basse énergie 
d’un système d’excitations élémentaires à une particule, pour n’im- 
porte quelle valeur du paramètre d'interaction F de (38.3). 
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L’interaction (38.3) lève la dégénérescence. Dans le cristal 
apparaissent de nouvelles excitations élémentaires, constituées 
par une, superposition complexe d'états monoélectroniques et pho- 
poniques antérieurs. On peut considérer par exemple que l’électron 
est entouré d’un nuage de phonons virtuels et qu'il se déplace dans 
le cristal accompagné d’une polarisation locale. La dispersion des 
nouvelles excitations élémentaires à une particule — des « électrons 
habillés », est telle que l'inégalité. 


E (k) — E (ki) <9Q 


soit satisfaite quelles que soient les valeurs de k et de k, situées 
dans la première zone de Brillouin. Pour l'énergie d'excitation 
E (k) — min E (k) > Q, les états du système ne sont pas des états 
stationnaires à une particule: ils peuvent se désintégrer en états 
à une particule plus simples *). 

Les nouvelles excitations élémentaires à une particule (non 
dissociables) peuvent être obtenues en diagonalisant l'opérateur 
(38.1) par sa transformation canonique 


Ar = ea, baie” Ke, b), Ba — eS{a, be Sa. b}, (38.7) 


engendrée par l'opérateur antihermitien 


S(a, t)= Z Œ(k, q)(aé+qtuba—Géax+aba). (88.8) 

c, q 
Les fonctions réelles © (k, q) figurant dans (38.8) sont inconnues. 
Choisissons-les de telle sorte que l’hamiltonien, une fois exprimé 
en; fonction des nouveaux opérateurs &x et Bä ne contienne pas de 
termes linéaires par rapport aux nouveaux opérateurs phononiques 


q° 
Pour transformer l’hamiltonien (38.1) en utilisant les nouveaux 
opérateurs, introduisons d’abord l'opérateur auxiliaire 


À (a, B)=eSc.b)H (a, b)e—S&e, b), 
À l'aide de (38.7) nous obtenons 


H(a, B)= > w(k) atax+ D) QaBaBa + 
k q 
+ D F(k, 9) (atramfa— ciar+abi)e (38.9) 


k,q 


*) Lorsque l’on considère les interactions avec les phonons acoustiques, les 
énergies limites des excitations élémentaires monoélectroniques correspondent 
aux énergies E (k) telles que la vitesse de l’électron soit comparable à la vitesse 
du son dans le cristal. 
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L'hamiltonien initial (38.1) s'exprime alors en fonction des nouveaux 
opérateurs œx, Ba par la transformation unitaire 


H (a, B)—e-Sta. PB) H (œ, B) ec. B), (38.10) 
où 


S'(œ, B) = à O(k, q) (ai +q@xBq — Aix + Pa) (38.11) 


Nous nous intéressons seulement aux valeurs propres de (38.10) 
correspondant à des excitations monoélectroniques et monophono- 
niques. C’est pourquoi nous omettrons dans (38.10) les termes con- 
tenant des produits de quatre opérateurs «x ou plus, décrivant l'in- 
teraction résiduelle entre les nouvelles excitations élémentaires 
définies par des fonctions propres du type a£ | 0 ) et œÿ-gBa 10), 
etc. À cette approximation près, 


H (a, B)= D E(k) atax + D QaBaba + 
k q 


+ D (O(k, q)atrquba {lo (k+q)—w(k)—Q]D(k, q)+ 


k,q 


+ ED K+D—D (IDR, D}+hc.), (88.12 
où 
E(&)= 0 (&)—2D (x) + D@%(k—a a) lo (k—a)— (k) +1, 
(38.13) 
D(k)=—1— —q, D O(k—q, q), 
W=-77 ZF-—a Dole d, (88.10 


Qy=Q 1 + ID2(k— aq, a) —D2(k, q)]aiai) &Q. (38.142) 
Egalant à zero le facteur précédant les opérateurs linéaires en 
Ba dans (38.12) nous obtenons l'équation 
(o(k+q)—o(k)—Q]®O(k, q)+ 
+7 FR, q)=®(k, q)(D(k+q)—D(k)], (38.15) 
d’où l’on tire en première approximation 


Ok, D F(k, qu (k)+0—0(k+at. (38.16) 

Les équations (38.13) à (38.15) définissent la fonction ® (k, q) 

et les énergies des nouvelles excitations élémentaires du système. 
Remplaçons dans (38.13) la fonction ® (k, q) par l'expression appro- 
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chée (38.16), compte tenu de (38.14) nous obtenons alors: 
E (k) = © (k) — D (k). (38.17) 


Compte tenu de (38.17), l'équation (38.15) devient 
O(k, g)= 7x F(k, QIE(k)—E(k+q)+Qrt. (38.18) 
Substituons (38.18) dans (38.14). Nous obtenons une équation de 


dispersion non linéaire définissant l’énergie des nouvelles excita- 
tions élémentaires: 


E(k)—o(k)= 


1 


VN 


S F(k—q, q)[E(k)—E(k—q)—Qrt. 
q 


(38.19) 


Utilisant (38.7), il est facile d’établir le lien entre les états 
propres de l’hamiltonien complet (38.1) et l’hamiltonien H, (38.2) 


ail0) [1-7 2 (ka, a) |ai10)— 
q 


— >) D(k—q, q)ai-abal0), (38.20) 
k 
Bal0) =6310). (38.21) 


La relation (38.20) montre que la nouvelle excitation élémentaire 
créée par l'opérateur a$ peut être assimilée à un électron se propageant 
avec une implulsion k, entouré de phonons virtuels. C'est pourquoi 
l'état af | O ) sera appelé électron « habillé ». 

Les états ag | 0 ) et B&1 0 ) sont à une particule. Leurs énergies 
sont respectivement Æ (k) et Q, leurs impulsions k et q. L'hamilto- 
nien correspondant est 


H,= D E (k) aix + Z BiBa- (38.22) 


On l’obtient par une diagonalisation partielle de l’'hamiltonien 
complet (38.1). 

L'équation (38.19) montre que, même pour une grande disper- 
sion électronique : 


max © (k) — min « (k) > Q, 
et pour une grande force de liaison F (q), les énergies E (k) des 


nouvelles excitations élémentaires à une particule vérifient l’iné- 
galité 
s" 


max E (k) — min E (k) < Q. (38.23) 


C'est pourquoi les fonctions (38.18) définissant la transformation 
canonique (38.7) restent toujours bornées quelles que soient les 
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valeurs de k et de q. Mais si l’on utilise la transformation canonique 
(38.10) avec les fonctions ®, (k, q) (38.16) contenant au dénominateur 
une énergie électronique non renormalisée « (k), nous obtenons 
pour certaines valeurs de k et de q l'égalité 


© (k) — © (k + q) — Q = 0, 
et la transformation canonique perd son sens. La transformation 
canonique de Frôhlich [139] permettant d'obtenir l'hamiltonien 
fondamental de la théorie de la supraconductivité (voir $ 39) pré- 
sente la même insuffisance. 
En première approximation, l'équation de dispersion (38.19) 
devient 


E(k)—o (k)=—+ S'F(k—Q, q)[Æ(k)— (k—q)—Qft, 
q 


(38.24) 


qui est identique à l'équation de dispersion apparaissant à l’appro- 
ximation monophononique dans la méthode des fonctions de Green 
[140, 141]. Dans ce cas cependant, à cause de la condition (38.6b), 
l'inégalité (38.23) pour la fonction E, (k) n’est pas toujours vérifiée. 

Pour des états électroniques localisés, il n’y a pas de dispersion, 
c'est-à-dire © (k) = w,. Par conséquent, F (k, q) = F (q) et les 
expressions (38.16), (38.14) et (38.17) sont remplacées respective- 
ment par 


O(k, D=F(a@VF, D=- 5 F2(0), 
q 


1 
E=06—-S > F°(q). 
q 
Dans ce cas la transformation canonique (38.10), où 


Ho 3 aiax+Q D Bibat 75 D F (a) lai+qmpa+ aiare ab} 
k q k,q 
et 


1 + 
S(œ, À) TVR > F(q)[ai+a@a—akar+abal, (38.25) 
k, q 
permet une représentation exacte de l'opérateur de Hamilton sous 
une forme diagonale 


H (a, B)=[ 00-57 D F2(a) | Data +Q SBiBa. (38-26) 
q k q 


Dans [142, 143], on utilise une transformation canonique avec un 
opérateur antihermitien du type (38.25). Cependant cette trans- 
formation n'est valable que lorsque © (k) = «,. 
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On peut trouver la solution de l'équation intégrale non linéaire 
(38.19) par une méthode d'’approximations successives : 


E(k)=lim£E,(k), r—+00, 
OÙ 
1 - 
E;, (k) — © (k) FN. Di F(k—q, q) [E, (k)— En (k—q) —Q] : 
q 
pour ÆE,(k) = w (k). 
Sur la figure 48 on a représenté la solution (obtenue dans [30]) 
de l'équation non linéaire (38.19) dans le cas unidimensionnel, 
lorsque F (k, q) = Q et w (k)— 
15 = @Q — Lcos ka. La valeur 
L/Q est choisie égale à 2,5. 
L’interaction avec les phonons 
abaisse le bas de la zone de 
9,6Q environ et diminue l’éten- 


-20 due de la dispersion de 5Q à 
9,970. 
©) 
ëk $ 39. Supraconductivité 
NTI -25 


L'état supraconducteur de 
quelques métaux fut découvert 
en 1911 par Kamerlingh On- 
nes. La nature de ce phénomène 

-30 remarquable resta longtemps 
inexpliquée. C'est seulement 
en 4950 que Frôhliçch en pro- 
posa une interprétation basée 

0 xf2 k} 7 sur l'interaction électron-pho- 

non. La théorie microscopique 

Fig. 48. Variation de l'énergie des états de la supraconductivité fut 

électroniques à une particule lors de l’in- établie dans les années cin- 

teraction avec les phonons optiques. quante par Bardeen, Cooper et 

© (k) æ @o — L cos ka, L/Q = 2,5. Schrieffer (145 à 147], et par 

Bogolioubov (148, 149]. La 

supraconductivité est un remarquable exemple de manifestation 
d'effets quantiques à l'échelle macroscopique [150]. 

La propriété la plus surprenante des supraconducteurs consiste 
dans ce que leur résistance au passage du courant électrique est nulle : 
par exemple dans un solénoïde d'’étain pur refroidi à une tempéra- 
ture voisine du zéro absolu, le courant se maintient pendant plusieurs 
années sans diminution sensible. Les dernières mesures de File 
et Mills [151] montrèrent que le courant pouvait circuler dans un 
solénoïde supraconducteur pendant 105 ans environ. 


$ 39] SUPRACONDUCTIVITÉE 283 


La température critique 74, de transition à l’état supraconducteur 
(pour des métaux et alliages) est comprise dans l'intervalle 0,1 
à 21 K (voir tableau 13). La température critique la plus élevée 
(20,4 K) a été obtenue dans des composés Nb.,AÏl — Nb,Ge. 


Tableau 13 
Quelques paramètres de métaux supraconducteurs 


Cd 
Al 
Sn 
Pb 


Te” température critique, Ty, — température de Debye, 
À — largeur de la fente énergétique (en degrés de Kelvin). 


En 1933, Meissner et Ochsenfeld [152] découvrirent que les 
supraconducteurs massifs étaient des diamagnétiques idéaux. Le 
champ magnétique y pénètre sur une faible profondeur, et il est 
expulsé de la masse restante du supraconducteur. Au zéro absolu, 
la profondeur de pénétration du champ magnétique dans Al, Sn, 


Pb est égale respectivement à 160, 340, 370 À. Lorsque la tempéra- 
ture augmente, la profondeur de pénétration du champ magnétique 
augmente conformément à la loi 


L(T)=L(0)V1—(T/T.}. 


Le phénomène d’expulsion du champ magnétique par le supra- 
conducteur porte le nom d'effet Meissner. Cet effet n'existe que pour 
les champs magnétiques de faible intensité. Si le métal est dans 
l'état supraconducteur à la température 7, il y a toujours un champ 
critique B, (T) au-dessus duquel le métal revient à l’état normal. 
Si l'on abaisse à nouveau la valeur du champ magnétique en des- 
sous de la valeur critique, le métal redevient supraconducteur. 
La courbe définissant la variation du champ critique en fonction 
de la température est donnée par la loi empirique (fig. 49) 


Be (T) = Be (0) [1 — TIT.l. 


Pour développer les théories microscopiques il fallut créer des 
modèles phénoménologiques à deux fluides. Ces modèles — prin- 
cipalement le modèle de Gorter et Casimir [153] et le modèle de 
Ginsburg et Landau [154], ont joué un rôle primordial en construisant 
les bases de nos conceptions actuelles de la supraconductivité. 
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I1 est à présent bien établi que l’état normal du métal diffère 
de l’état supraconducteur par le caractère du spectre énergétique 
électronique au voisinage de la surface de Fermi. Etudions d’abord 
l'état normal à basse température. Une excitation électronique 
correspond à une transition d’un état initial occupé k (<< kr) situé 

au-dessous de la surface de Fermi 
à un état final vide k, (> kr) 
Flat situé au-dessus de la surface de 
normal Fermi. L'énergie nécessaire à la 
création de cette paire électron- 
trou est, dans le cas d’une surface 


État de Fermi sphérique, égale à 
supraconduc teur Ex, x =h? (ki —k°)/2m *. Comme 
7) k et k, sont voisins de la surface 

r de Fermi, Erx, > 0. 


€ La propriété la plus caracté- 
Fig. 49. s1agramme e phase de l'état  ristique d’un métal à l’état supra- 
supraconducteur dans le plan B —T. Londucteur est que l'énergie d’ex- 

citation d'une paire électron-trou 
est toujours supérieure à une certaine grandeur 2A, appelée énergie 
de couplage *). Autrement dit, le spectre énergétique des excita- 
tions de faible énergie possède une fente. Par exemple, pour les 
métaux Hg, Pb, V, Nb, la valeur de 2A est égale à l'énergie d’agi- 
tation thermique pour des températures égales à 18 K, 29 K, 18 K 
et 30 K. 

La valeur de l'énergie de couplage est mesurée directement 
à partir de l'expérience; en étudiant la variation exponentielle 
de la chaleur spécifique — exp (—A/68), l'absorption du rayonne- 
ment électromagnétique (seules les fréquences fo > 2A sont ab- 
sorbées), en étudiant l’affaiblissement exponentiel des ondes sono- 
res, etc. 

Cooper fut, semble-t-il, le premier à montrer l'existence probable 
d'une fente énergétique dans le spectre d’excitations élémentaires 
[1445]. I1 montra que l’état fondamental du cristal, correspondant 
à des états monoélectroniques remplis jusqu’au niveau de Fermi, 
devient instable dès qu’une faible attraction s’exerce entre les 
électrons. Cette attraction peut conduire à la formation de paires 
(effet Cooper). Pour séparer les électrons de cette paire, il faut four- 
nir une énergie du même ordre de grandeur que la fente énergétique. 
Les électrons de la paire sont assez loin l’un de l’autre (= .10-* cm), 


*) On connaît cependant des exemples où la supraconductivité n est pas 
liée à la présence d’une fente dans le spectre des excitations élémentaires [155 
à 157]. Le phénomène est dù alors aux inhomogénéités du cristal : surface, im- 
puretés magnétiques et autres [158]. Dans le cas le plus simple on parle de 
« supraconductivité de surface ». 
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c'est pourquoi, dans le volume occupé par une paire donnée on 
peut trouver les centres de masse de 106 autres paires. 

Dans un gaz électronique habituel, les seules interactions élec- 
troniques sont les répulsions coulombiennes. Dans un métal, les 
électrons entrent en interaction avec les charges ioniques positives 
qui masquent la répulsion coulombienne entre les électrons. Dans 
certaines conditions, le déplacement des ions de leurs positions 
d'équilibre peut faire apparaître entre les électrons un nuage de charge 
positive. Ce nuage crée une attraction entre les électrons, dont 
la valeur dépend de la fréquence d’oscillation des ions. Comme cette 
fréquence dépend de la masse des ions, deux isotopes métalliques 
différents doivent avoir des températures de transitions dans l’état 
supraconducteur différentes. Cet effet isotopique fut découvert ex- 
périmentalement [159, 160]. Cette découverte confirma l'hypothèse 
de Frôhlich [144], selon laquelle les vibrations de réseau contribuent 
principalement aux interactions électron-électron. 

Dans ce qui suit, nous considérons seulement les idées de base 
de la théorie de la supraconductivité, pour des courants faibles, en 
l'absence de champ magnétique. Pour une documentation plus 
complète nous recommandons les livres [161 à 165]. 


39.1. Interaction effective entre électrons, liée aux phonons du 
métal. Frôhlich [144] a montré que l’interaction des électrons avec 
les phonons pouvait conduire à une interaction effective entre élec- 
trons. Nous développons dans ce qui suit les bases de sa théorie. 

Dans un réseau idéal, le mouvement de l'électron dans la bande 
de conduction est défini par la fonction de Bloch (voir $ 19) 


Pro = TG eikr (r) Xo- (39.1) 


Cette fonction représente une onde plane modulée par la fonction 
ux (r) vérifiant la condition de périodicité ux (r) = ux(r+n), 
où n est un vecteur du réseau, k le vecteur d’onde ; 4, est la fonction 
de spin. Sa forme explicite ainsi que celle de ux (r) n’a pas d'impor- 
tance pour la suite. 

La fonction d’onde électronique de tout le métal, contenant 
N électrons dans le volume V, est un produit antisymétrisé de W 
fonctions @x.s. L'état fondamental correspond au remplissage des 
états situés, dans l’espace k, à l’intérieur de la surface de Fermi. 
Supposons que cette surface est loin des limites de zone et qu’elle 
est isotrope : on la suppose sphérique de rayon k,. Une excitation 
fait passer un électron de l’état | k | << #, à l’état |k | > k,. 

Si ex est l'énergie d’un état électronique de quasi-impulsion 
hkk, dans la représentation de deuxième quantification, l’hamiltonien 
du système électronique (à une constante près) sera 


H, = ei xl oo (39.2) 
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où aÿs et aÿs sont les opérateurs de Fermi de création et d’annihila- 
tion des quasi-particules. 

Pour déterminer l'opérateur d'interaction avec les phonons 
du métal, nous supposerons que, pour un déplacement E; du n-ième 
ion positif du réseau, l'énergie d'interaction de l’électron avec :e 
réseau Ÿ'w (r— n) varie de la grandeur à E,Vaw (r—n). Par con- 

n D 
séquent, en deuxième quantification, l'opérateur d'interaction 
électron-phonon sera 


Hin= | Ÿ* (+) D En 1Vat (r—n)] Ÿ (r) dr = 


= | Ÿ+(r) S'w(r—n)(Vaën) Ÿ(r) dr. (39.3) 
n 
Ÿ est un opérateur que l’on peut exprimer à partir de l’opérateur 
de Fermi axs et la fonction de Bloch (39.1): 


Ù — 1 kr 
y V7 2 Ayceé"” Ur (r) Xo- (39.4) 


L'opérateur du déplacement des ions #, est donné par (7.22). Par 
conséquent 


(VoËo) =i DV ss Gaetin—bie-tan), (39.5) 
q 


où ba, ba sont des opérateurs de Bose ; s est la vitesse de l'onde sonore 
longitudinale, correspondant au vecteur d'onde q, puisque seules 
les ondes longitudinales contribuent à (39.5). Peur ces ondes nous 
avons « (q) = sq. 

Substituons (39.4) et (39.5) dans (39.3); sachant que la somme 


S' exp (iQn) est égale à N si Q = 0, et nulle si Q-£0, nous obtenons 


n 
l'expression finale des opérateurs d'interaction électron-phonon 
dans la représentation des nombres d'occupation 


Hint= D Hao Has = bopéto+ b.c., (39.6) 
qa © VN 
où 
Pac = 2 ai a, oükao (39.7) 


représente la somme des produits d'opérateurs de Fermi; 


D (q) = ( hiq )"* ( US -quux dr 
a 


2M vs 
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est une grandeur petite caractérisant l'interaction électron-phonon. 
L'intégration est étendue à une maille élémentaire. Les lettres 
« h.c. » dans (39.6) et dans les expressions suivantes représentent 
les termes hermitiques conjugués des précédents. 

L'opérateur d’interaction (39.6) ne dépend pas de l’état de spin 
de l’électron, ainsi par la suite nous omettrons l'indice de spin 
o dans toutes les expressions. 

Pour obtenir l'opérateur d'interaction sous la forme (39.6), 
nous avons dû faire plusieurs hypothèses : les ions du réseau oscillent 
comme un tout; D (q) ne dépend que de q et non du vecteur k; 
les vibrations des ions se séparent en vibrations transversales et 
longitudinales pour toutes les valeurs de q. Pour cette raison, dans 
l'expression (39.6), on ne tient compte que des phonons longitudinaux. 
Lorsqu'on ne fait pas ces simplifications, le calcul est beaucoup 
plus complexe. Ce calcul serait justifié si l’on voulait obtenir un 
résultat quantitatif. 

Les états énergétiques des électrons et des phonons sont modifiés 
par l'interaction. Nous nous intéresserons seulement au comporte- 
ment des électrons. Pour rendre compte des modifications dans 
le spectre de phonons, on se contentera d’une valeur expérimentale 
s de la vitesse du son. 

Le système électronique en interaction avec les phonons est 
décrit par l'opérateur de Hamilton 


=H,+Hints Ho= 2 exaiax + À Qbéba. (39.8) 
q 


Hint est défini par la formule (39.6). 

D'après Frôhlich [144], pour évaluer le rôle des interactions 
électron-phonon, il convient de transformer l'opérateur H” (39.8) 
de manière à éliminer la plus grande partie de l'opérateur d’interac- 
tion. On pose alors 


H=e-SH'eS=H'+i(H", Sj—<I[H', S1, Sj+... (39.9) 


L'opérateur de transformation S$, qui contient l'interaction 
faible, est choisi sous la forme 


S=S= Se Sa Vabat vb (39.10) 


avec 
VE — 2 D (k, q) Ajax q- (39.11) 


Les fonctions © (k, q) traduisent le caractère des interactions élec- 
tron-phonon. Leur forme explicite sera définie plus loin. 
Substituons (39.8) et (39.10) dans (39.9). Compte tenu de (39.6), 


rassemblons sous le même signe de sommation les termes du même 
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ordre de petitesse 


H=Ho+ DS ilHo Sal + Ha}+ 
q 


+i D (+0 Sal+ Ha), Sal+-.. (89.12) 
q 


On peut alors calculer facilement l'opérateur (39.12) en précisant 
au préalable quelques règles de commutation. Les opérateurs de 


Fermi ar, aj, qui commutent avec les opérateurs de Bose b,, véri- 
fient aussi 


[ai@, han] = main — ÔknA al. (39.13) 


En utilisant (39.11) et (39.13) nous pouvons calculer au préalable 
les commutateurs 


laiax, Yal=D(k, q)aiax-a—D(k+q, q)ak+quu, 
[ai-qûxs Val = D(k, q) (ai-q0x-q — Axa), 
fakax_q, Ya) = D(k—q, q)aïax-29— D (k+q, q)ak+q0x- 
[b%bqs bal = — 
Les relations trouvées permettent de calculer dans (39.12) les 
termes linéaires par rapport à l’énergie d'interaction 
i[Ho, Sal + H — 


=i[S (ex —ex-a+ 10) D(k, +2 + D ]baciex-a+ bec. (39.14) 
k 


Choisissons les fonctions ® (k, q) pour que toutes les expressions 
(39.14) s’annulent, soit 


Ok, q)=— rs (eu — ex -+ A). (39.15) 
En utilisant l'expression (39. “ on trouve 


+0: Sal+ H 7 VF 21 D (D betes-a tbe. 


Par conséquent, 


Bi D (LUF Sat), 54] 


T2 77 y À {D (q) Loaatax-4, VO] — D°(q) [bqué-qex, v/,1+ h-c.}. 
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En utilisant les expressions (39.11) et (39.15), nous obtenons la 
valeur moyenne de cet opérateur dans l’état vide de phonons 


À [D (q)lfata, _ at _ a, RQ 
(On Æintl0ph)}= 7 D RSS. (39.16) 
k,q 


(er —eg _ 9)" —(%Q,)° 


Les transformations de Frôhlich n'ont un sens que si les fonctions 
(39.15) sont petites. Dans le cas contraire, la série (39.9) diverge. 
Pour élargir le domaine de validité du résultat obtenu, il convient, 
comme au $ 38, de remplacer dans l'expression (39.15) l'énergie 


ek des électrons par l'énergie EX renormalisée. Cette énergie est 
solution de l'équation non linéaire 


Ex—tx = D 1D (q)2LEx— Ex-a— AO) 1. 


q 


La sommation (39.16) peut servir au calcul de la partie de Hit 
ne comportant pas de valeurs de q pour lesquelles le dénominateur 
(39.15) est voisin de zéro. En éliminant de Hi les termes pour les- 
quels (39.16) n’a pas de sens, l'hamiltonien dé électrons du métal 
(au carré du paramétre d'interaction près) dans l’état sans phonon 
(basse température) devient 


(a) | D (q)1? Saga, _ a mn 
H = 2 Cqek ax + 2 ‘ EH (39.17) 


Le deuxième terme de Dr peut être interprété comme l'énergie 
d'interaction entre électrons, déterminée par un échange de phonons 
virtuels. Chacun des termes de la somme correspond à une interaction 
entre deux électrons de quasi- impulsions Àk et Àk’ — À (k — q). 
Cette interaction correspond à une attraction si | eu — eg | < 
<< 'kQy Comme ex = ex, le dénominateur de la somme (39.17) 
prend “la valeur minimale — (4Q,)* pour des électrons d’impulsions 
opposées k° = k — q — —Kk. Dans ce cas l'attraction entre les 
électrons sera maximale. 

À cause du principe de Pauli, l’électron doit passer d’un état 
k à un état k” — k — q vide. Au zéro absolu, cet état doit donc 
être situé au-delà de la surface de Fermi. Par conséquent, la condition 
ex © € dans (39.17) ne peut être réalisée que par des électrons 
d'énergie voisine de l'énergie de Fermi:  Æ kr Æ pe 

39.2 *. La transformation canonique de Bogolioubov dans la 
théorie de la supraconductivité. Dans la théorie de la supraconducti- 
vité, on tient compte seulement des interactions effectives maximales 
entre les électrons, dans des états sans phonons réels. On néglige 
alors tous les autres termes de l’hamiltonien (39.17). Lorsque l’on 
tient compte du spin, les interactions les plus fortes ont lieu entre 


19—0534 
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deux électrons de quasi-impulsions et de spins opposés. En effet 
seuls deux électrons de spins opposés peuvent s'approcher l’un de 
l’autre. On choisit donc pour hamiltonien du métal (W électrons 


dans un volume Ÿ) 
: 1 + 
H = > e (k) Akolko — y >», Vik Aka k", ok, o@kor (39.18) 
k, k,k’,0 


où ver est la transformée de Fourier de l'énergie d’interaction de 
deux électrons; 


hk2k? 
e (k) = Des —H; (39.19) 
u est défini par 
N=< À aio@xa| - : - > 
KG 


Le potentiel chimique pu a été introduit par l’intermédiaire de (39.19} 
dans l'hamiltonien (39.18) afin de ne pas introduire la condition 
supplémentaire de constance du nombre de particules 


N = Vaio: 
ko 


Les termes correspondant aux deux valeurs du spin 6 contribuent 
de la même manière à l’hamiltonien (39.18). On peut donc écrire 


H=2Y 2, e(k) ai ja — + » Vik'Akr1eŒ ke, —1jaŒk, 1/2 0k 1/0 


< K, k’ 
(39.20) 


Pour étudier le spectre des valeurs propres de cet opérateur, 
nous utilisons la transformation canonique de Bogolioubov pour 
les opérateurs de Fermi 


Qut/e = UxAy0 + UxAki, (39.21) 


Au f—1je = Ux Ai — UxAko 
où ux et x sont des fonctions réelles, symétriques par rapport à 
la transformation k — —k et vérifiant la relation 


Cette condition étant satisfaite, les nouveaux opérateurs A4, et 
Ai, vérifient les relations habituelles de commutation des opérateurs 


de Fermi. 
Utilisant la transformation (39.21) on peut exprimer l’hamiltonien 
(39.20) en fonction des nouveaux opérateurs 


H=E,+H°+H;+H, 
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t n 1 . 
E,=2 > e(k) DR — D Vkk Uk Ur URUx (39.23) 
k kk 
est une constante indépendante des opérateurs de Fermi et corres- 
pondant à l’énergie de l’état fondamental; 


c | (Aïo4r0 + AkAu) 


(39.24) 
représente la partie diagonale de l’hamiltonien; 


H;, = D [ 2e (k) uxUx — _ (uË — vi) > Vk Un Dr | (AioAk1 + AxsAwo) 
k k” 


(39.25) 


est la partie non diagonale de l’hamiltonien, contenant les produits 
de deux opérateurs de Fermi. L'opérateur FH, contient les produits 
de quatre nouveaux opérateurs de Fermi. On peut le négliger lorsqu'on 
étudie les états excités de faible énergie. 

Jusqu'à présent les fonctions réelles ux et v. de la transformation 
canonique étaient quelconques (la condition (39.22) restant satis- 
faite). Choisissons-les à présent de manière à annuler l'opérateur 
(39.25). Pour cela ces fonctions doivent vérifier l'égalité 


2e (k) vx = (uê—vt)  Vke UpUkr. (39.26) 
On s'aperçoit que cette égalité est en même temps la condition de 
minimum de l'énergie de l’état fondamental (39.23), compte tenu 


de l'équation supplémentaire (39.22). 
Introduisons Îa notation 


< = > UrUL'VER”" 0 (39.27) 
k” 


les égalités (39.26) et (39.22) nous permettent alors d'exprimer les 
inconnues uy et v. en fonction de e (k) et A 


2 1 e(k) * 1 e (k) : 
U = += À + ——  — VU À — —— © |. (39.28) 
Éd | Dur >: | Ever 
Substituons les expressions obtenues dans (39.26). Nous obtenons 
une équation non linéaire définissant la grandeur A: 
> VikrAn 


A + 
k— 97  * 
I SV AË+er(k") 


(39.29) 


292 INTERACTION EÊLECTRON-PHONON [CH. VII 


La valeur de A; dépend du spectre énergétique ex des états mono- 
électroniques, en l’absence d'interactions, par l'intermédiaire du 
potentiel chimique p et des fonctions vaux définies par les forces 
d'interaction entre les électrons. 

Substituons les valeurs (39.27) et (39.28) dans (39.24). La partie 
diagonale de l’hamiltonien devient 


H°— > V'e2(k) + AË (AfoAxo + Ar Au). (39.30) 


Ainsi, compte tenu des interactions, le spectre des excitations élec- 
troniques élémentaires est donné par la fonction 


E (k)= V e(k)+ Ai. (39.31) 


Pour chaque valeur de la quasi-impulsion *k, il y a deux types 
d'excitations élémentaires, définies par les opérateurs de création 
Axo et A1. 

La modification du spectre monoélectronique, apportée par 
l'interaction, est déterminée par la grandeur A4, racine de l’équation 
(39.29). Etudions maintenant cette équation. Une solution triviale 
est Ax = 0. que l’on peut encore écrire uxwx — 0. On propose alors 
de choisir ur et vx de telle sorte que 


Ux=1Â1, uvx:=0, si e(k)= Eu >0; 
es (39.32) 
ux = 0, Ux = 1, SI e(k)=s rh <0. 


Afin de déterminer les propriétés de cette solution considérons la 
transformation canonique inverse de (39.21): 


Axo = Uk 1/2 —VKA TK, -1/2; 


AK = UKkA_K, 172 + VxGk 1/2. 


(39.33) 


Par conséquent, pour des valeurs de (39.32) siluées en dehors de 
la sphère de Fermi (e (k) > 0) les opérateurs Ako = Gx,iy»s A = 
= &x, 17 Is annihilent donc des électrons occupant respective- 
ment les états (k, 1/2) et (—k, —1/2). A l’intérieur de la sphère 
de Fermi (e (k) << 0), ces opérateurs deviennent Ai, = —a@!x,p2, 
Axi = ke. IS correspondent donc à la création d'électrons (ou 
à l’annihilation de trous) dans les états (—k, —1/2) et (k, 1/2). 
Par conséquent la transformation (39.33) est équivalente au passage 
à la représentation par trous considérée au $ 21.1. Dans les états 
correspondant à la solution triviale A4 = 0 de l'équation (39.29), 
le spectre des états monoëélectroniques est inchangé, puisque Æ (k) — 
— e (k). Dans ce cas le métal reste à l’état normal et présente une 
résistance au passage du courant. 
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Pour les forces d’attraction entre électrons assez importantes, 
lorsqu'on a 


| \ 
F7 À Für >! 


k,k;, 


l'équation (39.29) admet encore une solution non triviale Ag +: (). 
À basse température, lorsque pAk, << m *A (k, est le vecteur d'onde 
de la surface de Fermi, p est l’impulsion moyenne de l’électron 
participant au courant), le métal ne présente aucune résistance. 

Calculons Ax dans le cas le plus simple. Nous supposerons que 
Vik, est égal à la valeur constante v lorsque k et k, sont situés dans 
l'intervalle k,—q, k, + q, et égal à zéro lorsque k et k, sont en 
dehors de cet intervalle. Dans ce cas d’après (39.27), dans l’in- 
tervalle considéré, A4 est constant (A, — A) et l'équation (39.29) 
devient 


=> Ÿ À LAE+ QT k—q<k<k, +q. (39.34) 


Si À est supérieur à la distance entre deux sous-niveaux voisins de 
la bande de conduction e (k), la somme (39.34) peut être transformée 
en intégrale selon la loi 


D =) et 

k 
Posant u — X°k/2m*, nous obtenons 

e (k) = k°k, (k — k,)/m*. 
Par suite, d'k == 4nkïdk. L'égalité (39.34) devient 

q 
Cv lr h3k 1/2 
tee | [a+(S 8) | 


—4 


Calculons l'intégrale et résolvons l'équation obtenue par rap- 
port à A. Nous obtenons 


__2h?k,q  exp(—G/v) _ 2n%i 
À — TE T—exp(—C/v) 3 G — ske . (39.35) 


Cette expression (39.35) ne peut être obtenue par la méthode des 
perturbations, dans laquelle l'interaction entre les électrons jouerait 
le rôle du potentiel perturbateur. En effet, l'énergie otenue par la 
méthode des perturbations se présente sous la forme d’un développe- 
ment en fonction des puissances successives de la petite interaction 
v, et la grandeur A tend vers zéro comme exp (—G/v): pour les 
retites valeurs de v, cette grandeur ne peut être développée en série. 
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Pour expliquer le sens physique de la grandeur À, exprimons 
l'énergie de l’état fondamental Æ, en fonction de A. Substituons 
(39.27) et (39.28) dans (39.23). Nous trouvons 


eo LV AU FAE (ol a, 
ES 
k Ve? (k)+Ak 

Si A4 = 0, £, = U et les fonctions de la transformation canonique 
se ramènent à (39.32), c'est-à-dire au cas de la solution triviale 
de (39.29). Si A4 0, E, << 0. Donc, lorsque Ai 0, la solution 
non triviale de (39.29) est énergétiquement plus favorable que la 
solution triviale. 

Les états excités du système correspondent à la « création » 
d'une quasi-particule dont la dépendance E (k) répond à la formule 
(39.31). En posant u -- #*k?/2m* cette loi de dispersion devient 


(39.36) 


E Go = V ke + (PE 


Lorsque la différence k° — kÿ est grande, la dépendance de l'énergie 
en fonction de la quasi-impulsion est la même que pour une particule 
libre de masse m*. Cependant, lorsque | k | se rapproche de | k, | 
(vecteur d’onde limite de la surface de Fermi), l'énergie d'’excita- 
tion ne tend pas vers zéro, mais vers la limite finie 


lim Æ (k) - A4, pour |k | —+}k, |. 


Par conséquent la grandeur Az, détermine la différence d'énergie 
entre l’état fondamental et le premier état excités du système d'é- 
lectrons. Si A4, # 0, le système présente une fente énergétique et 
l'état fondamental est plus stable vis-à-vis d'une action extérieure. 
Le système électronique ne peut recevoir ou fournir de l'énergie 
que par quantités finies déterminées. qui ne sont pas inférieures 


* 


a A ko 

Lorsque A4 = U, les fonctions (39.28) de la transformation cano- 
nique sont toutes les deux différentes de zéro. Les nouveaux opéra- 
teurs de Fermi A* et À correspondant respectivement à la création 
et à l'annihilation de nouvelles quasi-particules ne représentent 
ni des électrons ni des trous dans l’approximation monoélectronique, 
mais une superposition d'états des deux types. Ces excitations élé- 
mentaires sont des états collectifs d'un système de deux électrons 
fortement couplés. La diffusion (le freinage) des électrons nécessite 
la dissociation de la paire électronique. Par conséquent cette dif- 
fusion n’est possible que lorsque l'énergie cinétique des électrons 
liée à l'apparition du courant électrique devient supérieure à l’éner- 
gie de dissociation de la paire. Si p est l'impulsion moyenne de 
l'électron dans le courant, la variation d'énergie ce (k) — À*k*/2m* 


$ 39] SUPRACONDUCTIVITE 295 


29 —= phk/m*. Comme à < k;, 
la supraconductivité sera observée lorsque pÂk,/m* < A. 

L'état supraconducteur apparaît seulement pour les métaux 
dont l'énergie d'interaction électron-phonon est assez grande. Par 
ailleurs, plus l'interaction électron-phonon est forte, plus la résistan- 
ce du métal dans l’état normal est élevée, puisque dans ce cas la 
probabilité de diffusion de l’électron avec émission ou absorption 
de phonons est grande. Ceci explique qualitativement pourquoi 
de bons conducteurs (l'argent, le cuivre, l'or) ne présentent pas 
de propriétés supraconductrices. Une interaction électron-phonon 
forte, à l’origine d'une résistance élevée dans l’état normal, favorise 
la formation de l’état supraconducteur pour lequel la résistance 
est nulle. 

Nous avons étudié plus haut les aspects principaux d'une micro- 
théorie de la supraconductivité sans tenir compte des interactions 
coulombiennes entre les électrons. Une théorie conséquente de la 
supraconductivité des métaux tenant compte de cet effet a été 
développée par Bogolioubov [148, 149]. Cette théorie est exposée 
dans les travaux [165, 1661. 


est en valeur absolue égale à p 


CHAPITRE VIII 


ABSORPTION OPTIQUE 
DANS LES SEMI-CONDUCTEURS 


$ 40. Structure des bords de la bande de valence 
et de la bande de conduction de quelques 
semi-conducteurs 


Nombre de matériaux sont des semi-conducteurs. Les plus uti- 
lisés actuellement dans les applications techniques sont le germanium 
et le silicium. À l’état pur, ces cristaux monoatomiques sont déjà 
des semi-conducteurs, puisque le bord inférieur de la bande de con- 
duction y est séparé du bord supérieur de la bande de valence par 
une barrière énergétique relativement faible. Quelques semi-conduc- 
teurs sont des composés chimiques binaires, par exemple les semi- 
conducteurs du type Arr; By sont constitués d’un élément du groupe 
trois et d’un élément du groupe cinq de la classification périodique. 

La conduction, liée aux électrons et aux trous apparaissant 
par suite de transitions d'électrons de la bande de valence à la bande 
de conduction, est appelée conductibilité intrinsèque. La plupart 
des autres semi-conducteurs sont dopés, c'est-à-dire contiennent 
certaines impuretés atomiques. Îls présentent une conductibilité 
extrinsèque où conductibilité d'impureté parce que leur conductibi- 
lité est fonction de la nature et de la quantité des impuretés. 

De nombreuses propriétés (électriques, optiques, etc.) des semi- 
conducteurs dépendent de la structure des bords de la bande de 
conduction et de la bande de valence. Etudions quelques exemples 
de structures bien connues. 


Le silicium (Si). Le cristal de silicium a une struc- 
ture de type diamant, de syngonie cubique. L’atome de Si possède 
14 électrons répartis dans la configuration (1s)*(2s)?(2p}%(3s)*(3p)°. 
Dans le cristal les huit niveaux 3s, 3p se séparent en deux 
sous-gioupes contenant chacun quatre niveaux. Les quatre ni- 
veaux inférieurs sont entièrement occupés par des élections et 
constituent la bande de valence. Sur la figure 50 on a représenté 
les variations de l'énergie des électrons des trois branches de la 
bande de valence au voisinage de k Æ 0 pour deux directions du 
vecteur d'onde: le long de l'arête [100] et le long de la diagonale 
[111]. A cause des propriétés de symétrie, il y a six directions équi- 
valentes à [100] et huit équivalentes à [111]. L'énergie maximale 
des électrons de la bande de valence correspond au centre de la zone 


25eV 
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de Brillouin (k — U). La courbure différente des deux branches 
supérieures de la bande de valence, tangentes au point k — 0 (l’une 
d’entre elles est doublement dégénérée), est due à ce que les trous 
dans la bande de valence présentent deux masses effectives dif- 
férentes : lourde mñ = 0.52 m et légère mi2 — 0.16 m, où m est 


Vande de conduction 


Bande de 
conduction 


Bande de valence 


V 
LS 
sÈ 
FE 
[117] 0 (80) 
<— — 
K k 


Fig. 50. Structure en bandes d'un cris Fig. 51. Structure en bandes d’un cris 
tal de silicium pur. tal de germanium pur. 


la masse de l’électron libre. La troisième branche est abaissée de 
0,035 eV en raison de l'interaction spin-orbite. 

La bande de conduction du silicium est aussi divisée en trois 
branches énergétiques. La propriété remarquable de la bande de 
conduction est la présence d’un minimum situé non pas au point 
k — 0 mais en un point k, de l’arête du cube [100] non loin de la 
limite de la zone. Dans le cristal il y a donc six minima équivalents 
de la bande de conduction, parfois appelés vallées. Les électrons 
excités dans la bande de conduction se répartissent également entre 
ces six vallées. Au voisinage de ces minima, les surfaces isoénergéti- 
ques ont la forme d’ellipsoides de révolution, d’axe parallèle à 
l'arête du cube, présentant deux masses effectives : une masse longi- 
tudinale m? — 0,98 m et une masse transversale m? — 0,19 "=. 
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Le germanium (Ge). Le cristal de germanium a aussi 
une structure de type diamant. La structure en bandes du cristal 
de germanium est représentée sur la figure 51 pour deux directions 
du vecteur d'onde: le long de l’arête [100] et de la diagonale [111] 
du cube. La bande de valence du germanium est analogue à celle 
du silicium. Deux branches énergétiques sont tangentes au point 
k — O0, qui correspond à l'énergie maximale des électrons. Ces 
branches sont caractérisées au voisinage de ce point par deux masses 
effectives: lourde m1 — 0,34 m et légère m/: — 0,04 m. De la 
mème manière. la troisième branche présentant aussi un maximum 
au point k = Ü, est abaissée de 0.28 eV à cause des interactions 
spin-orbite. 

La bande de conduction est divisée en trois branches énergé- 
tiques qui se recouvrent mutuellement. Dans la bande de conduc- 
tion, il y a huit minima absolus équivalents dans les directions 
des diagonales du cube ([111]. etc.). Ces minima sont situés à la 
limite de la zone de Brillouin. Au voisinage des minima (vallées) 
les surfaces isoénergétiques sont des ellipsoïides de révolution de 
masses effectives: mi — 1,6m et mf — 0.,082m. (Comme les 
minima sont situés à la limite de la zone, la première zone de Bril- 
louin ne contient que la moitié de l’ellipsoïde. 


Le sulfure de cadmium (CdS). Les cristaux de 
sulfure de cadmium présentent une syngonie hexagonale. Le groupe 
de symétrie est C>%. Le groupe d'espace du cristal a la symétrie 

&-. La structure en bandes au voisinage du centre de la zone de 
Brillouin (point l). proposée par Thomas et Hopfield [167, 168] 
est représentée sur la figure 52. Les états monoélectroniques de la 
bande de valence et de la bande de conduction sont classés pour 


Tableau 14 
Caractères des représentations irréductibles du cristal de CdS 
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k — 0 (au point F) selon les représentations irréductibles du groupe 
de symétrie ponctuelle C4, (tableau 14). L'axe z est dirigé le long 
de l’axe hexagonal C. La branche supérieure de la bande de valence 
correspond aux électrons 3p de l'ion soufre (S--). Elle est caractérisée 
pour À — 0 par deux masses effectives des trous: une masse 
effective perpendiculaire à l'axe C, m° — ÜU.m et une masse 


E 


Fig. 52. Structure de la bande de valence et de la bande de conduction d'un 
cristal de CdS au voisinage de k —0 pour différentes directions du vecteur d'onde. 


effective parallèle à l'axe C. mÿ — 5 m. La branche moyenne de 
la bande de valence est due aux états 3s de l’ion soufre, et la branche 
inférieure aux états 5s. La bande de conduction correspond aux 
états 5s de l’ion cadmium. 

Au centre de la zone de Brillouin, les niveaux l'; et l, sont double- 
ment dégénérés. Cette dégénérescence se conserve lorsqu'on se dé- 
place du centre le long de k.. mais elle est levée lorsque l’on se 
déplace le long de #, ou #,. puisque seuls les éléments de symétrie 
so’ et o” se conservent dans ces déplacements. 


L'arséniure de gallium (GaAs). La structure de 
la bande de conduction et de la bande de valence de l’arséniure 
de gallium a été proposée dans [1691]. La bande de valence est cons- 
tituée de trois branches avec des maxima en k -= () pour lesquelles 
les masses effectives des trous sont m}, = Ü.68m, mi, = 0,12m, 
mi. == 0,20m. La bande de conduction a un minimum principal 
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pour k — O0, avec une petite masse effective m* — 0,072 m. I] 
y a aussi des minima relatifs pour k # 0, avec une masse effective 
élevée m* — 1,2 m. Cette propriété très originale de la structure 
de la bande de conduction se manifeste dans toute une série de 
phénomènes spécifiques. Par exemple. dans un semi-conducteur, 
un champ électrique intense transfère un électron de l’état de grande 
conductibilité (masse effective faible pour k Æ 0) à l’état de faible 
conductibilité (masse effective grande au voisinage des minima 
accessoires). Cette résistance négative des semi-conducteurs peut 
être utilisée pour engendrer des microondes dans un champ électrique 
constant intense (effet Hahn). 


$ 41. Réponse du cristal à une action extérieure 


Four calculer les valeurs moyennes des grandeurs physiques, 
en particulier pour calculer la réponse du cristal à une action ex- 
térieure, il convient d'utiliser la méthode de la matrice densité. 
En effet, en mécanique quantique ([5], $$ 14, 33, 102, 105) la valeur 
moyenne statistique de n'importe quelle grandeur physique ©, 


+ 


correspondant à l'opérateur ®, dans un système d'hamiltonien 
H est 


(D) — Tr(pD), Trp = 1. (41.1) 


Dans cette expression p représente un opérateur statistique, la 
matrice densité, vérifiant l'équation de Liouville 


ik PH, p]= Hp—pH (41.2) 
compte tenu de la condition initiale 


D (—00) = Po. (41.2a) 


Si |s) est un système orthonormé complet quelconque de fonc- 
tions, les équations (41.1) et (41.2) peuvent s'écrire sous forme 
matricielle 


(D)= Y OTIRNOTEDE DS Pss Dis (41.3) 
in Ban 2 D (Hana — Has) 1.6 

dt ss3Ps3s, Psssll ss) “ 
2 Pss = 1. (41.4a) 


L'élément matriciel diagonal o,, définit la probabilité de trouver 
l: “ystème dans l'état |s). 
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Supposons maintenant que l’hamiltonien Z] ait la forme 
H — H, + Hint, (41.5) 


où /1, est l’hamiltonien du cristal, 


Hint = BEo exp (—iot) (41.6) 


est l'opérateur énergie d'interaction du cristal avec le champ ex- 
térieur harmonique en fonction du temps 


E (t) = E, exp (—iot). (41.6a) 


Pour calculer les oscillations forcées du système sous l’action 
de la perturbation extérieure (41.6), il faut éliminer tous les proces- 
sus d'oscillation transitoires qui sont apparus dans le système 
à l'instant {t — — ©, lors de l'établissement de l’interaction. Ceci 
peut être réalisé de deux manières. 

T. On peut supposer que le cristal, à une température déterminée. 
interagit peu avec l’environnement dissipatif. Un système en inter- 
action avec un milieu dissipatif est appelé systéme ouvert. Cette 
interaction conduit à un amortissement des processus oscillants 
transitoires, avec un certain temps phénoménologique de relaxation 
t. Formellement, on peut tenir compte de la relaxation en substi- 
tuant à l'équation de Liouville (41.2) une nouvelle équation carac- 
térisant les systemes ouverts 


.r Ôd fe = 
RS = Hp—pH —— (p— po), (41.7) 


où fo, — p (—0co) est la valeur à l'équilibre (2-0) de la matrice 


densité au moment de l'établissement des interactions avec le champ 
extérieur. Si le système échange avec l’environnement seulement 
de l'énergie, la valeur de la matrice densité à l’équilibre est égale 
à 

FH, 
Po = EXP 6 


. 


Ho 

F— —6in Trexp ( — +) 

représente l'énergie libre du système. La grandeur + caractérise 

le temps d'établissement du régime stationnaire, © = ÀT est la 
température en unités énergétiques. 

IT. Les processus oscillants transitoires peuvent être aussi 

éliminés en supposant l'établissement de l'interaction (41.6) très 

lent (adiabatique) pour t = — . Il convient alors de remplacer 
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H,n (41.6) par 
H, (t) = BE, exp (— iwt + nt}, (41.8) 


où n est une grandeur réelle petite. 

Les deux méthodes sont équivalentes si l’on prend n = 

Dans les systèmes réels, la durée séparant l'établissement de 
la perturbation extérieure et la mesure n’est pas infinie. Pour éli- 
miner l'influence des processus transitoires au moment de la mesure, 
il faut que t-! soit suffisamment grand par rapport à la fréquence 
des transitions (la probabilité de transitions par unité de temps) 
causées par la perturbation extérieure. 

Comme nous nous intéressons seulement aux processus station- 
naires, nous utiliserons plus bas la deuxième méthode. 

Posons 


z”!. 


p () = po + po (1) + … 
L'équation (41.2) devient un système d'équations 


= Hop(0) — PO (41.9) 


ch = Hip — DOM, + Hop — Ho, (41.10) 
L'équation (41.10) est l'équation de Liouville linéarisée. 
Soient | s) des fonctions formant un système orthonormé complet 
de l'opérateur },: 
(H5—cs)1s) —=0, (115) = Ô,.. (41.11) 
On peut écrire alors 
PT = fo (cs) ss Hi eds. (41.12) 


En effet, dans l’étude des états monoélectroniques, plutôt que de 
formuler le principe de Pauli en antisymétrisant les fonctions d'onde, 
on peut simplement choisir comme éléments de la matrice densité 
à l'équilibre la fonction de distribution de Fermi f,(e,) — 


= [exp 1]. définissant la probabilité de présence de 


l'électron re l'état }s) d'énergie e,. & est le potentiel chimique, 
fonction de la concentration en particules. 

Compte tenu de (41.12), nous obtenons l'équation (41.10) sous 
forme En 


hi 000 (1) = [fo (0e) — fo (e3,)1 AXE? (#) + (es, —es) ph? (#). (41.13) 


Sachant que l’opérateur d'interaction dépend du temps sous la forme 
(41.8), il convient de chercher une solution de cette équation sous 
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la forme 
pla (6) = p$2 (0) exp [— à (o + én)él. (41.14) 
Alors 
s)] B 
HA ee CN Æ Ejexp{—i(wo<+in)t]. (41.15) 


pt} 
Pas (£) = ets —hO—inñ 


A l’approximation linéaire, la valeur moyenne de tout opérateur 
sera 


(®D)= Tr (po) + 2 


[fo (e,,)— fo (es)] B,., 
e, ,—ts—/h@—inñ 


Esexp{—i(o—+in)t]. (41.16) 


Si nous comparons ce résultat avec la définition de susceptibilité 
généralisée du cristal x (w) par rapport au champ extérieur (41.tia) 


(D) = (D), + x (wo) E, exp [—i (© + in) tl, (41.17) 

nous obtenons l'expression explicite de la susceptibilité généralisée 
nn 8 B,, De: 

= D) [fo (Cs,) — fo (es)] . 


es, —Ca—/@—ifin 


(41.18) 


Utilisons l'identité 
fo (Cs,) — fo (es) = fo (0s,) [1 — fo (Cs)] — fo (Cs) 11 — fo (s,)], 
(41.18) devient 


x (@)= — >, Jo (Cs) [1 — fo (6s,)] X 


8, “1 
< f— Le) 
es, —€s— A0 — ifin €, —Cs+hw+ilin 
Enfin, compte tenu de l'identité [Im (x + in)! = —:xû (x) 


(n —-0) nous . 
Im x (w) — ne : fo (es) [1 — fo (€3,)] X 

X (BD 8 (cs —c, —ho)—B.,0,.ô(e —c,+hw)}. (41.19) 
Cette égalité s'appelle la formule de Kubo-Greenwood [170]. 


$ 42. Absorption intrinsèque de photons 
dans les semi-conducteurs 


L’absorption de lumière par passage d’un électron de la bande 
de valence à la bande de conduction est appelée absorption interbande. 
Lors de l'absorption d’un photon, une paire de quasi-particules ap- 
paraît dans le cristal: un électron dans la bande de conduction et 
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un trou dans la bande de valence. Pour une absorption vraie, il faut 
un sous-système dissipatif qui modifie l’état de l’électron et du 
trou de telle manière qu'ils ne puissent se recombiner instantané- 
ment avec émission du photon absorbé. Dans un cristal, ce sous- 
système dissipatif est constitué par les phonons dus aux vibrations 
de réseau. Ces phonons assurent la relaxation avec un certain temps 
effectif +. 
Soit une onde monochromatique 


E (w) = e£, exp li (Qr — «t)l, (42.1) 


où e est le vecteur unitaire de polarisation, Q le vecteur d'onde de 
la lumière dans le cristal. L'énergie lumineuse absorbée est dissipée 
dans le cristal par effet Joule. Dans un cristal non magnétique iso- 
trope, de permittivité 

e (0) = € + ie: (42.2) 


l'énergie dissipée par unité de temps et par unité de volume est (voir 
[40], $ 61) 


oe 
U = | E |2. (42.3) 
La permittivité est reliée à la conductivité o du cristal par la relation 
WE io 
O — 2 mr (E1 — 1). (42.4) 


Dans ces conditions (42.3) devient 

U=+|EFReo. (42.5) 
Introduisons le coefficient d'absorption vrai de la lumière (homogène 
à l’inverse d’un temps) 


SUr 
| E |? 


Le module du vecteur d'onde dans le cristal Q est défini par la 
relation 


K (6) = 


— 4n Re o (w) — we> (w). (42.6) 


[QI=- (n +ix) = + Ve (o), (42.7) 


où cest la vitesse de la lumière dans le vide; 


ER ne TR ns es 
n=V/LIVEFE+el, «= LIVES] (428) 


sont respectivement l'indice de réfraction et le facteur d'absorption, 
grandeurs sans dimension: Comme £&, = 2nx, conformément à (42.6) 


K (wo) = 2rxw. (42.9) 
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La densité du flux d'énergie (vecteur de Poynting) diminue au 
fur et à mesure de la propagation de l’onde lumineuse (42.1) dans 
le cristal selon la loi 


S(z)=S (0)exp (——2). (42.10) 


cVe 


Lorsque &, & €, nr Æ Ve, et l'expression (42.10) se simplifie 


S(2)= 8 (0) exp (—-%* :). (42.10a) 

Dans les études expérimentales, on mesure habituellement la 
diminution du flux d'énergie au cours de la propagation de la lumière 
dans le cristal. Cette diminution, d’après (42.10), permet de déter- 
miner le rapport e,/V e,, qui, lorsque Ve, & n, coïncide avec x (w). 
Pour définir l'absorption vraie de lumiére. il faut connaître €, = 
— 2nx (42.6), c'est-à-dire déterminer indépendamment la disper- 
sion de l'indice de réfraction. Cette circonstance, ainsi que la néces- 
sité de tenir compte des réflexions de la lumière aux frontières du 
cristal, rend difficile la comparaison quantitative entre les résultats 
théoriques et l'expérience. 

Les formules introduites plus haut restent valables dans le cas 
des cristaux anisotropes, si les vecteurs e et Q sont dirigés le long 
des directions principales du tenseur de permittivité £ (w). 

Passons au calcul du tenseur de conductivité du cristal. I] faut 
calculer, dans l'approximation linéaire, le courant moyen 


(j (w)) = 6 (w) E (w) (42.11) 


apparaissant dans un cristal sous l’action du champ électrique de 
l'onde lumineuse (42.1). Pour calculer (42.11), utilisons la méthode 
de la matrice densité développée au paragraphe précédent. En ne 
tenant compte que des termes linéaires en E (w), nous excluons auto- 
matiquement les processus de réémission spontanée. Dans les syste- 
mes réels, cette émission n'apparaît pas à cause des processus de re- 
laxation. Formellement les processus de relaxation sont aussi par- 
tiellement pris en compte dans la méthode de l'établissement adia- 
batique de l'interaction (voir paragraphe précédent) à l’aide du petit 
paramètre n = t-!, où t est le temps de relaxation effectif. 

En jauge coulombienne (div À = 0), au champ (42.1) correspond 


le potentiel vecteur À — —< E. Lors de l'établissement adiabatique 
des interactions pour { = —, l'opérateur (42.1) peut s’écrire dans 
l'approximation linéaire 

Hi(t)= ———Ap=i(eB) Esexp[—i(o+in)t], (42.12) 


20—0534 
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où les opérateurs 


CS e es “ ) 
B — = eiQrp, p— ih a (42.13) 
e, m sont la charge et la masse de l’électron. L'opérateur densité de 


courant s'exprime aussi en fonction de l'opérateur impulsion 


j=—<— p (42.14) 


mV 


(ici V est le volume du cristal). 
Soit À, l'opérateur monoélectronique avec les fonctions propres 
de Bloch 


|s) = Pua (r) = 73 eikruxe (r) 


et l'énergie e, = ce, (k). L'indice s inclut deux indices: k et «. 
k est un vecteur d'onde de la première zone de Brillouin, &« numé- 
rote la bande énergétique. 

Les éléments matriciels des opérateurs (42.14) et (42.13) sont 
respectivement 


: 1 ‘ 
Bs= Ôx,ka,a (k), (42.15) 
où 
e (ue . : , 
82, (k) = | “ko (p) (ik — ir 5) Uxc (P) d'p; (42.15a) 
B:,, — Ôk+Q, k Pa,a (Kk, Q), (42.16) 
où 
re à iQ Le. 0 3 9 46 
baie (K, Q = | ut4o. a (p) 600 (hk— ih—) uxo (p) d'p, (42.16a) 


v est le volume de la maille élémentaire. 

Si d'est la constante du réseau, dans l’approximation des grandes 
longueurs d'onde Qd € 1, et l’élément matriciel (42.16a) peut être 
remplacé par l'expression approchée 


baju (k, Q) Æ baya (k, 0) = aa (k). (42.17) 


Dans cette approximation, les transitions quantiques de la bande & 
à la bande «, vérifient la condition 


k, = k. (42.18) 
Si & = &, ces transitions sans variation du vecteur d'onde sont ap- 


pelées transitions interbandes directes (ou transitions verticales). Pour 
des transitions interbandes, les éléments matriciels (42.15a) se sim- 
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plifient davantage, en raison de l’orthogonalité des fonctions 4, : 
se: 0 
aux (k)= (uta,(p)(—ii) mate) dp. (42.19) 


Ainsi donc, dans l’approximation des grandes longueurs d'onde, pour 
des transitions interbandes 


B.. DE ÔkKkO Bo, œ (k). 


Etudions la valeur moyenne du courant correspondant à l’absorp- 
tion de lumière, lors d’une transition interbande directe de la bande 
de valence s = (v, k) à la bande de conduction s, = (c, k). 

Sachant qu'en champ nul (j), = 0, dans notre cas le courant 
moyen créé par le champ eË£, exp [—i (© + in) tl est, conformément 
à (41.16), 

(i )=— D [fo(Ec (k) — fo (Eo(k))] aco (k) (acv (k) e) EgeT Tnt 
J a Eetk)—Ev(K)—ño— in 
Cette formule donne le tenseur de conductivité 


[Mo (Ec(k))— fo (Eo (k))] (aco (k) X 2%, (k)) 
(0) = 5 À D ——— EN) —E, & D . (42.20) 
Le produit (a X b) représente le produit dyadique des deux vecteurs a 
et b, c'est-à-dire (a X b),, = a,a,. 
En répétant les transformations du paragraphe précédent per- 
mettant de passer de (41.18) à l'expression (41.19), nous obtenons 
lorsque £°, (k) > E, (k) 


Reo(o)== Ÿ fo (Eo (k)) 1 — fo (Ec (k))] X 


x (a (k) x a (k))Ô(E.(k)—Æ,(k)—ho). (42.21) 


Le facteur f, (E, (k)) {1 — fo ÎE, (k)l} représente la probabilité 
de trouver, avant la transition, l’état c, k de la bande de conduction 
libre, et l’état r, k de la bande de valence occupé par un électron. 
Lorsque la température est suffisamment basse, ce facteur est égal à 
l'unité. Dans ce cas, 


Reo(w)=" D (ac (k) X a%(k))Ô[Ec(k)—Ec(k)—ho]. (42.22) 


Pour déterminer la forme explicite de la variation en fréquence 
de la quantité (42.22), on néglige habituellement la dépendance 
a, (k) en fonction du vecteur d'onde. Passant alors de la sommation 
a l'intégration, on obtient 


Re 09 (w) = #keerfer Q SE (k)—fo] dk, (42.23) 


20* 


308 ABSORPTION OPTIQUE DANS LES SEMI-CONDUCTEURS (CH. VIII 


où 
E,, (k) — _ = £, (k)—E, (k), (42.24) 


Fe (0) = (aco (0) X ac (0)) (42.25) 


représente la force d'oscillateur de la transition quantique interbande. 

En utilisant l'égalité dk = dS dE (| grady E (k) |)}-! on peut 
remplacer |l' intégration dans l’espace k (42. 23) par une intégration 
sur la surface d'énergie constante S (E) suivie d'une intégration sur 
l'énergie. Alors 


| LE (k) — fo] dk — (Fear pr por (42-26) 


L'expression (42.23) devient 
RFeo (0) (0) 
7 467 ar [grad, — (k) | Ep {K)=t 0 


Supposons que les masses de l'électron et du trou soient isotropes, 
et que les extréma des bandes soient situés au point k = 0. Nous 
avons dans cette approximation 


E. (k) = E. (0) + A°k2/2m?, 
E, (k) = E, (0) — #°k?/2m#. 


Re 6, (w) — (42.27) 


C'est pourquoi 

Eco (k) = E, + h*k*/2u, (42.28) 
où 

Ex = E (0) — E, 0) >0 
représente la largeur énergétique de la bande interdite, 

u= mem /(mê + mi) 

est la masse réduite de l’électron et du trou. Compte tenu de (42.28) 
l'expression (42.27) devient 


Feo (O0) 5 
Reoy(u) = Vu (w—E,). 


Supposons que l'axe des x soit dirigé le long du vecteur a,.. 
Le tenseur (42.25) a une seule composante non nulle 


uF cv + (0 ) nn PR #S + 
Re 09 (0) = Oxx (0) = V2u (io —E,). (42.29) 


Dans ce cas, le flux d'énergie (dans la direction z (ou y) de propaga- 
tion de l'onde lumineuse de fréquence w) varie conformément à la 
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loi 


S (2) = 8 (0) exp [ — ox (u) |, 


où cest la vitesse de la lumière dans le vide, n l'indice de réfraction. 
Ainsi l'absorption n'est possible que lorsque 


ho > E,.. 


Lorsque le minimum de la bande de conduction et le maximum 
de la bande de valence ne correspondent pas au même point de la 
zone de Brillouin (comme dans le germanium et le silicium), les 
transitions directes (verticales) commencent pour des énergies #w >> 
> £,. Pour calculer la partie réelle du tenseur de conductivité, on 
doit alors, comme dans le cas d’une masse anisotrope, utiliser l’ex- 
pression générale (42.23). 

L'expression (42.26) montre que lorsque 


|grads E,, (k) | = | grade E, (k) — gradi E, (k) | = 0 
(42.30) 


le tenseur de conductivité a des singularités [171]. Les points de 
l’espace k pour lesquels cette égalité est satisfaite s'appellent points 
critiques ou singularités de Van Hove 1172]. Ces points critiques sont 
situés au centre de la zone de Brillouin et aux points de haute symé- 
trie situés à la limite de la zone de Brillouin. Dans ces conditions 


grady Ec (k) = gradr E, (k) = 0. 


Ces points critiques peuvent aussi être localisés sur des axes de symé- 
trie du troisième ou du quatrième ordre. Dans ce cas ce sont les 
composantes du gradient perpendiculaires aux axes de symétrie qui 
s’annulent. 

En développant E,, (k) au voisinage d'un point quelconque k, 
en série de puissances du vecteur q = k — k,, on peut introduire le 
tenseur de la masse effective de l’électron et du trou. Par rapport aux 
axes principaux de ce tenseur, ce développement a la forme 


Eu (ko += Es + Da +. (42.31) 


(42.28) est un cas particulier de cette expression. On distingue quatre 
groupes de points critiques, selon le signe de la masse effective (42.31). 
Ces groupes sont notés W,, où s — 0, 1, 2, 3 est le nombre de masses 
effectives négatives dans l'expression (42.31). Pour M,, le point 
critique correspond à un minimum de E,, (k); pour M, à un maxi- 
mum. Les points M, et M, sont des points selles pour £,, (k). 
D'après (24.1), la densité d'états dans l'unité de volume, dans 
l'échelle énergétique (sans tenir compte de la dégénérescence, soit 
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pour g = À) est 
Er à dS 
PIE (k)] = (2x) LCL 


La partie réelle du tenseur de conductivité (42.27) peut donc s’ex- 
primer en fonction de la densité d'états: 


Reo(w)=#nnFp(e) pour fw=E£,(k). (42.32) 
Au voisinage des points critiques la densité d'états s'écrit 
Co+ReVhwo—E, pour M, 
Cst+Re VE,;,—ho pour M3, 
C;—ReVE,—ho pour M,, 
C,— Re Vho—E, pour M. 


D'après (42.4) la partie imaginaire de la permittivité (42.2) cest 
directement reliée à (42.32) par la relation 


p (o) Æ 


e= <= Re ©. 
Pour calculer la partie réelle de la permittivité 
L 
E = 1 + — Im © 


il faut connaître Im ©. Dans l’expression (42.20), passons de la som- 
mation à l'intégration. Nous supposerons que la température est 
suffisamment basse pour que f, LE. (k)]l — f, ÎLE, (k)] & 1, et nous 
utiliserons l'identité 

Re | O(r)dr » | O (x) dr 


r—in z à 


où le symbole © indique que l’on prend la partie principale de l'in- 
tégrale. Nous obtenons 


7" À y3x (@co (K) X a6v (k) 
Im 6 = ay w PR 

42.1. Transitions interbandes indirectes. En plus des transitions 
optiques directes (verticales) il peut y avoir dans le cristal des tran- 
sitions interbandes de la bande de valence (v, k) à la bande de con- 
duction (c, k,) ne vérifiant pas la règle (42.18), c’est-à-dire lorsque 
k,  k. Ces transitions optiques sont appelées indirectes. Elles appa- 
raissent lorsqu'une troisième quasi-particule est impliquée dans le 
processus de transition. Cette troisième quasi-particule, qui peut 
être : 1) un phonon du réseau, 2) un ion ou une impureté quelconque, 
ou un défaut, 3) un autre électron ou trou, est porteuse d’une quasi- 
impulsion À (k — k,) et de l'énergie correspondante. 
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Dans un cristal parfait sans impuretés et sans porteurs de charge 
(électron et trou) les transitions indirectes sont dues aux phonons 
kQa. Ceux-ci peuvent être absorbés ou émis conformément aux lois 
de conservation de la quasi-impulsion et de l'énergie : 


ik =h(k +), ho = Ex, — Ex + AN. 


A basse température, les transitions indirectes ne sont possibles 
qu'avec émission de phonons. La fréquence des phonons absorbés 
vérifie alorsla relation Âw > E, £ 
(fig. 53). 

La probabilité des transi- 
tions interbandes indirectes est 
beaucoup plus faible que celle 


7, 2 
des transitions directes. Pour & 
calculer cette probabilité, on 
peut donc utiliser la théorie des | 
perturbations. Dans la théorie £ 
des perturbations, les transi- : 
tions optiques entre l’état ini- 


tial |, k) et l'état final 


| c, k,) interviennent à l’ordre LL 


deux, par l'intermédiaire d'un 


état |c, k). | Fig. 53. Schéma des transitions interban- 
Le facteur d'absorption de des directes (w4) et indirectes (w,, w2) à 
la lumière pour une transition basse température. 
optique interbande indirecte à c — bande de conduction, r—bande de valence. 
été calculé dans [173]. Dans 
ce travail, on suppose les bandes de valence et de conduction pa- 
raboliques, leurs extréma correspondant au point k = 0. 
Si v est le nombre de photons de fréquence w dans l'unité de 
volume et c/r (w) leur vitesse dans le cristal, le facteur d'absorption 
est défini par l'expression 


n dv 


k(@Q)=————, (42.33) 
où 
4 dv 1 
pd + > Lck,: vk: 
k, k; 
2 Fls H,li) ; 
vas | EM (EE) (42.3) 


est la probabilité de transition optique de l’électron (par unité de 
temps) de l'état initial | i) de vecteur d'onde k dans la bande de 
valence, à l’état final | f) de vecteur d'onde k, dans la bande de con- 
duction. Les quantités figurant dans (42.34) ont la signification sui- 
vante: (s | H, | i) est l’élément matriciel de la transition verticale 
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(Ak — 0) entre l’état initial | vk) de l’électron dans la bande de va- 
lence et l’état intermédiaire | ck) dans la bande de conduction. Le 
carré du module de cet élément matriciel, moyenné sur les directions 
de polarisation du photon, est donné par l’expression [173] 


2r1ehv 
m2?) 


|[{s| A, |i)[ = (| Psel?), (42.35) 
où P,.=(vk|p|ck) est l'élément matriciel de l'opérateur impul- 
sion ; (f|F|s) est l’élément matriciel de transition de l’électron 
dans la bande de conduction entre les états |ck) et |ck,), corres- 


pondant à l’absorption d’un phonon d'énergie AG, et de vecteur 
2L2 

d'onde q=k,—k; £E,=hw— _ est l'énergie de l'état initial 
2My 


(électron dans la bande de valence et photon); E,=E,+— est 
mc 


l'énergie de l’état intermédiaire |ck) de l’électron dans la bande 


de conduction, E;,=E,+ a + RQ, est l'énergie de l’état final, 
mc 


c'est-à-dire l’électron dans l’état |ck,;) et le phonon. 

Dans {[173] le calcul du facteur d'absorption (42.33) est réalisé 
dans deux cas: 

1) Pour des cristaux dont la bande de valence est dégénérée (du 
type Ge, Si), pour des interactions non polaires de l’électron avec 
les branches longitudinales et transversales des vibrations de réseau. 
On utilise en outre l'approximation dans laquelle le carré du module 
de l'élément matriciel d'interaction est simplement proportionnel 
au nombre moyen de phonons de fréquence Q, : 


PS RQ, -- 
LUF E=R [exp el! (42.36) 


B est un coefficient de proportionnalité. 

2) Pour des cristaux ioniques. Dans ce cas l'interaction de l’élec- 
tron-phonon avec les branches optiques longitudinales est importante 
(polarisation du cristal) et la variation de l’élément matriciel en 
fonction du vecteur d’onde est importante. 

On propose d'utiliser l'égalité 


> RQ 1 = 
[(fIF]s)P= 24 [exp —1| , A=k;—k. (42.37) 


Plaçons-nous dans le premier cas. Dans{[173], en substituant (42.35) 
et (42.36) dans (42.33), on obtient le facteur d'absorption de la tran- 
sition indirecte sous la forme (pour 4 — Q): 


*T exp 49/0) —1 ( V1 1 fee) 
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ou 
2(Eg—hw) . 
HE mS] Go HA0—E,) +1, (42.39a) 
érese (42.39b) 


acœfis [1+ mo/me l* 


La formule (42.38) est valable aussi pour les transitions indi- 
rectes des trous, à condition de remplacer dans (42.39) le rapport m5/me 
par le rapport m*/mÿ$. Pour de faibles valeurs de [ki (wo + S) — E,] 
le facteur d'absorption est proportionnel au carré de cette quantité, 
1.e. 

ke [hi (o + Q) — EF pour | % (wo + Q) — E, |  ÀQ. 


Dans le cas des cristaux ioniques, pour calculer (42.33), il faut 
utiliser (42.35) et (42.37). Conformément à [173] nous avons 
B{ñ(o+9)—E,] 1 ; 
_ texp(49/8)—1] A el nl (20) 


où œ est défini par l'expression (42.39a), 
d—(mi—me)/(ms+ me), 


B = âne? (| Poe |?) Y°Q V mème 
rm°chSso (2+ mo/me) | 


L'expression ee 40) du coefficient x est presque proportionnelle à 
[À (© + Q) — El. 

Dans [174], on étudie la probabilité de transition indirecte dans 
le germanium, entre la bande de valence dont le maximum est à 
; = 0 et la vallée de la bande de conduction dont le minimum est à 

= 2/4 (Àa =0,86 u). La probabilité de transition par seconde, 
Le un photon absorbé de longueur d'onde À > Ày, est proportionnel- 
le à 


LTk+ PRE (iw—E,) | (io—E,, 


où E, & 0,7 eV est la . énergétique de la bande interdite 
(longueur d'onde 1,8), À4 est la longueur d'onde de la transition 
optique directe pour k = 0 (d'énergie 1,45 eV). 

Sur la figure 54 on a représenté (en unités arbitraires) la variation 
des facteurs d'absorption dans le germanium pour des transitions 
directes et indirectes, en fonction de la longueur d'onde, d’après 
[174]. Dans [175] on peut trouver les résultats expérimentaux con- 
cernant les transitions optiques indirectes dans le germanium. 

De nombreux travaux de Toyozawa et d'autres chercheurs (voir 
par exemple [176 à 179]) sont consacrés à l’étude du rôle joué par 
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les transitions indirectes (dues aux phonons) dans l'élargissement des 
bandes d'absorption intrinsèque au voisinage des transitions directes. 

Soit une transition optique interbande indirecte faisant inter- 
venir un phonon. D’après (42.34) l'énergie du photon absorbé est 
égale à l'énergie du phonon ÀQ,, augmentée de la différence 


h? / k? k° 
E,+— Ces. q=k,—k (42.41) 


entre l'énergie de l’état final et celle de l'état initial de l’électron. 

Par ailleurs, soit une transition indirecte due à une impureté. Comme 

la masse de celle-ci est grande, elle 

n’absorbe pratiquement pas d’éner- 

0 gie, et l'énergie du photon absorbé 

est égale à (42.41). Evidemment, la 

probabilité d'un tel processus est 

a proportionnelle à la concentration 

en impureté. Dans [180] on trouve 

6 une étude des transitions interban- 

des indirectes dues aux interactions 

4 coulombiennes des électrons avec 

les impuretés ionisées. 

Les lois de conservation de l’éner- 

b gie et de la quasi-impulsion peuvent 

rester valables dans une transition 

indirecte résultant de l'absorption 

É cl RDC et de l’émission de photons, même 

Fig. 54. Coefficient d'absorption x  ]ors d'interactions avec des porteurs 

dü à des PEU POULE directe (a) et de charge libres dans les bandes. En 

ANdiGte AO) QUNS CL BEEN effet, dans une transition interbande 

indirecte de l’électron, la variation 

de quasi-impulsion (et d'énergie) peut être compensée par une varia- 

tion correspondante de la quasi-impulsion d’un électron libre (ou 

d’un trou) de la bande de conduction (ou de valence). L'énergie de 

la particule considérée varie, c'est-à-dire la particule « se réchauffe » 

ou «se refroidit ». La probabilité d'un tel processus est proportion- 
nelle à la concentration en quasi-particules dans les bandes. 

Les processus d'absorption de photons d'énergie inférieure à la 
largeur de bande interdite sont d’un grand intérêt pratique. Ils 
s accompagnent du « refroidissement » d’un électron de la bande de 
conduction (ou d'un trou dans la bande de valence), puisqu'ils ne 
sont pas masqués par l'absorption intrinsèque à basse température. 
Cette possibilité fut signalée pour la première fois par Ryvkin [181], 
et la théorie de ce phénomène fut développée dans [182]. 

Evidemment l'absorption d’un photon d'énergie kw inférieure à 
l'énergie de la bande interdite £, n’est possible que si on peut trou- 
ver dans le semi-conducteur des électrons libres (ou des trous) d’éner- 
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gie cinétique égale à £, — hw. En même temps, la loi de conserva- 
tion de la quasi-impulsion doit être satisfaite. Si l’on néglige la 
très faible quasi-impulsion du photon, la loi de conservation de la 
quasi-impulsion devient 


k=—V 2mi(E, ha). (42.42) 


L'énergie cinétique nécessaire peut être communiquée aux électrons 
par un champ électrique extérieur. Les lois de conservation de l'éner- 
gie et de la quasi-impulsion (42.42) ne sont vérifiées simultanément 
que dans les semi-conducteurs où le maximum de la bande de valence 
et le minimum de la bande de conduction sont décalés dans l'espace k 
d’une valeur inférieure à (42.42). Si ces extréma sont fortement déca- 
lés (comme dans le cas du germanium et du silicium) les électrons de 
la bande de conduction ayant une énergie suffisante ont une quasi- 
impulsion trop petite pour que soient simultanément vérifiées les 
lois de conservation de l'énergie et de la quasi-impulsion (42.42). 

Soit un semi-conducteur placé dans un champ magnétique fort, 
dont le minimum et le maximum de bandes sont situés au même 
point À — 0. On peut alors observer, pour des fréquences w > h7'E,, 
des transitions indirectes faisant intervenir un troisième type de quasi- 
particule (électron ou trou), qui présente des niveaux discrets (quan- 
tifiés) (niveaux d'énergie de Landau (voir $ 42.2)). Dans ces condi- 
tions. les règles de sélection An = O deviennent An — 2, 4, ... 
Les maxima accessoires sont séparés du maximum principal par une 
énergie égale au double de la fréquence cyclotron des électrons (ou 
des trous). La théorie de ces transitions magnétiques dans la région 
how > E, a été développée par Vlassov [183] et dans la région ho << E,4 
par Vlassov et Machkévitch [184]. 


42.2. Oscillations de magnétoabsorption. A basse température, 
si le semi-conducteur est placé dans un champ magnétique suffisam- 
ment élevé B, on assiste, comme dans un métal (voir $ 29), à une 
restructuration des états d'énergie dans les bandes de conduction 
et de valence. Dans le cas le plus simple, lorsque l’on ne tient pas 
comple du spin électronique, dans un semi-conducteur isotrope la 
structure en bandes énergétiques quasi continues tridimensionnelles 
fait place à une nouvelle structure unidimensionnelle (niveaux de 
Landau) dont le vecteur d'onde k est dirigé le long du champ magné- 
tique (fig. 59). 

Pour k. — O0 l'énergie des niveaux de Landau est déterminée 
par le nombre quantique n = 0, 1, 2, ... à l’aide de l'égalité 


EV=foÿ (n+12,), i=e, t, (42.43) 


où Â#wn — eB/m*c est la fréquence cyclotron. Dans la bande de 
conduction m* est égale à la masse effective de l’électron et dans 
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la bande de valence, à celle du trou. Comme, habituellement, dans 
les semi-conducteurs, la masse effective des électrons est très infé- 
rieure à la masse effective des 


trous, &$? > &#”. 


ee L’absorption optiqueentre les 
\ 7-2 ! niveaux de Landau (42.43), lors- 
que Op T — si (test la du- 

n=] / m%c 


rée de vie de l’état), présente une 
structure discrète, au bord de la 
bande d'absorption continue de la 
SN lumière dans le cristal. Ce phéno- 
mène porte le nom d'oscillations 
de magnétoabsorption. I] a été dé- 
couvert en 1957 par Zwerdling et 


Lax [185] dans le germanium ; par 


Q > = Bursteinet Picus{186] dans l'anti- 
7 SET moniure d'indium; par Gross, 
RE & Zakhartchénia et Pavinski [187] 

/ N dans l’oxyde cuivreux. 


Fig. 55. Modifications dans les bandes 
de conduction (a) et de valence (b) ré- 


Le schéma simple représenté 
sur la figure 55 se complique nota- 
blement dans les semi-conduc- 


teurs réels en raison de l’aniso- 
tropie des cristaux, de la dégéné- 
rescence des bandes énergétiques 
et desinteractions coulombiennes 
entre les électrons et les trous. 
Ce dernier effet est étudié dans 
de nombreux travaux [188 à 191], dans le cas idéal de semi-conduc- 
teurs non dégénérés simples, et au prix d'une série d'hypothèses 
simplificatrices. 


sultant de l'application d’un champ 
magnétique. 


Les courbes paraboliques pointillées indi- 
quent les bandes-sans Champ. Les courbes ho- 
rizontales correspondent aux énergies dans un 


champ magnétique appliqué pour k, = 0. 


$ 43. Excitons de Wannier-Mott 


Dans les paragraphes précédents, les propriétés optiques des semi- 
conducteurs ont été étudiées dans le cadre du modèle monoélectro- 
nique. Les interactions entre les électrons et les ions du réseau ont 
été partiellement prises en compte en remplaçant les ondes planes 
par les fonctions de Bloch, qui tiennent compte du potentiel pério- 
dique moyen du cristal. Dans cette approximation, au cours du pro- 
cessus d’absorption, on suppose inchangés les états de tous les autres 
électrons. En réalité, lorsqu'un électron transite de la bande de valen- 
ce à la bande de conduction, les états de tous les autres électrons de 
la bande de valence se trouvent modifiés. On peut formellement tenir 
compte de ces variations en introduisant une interaction effective 
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entre l'électron concerné par la transition et le trou qu’il laisse dans 
la bande de valence. Cette interaction exprime que tous les états 
électroniques du cristal sont interdépendants. 

L’interaction de l’électron et du trou dans le cristal peut donner 
naissance à des états particuliers liés et neutres. Ces états de l'élec- 
tron et du trou sont appelés excitons de Wannier-Mott 1192 à 195]. 
Dans les diélectriques et dans les semi-conducteurs de permittivité 
élevée, les propriétés principales des excitons peuvent être décrites 
sur la base d'un modèle simple. L’électron et le trou sont considérés 
comme des quasi-particules de charges unitaires opposées, et leur 
énergie potentielle d'interaction est —e*/er, où & est la permittivité 
du cristal pour de basses fréquences. Les masses effectives de ces qua- 
si-particules sont celles de l'électron (mr) du bord inférieur de la 
bande de conduction et du trou (m7) du bord supérieur de la bande 
de valence. 

Dans le cas simple de bandes paraboliques dont les extréma sont 
situés au point k = 0, les énergies des électrons de conduction et 
des trous sont 


EL) = Est Gers EE (43.1) 


Introduisons l'interaction électron-trou sous la forme 
V(r) = —e*/er, r=|r—vr, |. (43.2) 


Nous obtenons, dans le système du centre d'inertie, une équation 
caractérisant l'énergie de la paire électron-trou 


h3 6? e3 
(— 5 2 — 27) Pnim (1) = 


=[E, (R)— Ey—-r | Pntms (43.3) 


2(m%+ mx) 


mèm? (43.38) 
= slmns 29.94 
me} m} 


est la masse réduite de l’électron et du trou. On peut alors repré- 
senter l'énergie comme la somme de trois termes 


h2k3 ei 
En RE Teen — Sens + Le (43.4) 
où E, est la fente énergétique entre le haut de la bande de valence 
et le bas de la bande de conduction; kk est la quasi-impulsion. Le 
prémier terme de (43.4) correspond à l’énergie cinétique du mou- 
vement libre de l’électron et du trou. Pour k — 0 le deuxième terme 
correspond aux états excités discrets (n — 1, 2,....) d'un atome 


318 ABSORPTION OPTIQUE DANS LES SEMI-CONDUCTEURS [CH. VIIT 


hydrogénoïde (fig. 56) dont la masse réduite serait u, placé dans un 
milieu continu de permittivité e. L'état n — 1 est l’état excité 
le plus bas. Comme le vecteur d'onde k parcourt les N valeurs de la 
première zone de Brillouin, à cha- 
E que niveau d'énergie discret, défi- 
ni par le deuxième terme de (43.4), 
correspond une bande énergéti- 
que. Ces bandes correspondent à 
7, ni des états du cristal en entier, et il 
Z n=2 ne faut pas les confondre avec les 
bandes énergétiques des états mo- 
noélectroniques, déjà étudiées 
n=1 dans les paragraphes précédents 

de ce chapitre. 
Le rayon de l’exciton de nom- 
bre quantique # est donné par la 

formule 


#;= ru ap; (43.5) 


où m est la masse de l’électron 


libre, a3 = æ 0,540 cm 


NN | ne 
R : le rayon de Bohr de l’atome d'hy- 
N drogène. 


Dans le cristal de germanium, 

pour u & 0,2m et e&16, le rayon 

Fig. 26. Niveaux énergétiques de du premier état À, Æ 80a, est 
l'exciton de Wannier-Mott. nettement supérieur à la constan- 

te du réseau. Ceci justifie l’utili- 

sation d’une description macroscopique des interactions électron-trou 

a l’aide de la loi de Coulomb —e*/er, où e est la permittivité pour les 
basses fréquences. A l’énergie (43.4) correspond la fonction d'onde 


Ik, nm) = ein (r), (43.6) 


mère + mr! 
o * 
me+m; 


tron et du trou: 


où p — est la coordonnée du centre de masse de l’élec- 
Pnim (r) = im (9, P) fai (r). (43.6a) 


Ici fns(r) est la fonction d'onde radiale de la particule de masse 
réduite (43.3a) et de charge effective e/V e, normalisée par la condi- 


tion fa (r) r° dr =1 (voir [5], p. 179); Y M (8, œ) une fonction 


0 
sphérique normée. 
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Pour un calcul plus précis des états excitoniques on doit tenir 
compte du caractère tensoriel de la masse effective de l’électron et 
du trou, ainsi que de la permittivité. Evidemment, l'interaction élec- 
tron-trou ne peut être décrite par un opérateur du type —e*;er que 
pour des distances très supérieures à la constante du réseau. Le pro- 
blème du choix correct du potentiel effectif d'interaction fait l'objet 
de nombreux travaux (voir, par exemple, (196, 197]).:En toute rigueur 
la valeur e dans —e*/er doit dépendre de r. Pour r petit, on devrait 
utiliser la permittivité pour des fréquences élevées, et pour r grand, 
la valeur de la permittivité statique (voir $ 952). 

Les efforts des théoriciens portent principalement sur le calcul 
des états excitoniques (des excitons de Wannier-Mott) dans le cas 
de bandes complexes: dégénérescence, anisotropie, extréma aux 
points k = 0, etc. (voir par exemple [194, 198]). Un résumé de ces 
méthodes de calcul figure dans la monographie de Knox [1991. 

L'équation (43.3) ne tient pas compte des états de spin de l’élec- 
tron et du trou. Comme l’électron et le trou sont dotés d’un spin égal 
à !/.h, le spin total de l’exciton peut être soit égal à 0, soit égal à À. 
Dans le premier cas l’exciton est qualifié de singulet (paraerciton), 
dans le deuxième l’exciton est friplel (orthoexciton). L'énergie de 
l'exciton triplet est inférieure à celle de l’exciton singulet. La diffé- 
rence d'énergie est égale au double de l'énergie d'interaction d’échan- 
ge entre l’électron et le trou. Cette énergie a été calculée par Moska- 
lenko et Tolpygo [198] et Elliott [200]. L’interaction d'échange est 
par nature une interaction de contact, c'est pourquoi elle est propor- 
tionnelle au carré du module de la fonction d'onde pour r = 0. Par 
conséquent, cette interaction n’est effective que dans l’état s de l'ex- 
citon, et approximativement proportionnelle au cube du rapport entre 
la constante du réseau et le rayon de Bohr de l’exciton. 

La première preuve expérimentale de l'existence d’excitons de 
Wannier-Mott fut obtenue par Gross et coll. [201 à 204], qui obser- 
vèrent un spectre hydrogénoïde au voisinage du front de la bande d'ab- 
sorption intrinsèque. Pour pouvoir parler de spectre hydrogénoïde, 
il faut au moins que trois niveaux d'énergie du cristal vérifient la 
formule (43.4), sauf le niveau n = 1. 

Dans le spectre de l’oxyde cuivreux à 4 K, on observe deux séries 
hydrogénoïdes [205 à 208] 


En=2,172— 0 eV, n=92, ..…, 6, 
0154 (4.7) 
E,=2,306———— eV, n—2, 3, 4. 


n? 


D'après Elliott [195], la présence de deux séries est due aux états 
excitoniques formés par deux branches de la bande de valence et une 
bande de conduction. Sur cette base Elliott construisit le schéma de 
la structure de bandes de Cu,0O au voisinage de k — 0 [2001]. 
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En étudiant les spectres d’un cristal de CdS, Tomas et Hopfield 
1168, 209, 210] construisirent une structure de bandes correspondant 
à trois séries excitoniques. Moskalenko et Chmigliouk [211] indiquè- 
rent la nécessité de tenir compte de l'éclatement des termes excito- 
niques, dû à la présence de plusieurs ions identiques dans la maille 
élémentaire. L'absorption intrinsèque de lumière polarisée par le 
cristal de CdS à 20 K a été étudiée par Brodin et Strachnikova [212]. 

L’anisotropie du cristal de CdS apparaît dans l’anisotropie des 
états excitoniques. Le spectre d’absorption du cristal de CdS pré- 
sente trois séries d'états excitoniques correspondant à la bande de 
conduction et aux trois branches de la bande de valence de la figure 
92. Ces séries sont notées 4, B, C. Les plus basses énergies de chaque 
série sont respectivement égales à 2,55, 2,57 et 2,63 eV. Les bandes 
de Ia série À sont observées seulement lorsque le champ électrique 
de la lumière incidente est polarisé perpendiculairement à l'axe 
d'ordre six e. La première bande de cette série (7 — 1) correspond à 
une force d'’oscillateur de 0,026. Les bandes des séries B et C sont 
observées aussi bien lorsque E_1 c que lorsque E || e. Les premières 
bandes de ces séries ont pour force d'oscillateur pour la série B, 
perpendiculairement à e 0,014, parallèlement à e 0,016, pour la série 
€ respectivement 0,008 et 0,017. 

Les valeurs obtenues plus haut sont relatives aux excitons trans- 
versaux. Les excitons dont le vecteur d'onde est parallèle à c sont 
transversaux. Lorsque le vecteur d'onde est perpendiculaire à e, 
il y a des excitons transversaux et longitudinaux. Pour nr = 1, 
l'énergie des excitons longitudinaux est d'environ 0,001 eV plus éle- 
vée que l'énergie des excitons transversaux. Les excitons longitu- 
dinaux n'apparaissent pas dans les interactions avec une lumiére, 
dont le vecteur d'onde est dirigé parallèlement à l'axe ce. Cette tran- 
sition devient possible si le vecteur d'onde du photon forme un cer- 
tain angle avec l'axe ec. 

D'autres cristaux présentent aussi un spectre d'excitons hydrogé- 
noïde. C’est le cas de l’iodure de plomb Pb, où quatre raies intenses 
du spectre sont distribuées selon la formule 


E,=2,5608— 002 eV, n=9, 9, 4,5. (43.8) 


n°? 


La raie correspondant à 7 — 1 est située 0,08 eV plus haut que ne le 
prévoit la formule (43.8). 

La preuve directe du déplacement des excitons de Wannier-Mott 
dans un cristal fut obtenue par Hopfield et Thomas [213]. Le modèle 
‘excitonique de Wannier-Mott convient lorsqu'il s’agit de décrire 
les excitations de basse fréquence correspondant aux niveaux quasi 
discrets de cristaux à permittivité élevée. I. ’énergie de liaison de l’ex- 
citon dans l’état r7 — 1 (constante de Rydberg) est égale à ue*/2e°ñÿ. 
Cette valeur est u/me° fois plus petite que l'énergie de liaison de 
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l'électron dans l'atome d'hydrogène (—13 eV). Dans des semi-con- 
ducteurs typiques comme le germanium (u Æ 0,2m, e Æ 16) l’éner- 
gie de liaison est environ 0,016 eV, valeur inférieure à l'énergie moyen- 
ne d’agitation thermique à la température ordinaire. C’est pourquoi, 
dans ces cristaux, le concept d'exciton n’a plus de sens à la tempé- 
rature ordinaire. 

Pour certains diélectriques, on peut avoir des états excitoniques 
à la température ordinaire. Par exemple pour l’oxyde cuivreux, les 
valeurs expérimentales des constantes de Rydberg des deux séries 
excitoniques sont 0,1 et 0,15 eV. Dans le cristal de sulfure de cad- 
mium, la constante de Rydberg des trois séries excitoniques est de 
l’ordre de 0,03 eV. 

D'après (43.4) l’énergie d’excitation minimale nécessaire pour 
former un exciton est égale à 


E,0 = E4 — ue‘/2e°h?. (43.9) 


Par conséquent, lorsque la différence d'énergie entre la bande de 
conduction et la bande de valence (Æ,) est petite, on peut avoir 


E, — pet/2e°h° < 0. (43.10) 


Dans ce cas, le diélectrique est instable vis-à-vis de la formation 
d'excitons, c'est-à-dire, à l’état fondamental, il doit y avoir des 
excitons dans le cristal. Cette circonstance fut remarquée dans [214]. 
Pour étudier cette possibilité, il est nécessaire de tenir compte de 
l'interaction des excitons formés et des caractéristiques de leur disso- 
ciation thermique. 

La méthode de la masse effective et de la permittivité macro- 
scopique utilisée plus haut dans la théorie des excitons n’est possible 
que pour des potentiels variant peu avec la distance. Pour un poten- 
tiel coulombien au voisinage de r — 0, cette condition n’est pas 
réalisée. Ainsi, même pour les cristaux qui vérifient bien une pro- 
gression du type hydrogénoïde (43.7), (43.8), le premier niveau avec 
n — 1 fait exception, parce que la fonction d'onde de l’électron dans 
l’état 1s est différente de zéro pour r = 0. 

Si les tenseurs de masse effective du trou et de l’électron sont 
négatifs (point critique de type ,, voir $ 42), on peut considérer 
les interactions coulombiennes entre l’électron et le trou comme la 
répulsion de deux particules de masses positives. Dans ce cas, il 
n'y a pas d'états liés, cependant cette interaction supplémentaire 
apparaît dans la variation en fréquence de la permittivité du cristal 
au voisinage du front d'absorption interbande [214]. 

Au voisinage des singularités correspondant aux points selles M, 
et M, (voir $ 42), pour des semi-conducteurs de fente énergétique 
étroite, l'équation de Schrôdinger fait intervenir des masses effec- 
tives de signes différents selon les directions. Dans ce cas, même 
pour une symétrie cylindrique, on ne peut résoudre exactement l'équa- 
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tion de Schrôdinger. Pour quelques composés du type blende ou ger- 
manium, |m} | > m,. Dans ce cas l’équation de Schrôdinger 


(arte er) p(r)=Ev(r) (43.11) 


peut être résolue par l’approximation adiabatique (214, 215]. 
Si la fonction vérifie l'équation 


h3 92 93 e? 
{— 2m* Oz +7) : VarnTe } (x, y; 2) = 
—=EÆE,(z)qu(z, y; 2), (43.12) 


où la variable z est considérée comme un paramètre, dans l’approxi- 
mation adiabatique la solution de (43.11) peut être écrite sous la 


forme 
War) = quiz, y; 2) D (2), (43.13) 
où la fonction © (z) rs l'équation 
A3 
[ — Ze + +E ()—8 |®(2)=0. (43.14) 


Pour z = O0, l'équation (43.12) se ramène à l'équation d'un atome 
d'hydrogène bidimensionnel. Ses états liés ont pour énergie [214] 


Ey (0) = —2m, [h°e? (21 — 1}2]-1, 1 = 1, 2, ... 


On obtient les valeurs Æ, (z) en résolvant l'équation (43.11) par la 
théorie des perturbations. Connaissant E, (z), on peut résoudre l’équa- 
tion (43.14) dans l’approximation quasi classique. Les détails du 
calcul sont développés dans [214]. Les états excitoniques correspon- 
dant aux points singuliers M, et M, apparaissent en absorption sous 
la forme de maxima aigus [216 à 218]. 

Les excitons hydrogénoïdes ne sont pas observés dans les cristaux 
de permittivité e faible et avec l’électron de masse effective élevée 
(halogénures de métaux alcalins). Dans ce cas le rayon excitonique 
est petit, l’approximation de la masse effective n’est pas valable et 
on ne peut approximer l'interaction électron-trou par un potentiel 
coulombien. Les travaux traitant de ce type d’'excitons proposent 
différents modèles du potentiel d'interaction correspondant à diffé- 
rentes distances d'interaction [219 à 221]. La monographie de Cardona 
[222] fait état des différents résultats obtenus dans les calculs cités 
plus haut. 

Jusqu’à présent, nous avons étudié des excitons dans des cristaux 
dont le maximum de la bande de valence et le minimum de la bande 
de conduction correspondaient au même point de l’espace k. Dans 
ce cas l’énergie du photon absorbé contribue d’une part à former l’ex- 
citon et d’autre part lui communique une énergie cinétique A“k2/(m2 + 
+ mf). Le spectre est alors discret, car l’absorption répond aux rè- 
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gles de sélection k = Q, où Q est le vecteur d'onde de la lumière. 
C'est pourquoi, lorsque les phonons ne participent pas à la transi- 
tion, seul le sous-niveau excitonique £E, (k) avec k = Q = 0 est 
actif. Les transitions dans ces états excitoniques sont appelées direc- 
tes ou verticales, puisque k = k, — k, = 0. 

Les transitions directes sont dites autorisées, si les éléments matri- 
ciels de transition sont différents de zéro pour |k.|=|k,|= 0. La 
probabilité des transitions directes autorisées est proportionnelle 
au carré du module du moment dipolaire de transition, construit 
sur les fonctions de Bloch (pour k = 0) de l’électron et du trou, et 
au carré du module de la fonction d'onde de l’exciton au point r = 0, 
soit | w# (0) |*. 

Dans le cas de bandes paraboliques (symétrie sphérique) | (0) | 
=£ 0 seulement dans les états s. La probabilité de transition est donc 
proportionnelle au cube du rapport de la constante du réseau au 
rayon de l’exciton, c’est-à-dire v/n°R?, où v est le volume de la mail- 
le élémentaire; R, = eñ°/ue° est le rayon de l’exciton. 

Les transitions sont dites dipolaires interdites, si l'élément matri- 
ciel de transition est proportionnel au carré du vecteur d'onde de 
l’électron. Dans le cas d'une symétrie sphérique, on ne peut exciter 
que des excitons dans l’état « p » et la probabilité de leur formation 
est proportionnelle à v (n° — 1)/n5aë. 

Lorsque le minimum de la bande de conduction et le maximum 
de la bande de valence sont situés en des points différents de l’espace 
k (k° et k%), la transition d'énergie la plus faible est indirecte. Hall, 
Bardeen, Blatt [223] et Dresselhaus [194] ont montré que ces transi- 
tions étaient possibles si elles s’accompagnaient de la formation 
(ou de l'absorption) d’un phonon de vecteur d'onde 


q=k-k+Q2zke-kt. 
Les excitations de ce type sont appelées excitons indirects. 
SiB — + (ep) exp (iQr) est l’opérateur d'interaction de l’élec- 


tron avec le photon, H,,. l'opérateur d'interaction de l’électron avec 
les phonons, la probabilité de transition indirecte par unité de temps 
est proportionnelle à 


s 0: ValB10f ; va) (Of; valHintlk, n 3 Vas1) 
Ps | 


X 
Ex. n —E! 


X Ô (Ex. n— E9 pe RQ — how), 


où la somme s’étend à tous les états intermédiaires | 0f) (plusieurs 
branches de la bande de valence). Dans quelques cas particuliers, 
Elliott [224] a calculé cette expression. 

Comme les phonons émis ou absorbés peuvent avoir différents 
vecteurs d’onde, les états des électrons et des trous participant à 
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l'absorption peuvent avoir des vecteurs d’onde variés. C'est pour- 
quoi le spectre d’absorption ne présente pas de maxima accusés 
[224, 225]. 

Les transitions indirectes peuvent aussi avoir lieu lorsque 
le minimum de la bande de conduction et le maximum de la bande 
de valence correspondent au même point de l’espace k. Dans ce cas 
cependant elles accompagnent seulement des transitions directes 
plus intenses et contribuent à l'élargissement des raies correspondan- 
tes. 

D'une manière générale l'intensité des transitions indirectes aug- 
mente avec la température, comme la probabilité d'émission ou d’ab- 
sorption des phonons. À basse température on observe seulement les 
transitions avec émission de phonons. A part les transitions étudiées 
plus haut, concernant un seul phonon, on peut avoir des transitions 
avec émission simultanée de deux phonons. Ces transitions ont été 
observées dans le cristal de GaP [225]. 


43.1. Transfert de l'énergie d'’excitation électronique par les 
excitons. Les excitons libres jouent un rôle important dans de nom- 
breux phénomènes optiques et photoélectriques dans les cristaux semi- 
conducteurs. Ils déterminent les spectres d'absorption et d'émission 
des semi-conducteurs au voisinage du front de la bande d'absorption 
intrinsèque. 

Lorsque le vecteur d'onde k est bien déterminé, l’état excitonique 
s'étend à tout le cristal de manière homogène. Dans les conditions 
expérimentales on excite cependant des états déciits par des paquets 
d'onde dont le vecteur d'onde k est distribué autour d’une valeur 
moyenne k, avec une incertitude Ak petite. Ces états excités sont 
localisés dans une région du cristal de dimensions linéaires Axz — 
— 2n/Ak. Ils se propagent dans le cristal avec la vitesse de groupe 


= + grade E (k), (43.15) 


déterminée par la structure de la bande énergétique de l’exciton. 

Au cours du déplacement de l’exciton, l'énergie électronique est 
transférée d’un lieu à un autre du cristal, par exemple vers les centres 
à partir desquels s’effectue la luminescence ou vers les centres corres- 
pondant à la photoconduction, etc. 

En vertu des lois de conservation de la quasi-impulsion et de 
l'énergie, la lumière de vecteur d’onde Q et d'énergie Âw excite dans 
le cristal des transitions sans phonons correspondant à des excitons 
de vecteur d'onde k = Q et d'énergie E (Q) = Aw. Dans la transi- 
tion inverse, les excitons se recombinent avec émission d’un photon 
de même énergie et de même vecteur d'onde. Ainsi, à basse tempéra- 
ture, pour des transitions directes sans phonons, les bandes d’absorp- 
tion et de luminescence coïncident. 
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Dans le cristal de CdS à 4,2 K, on observe cette coïncidence ré- 
sonante pour une polarisation de la lumière parallèle à l’axe hexa- 
gonal c du cristal, pour deux longueurs d’onde à — 4853 À et À — 
— 4857 À. Ces bandes sont dues aux transitions vers les états excito- 
niques rz = 1 4, et 1 ÀA- correspondant aux bandes de valence com- 
plexes de CdS [226]. Gross et Razbirin [227] montrent que ces bandes 
possèdent une structure fine due à l’anisotropie du cristal. 

Les bandes excitoniques apparaissent dans les spectres optiques 
plus complètement lors de transitions optiques faisant intervenir 
les phonons. En effet, à basse température, parallèlement à la lumi- 
nescence sans phonon (k = Q). on peut voir apparaître des photons 
dus à la reconversion des excitons de vecteur d'onde k = Q en un 
photon et un phonon de vecteur d'onde q == k — Q = k. Les pho- 
nons qui apparaissent sont ceux qui sont les plus fortement vouplés 
aux excitons. Par exemple dans le cristal de CdS les phonons optiques 
longitudinaux émis ont, d’après [228], une énergie d’interaction avec 
les excitons de trois ordres de grandeut supérieure à celle de l’in- 
teraction excitons-phonons acoustiques. 

La probabilité d'émission simultanée d’un exciton £E (k) et d’un 
phonon q = k est proportionnelle au produit du nombre d'’excitons 
N (q) de vecteur d'onde q par la probabilité w (q) d'émission d'un 
phonon par un exciton. Lorsque la densité d’excitons est faible, leur 
répartition Ÿ (q) sur les niveaux £ (k) de la bande suit la loi de 
Maxwell 


N(k) = VE(k)exp(—E (k)/8), (43.16) 


où 6 est la température en unités énergétiques. 

Les études expérimentales sur des cristaux de CdS (dans l’inter- 
valle de ‘empérature de 4 K à 60 K) montrent que la luminescence 
avec production de phonons est proportionnelle à 


w (k) N (4) — LE (k)”2 exp (—E (k);®). (43.17) 


En comparant les expressions (43.16) et (43.17), les auteurs concluent 
que la probabilité de formation des phonons à partir d’excitons est 


égale à 
w(k)- E (k) - k*. 


Ce résultat confirme les travaux théoriques d’Anselm et Firsov [229]. 
En effet, d’après ces calculs, pour des petits vecteurs d’onde, la pro- 
babilité de formation d’un phonon est proportionnelle à k°. Lorsque 
le vecteur d'onde augmente, elle passe par un maximum pour | k | — 
— À! (R, est le rayon de l’exciton), puis diminue. 

La luminescence peut aussi correspondre à l'émission de deux 
phonons. L’équation de conservation de la quasi-impulsion 


k = Œ + qe 
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peut être vérifiée par de nombreuses combinaisons de q, et q:. On 


doit donc s'attendre à ce que la probabilité moyenne w (k) = 
— w (q,) w (q.) d'émission de deux phonons dépende peu de k pour 
les faibles valeurs de k. 

On peut grossièrement évaluer la durée de vie (ou le temps de 
libre parcours) de l’exciton en mesurant l'élargissement de la raie 
de luminescence sans phonons à partir des états excitoniques. Dans 
un cristal de CdS, à 4 K, la largeur de la raie de l’état n = 1 4, 
est égale à 3 cm! environ; donc le temps de libre parcours de l’ex- 
citon est —10-1!1 s. Lorsque la température augmente, la probabilité 
de diffusion de l’exciton sur les phonons augmente, et la durée de 
vie de l’exciton diminue. Lorsque la température atteint 77 K, la 
durée de vie de l’exciton dans CdS est divisée par 5. 


43.2. Excitons diamagnétiques. On a montré au $ 42.2 que, à 

basse température, pour un champ magnétique assez intense, les 

b andes énergétiques tridimensionnelles quasi continues se transfor- 

m ent en niveaux unidimensionnels de Landau. En 1959, Elliott et 

L oudon [190] montrèrent que dans un champ magnétique B vérifiant 
e3n5B 

nec > 1, (43.18) 

les électrons des niveaux de Landau de la bande de conduction et les 

trous des niveaux de Landau de la bande de valence pouvaient for- 

mer des états liés, appelés excitons unidimensionnels ou excitons dia- 

magnétiques. 

La condition (43.18) est vérifiée lorsque la distance énergétique 
entre les niveaux de Landau est très supérieure à l’énergie de l'exci- 
ton en l’absence de champ. Pour un cristal de germanium (e = 16, 
u = 0,03m) l'inégalité (43.18) est satisfaite pour des champs B > 
> 9 kOe. 

Les fonctions propres et les valeurs propres des excitons diamagné- 
tiques sont définies par l'équation 


{a (P+2 Br) SE} =0, (43.19) 


où u — memi/(mé + m?) est la masse réduite de l'électron et du 
trou. Représentons l'équation (43.19) dans un nouveau système de 
coordonnées cylindriques p, p, z d’axe z dirigé dans la direction du 
champ magnétique. Le mouvement de la particule de masse réduite u 
peut être représenté par la superposition de deux mouvements : d’un 
mouvement orbital dont la fréquence est la fréquence cyclotron 
2B/(uc) dans le plan perpendiculaire au champ, et d’un mouvement 
unidimensionnel dans un champ effectif obtenu en moyennant le 
champ coulombien e?/(er) sur les fonctions radiales. Dans (220 à 232], 
on peut trouver des résolutions de ce problème compte tenu de la con- 
dition (43.18), au prix de quelques hypothèses complémentaires. 
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Ainsi, dans les champs magnétiques intenses vérifiant la condi- 
tion (43.18), l’interaction coulombienne de l’électron et du trou n'est 
effective que dans une seule direction, celle du champ; elle détermine 
la formation d'états liés d'énergie discrète. 

D'habitude l’énergie cinétique du mouvement longitudinal est 
très inférieure à la différence d'énergie entre les niveaux de Landau 
du système électron-trou. On peut donc séparer le mouvement en 
deux : un mouvement rapide dans le plan perpendiculaire au champ, 
et un mouvement lent le long du champ. 

L'’absorption de lumière est due à la formation d’excitons dia- 
magnétiques dans l’état fondamental ou dans des états excités. 
N'importe quels niveaux de Landau de la bande de valence et de la 
bande de conduction peuvent constituer un exciton diamagnétique. 

Seules sont optiquement actives les transitions excitoniques cor- 
respondant à un électron et à un trou des niveaux de Landau d’un 
même nombre quantique nr. Ceci signifie que l’absorption de lumière 
est essentiellement liée à la formation d’excitons diamagnétiques 
vérifiant les règles de sélection An = 0. La probabilité des transi- 
tions ne satisfaisant pas à cette règle est extrêmement faible (les 
éléments matriciels de transition sont proportionnels au carré du 
vecteur d’onde k). Ceci est une conséquence de l'hypothèse suivant 
laquelle à la formation des excitons diamagnétiques ne participent 
que deux niveaux de Landau. 

Jilitch [232] développa une théorie des excitons diamagnétiques 
reflétant la structure de bandes réelle de cristaux du type InSb. 
Un effet original dû au mélange de différents niveaux de Landau a 
été étudié par Vlassov. Dans [233], cet auteur montre qu’à côté 
des transitions An = 0 l'effet rend possibles les transitions vers des 
états excitoniques An = +2, +4 ... Zakhartchénia, Sejsjan 
[234] font une revue des différentes tentatives pour observer les 
excitons diamagnétiques. Rashba et Edelman [235] établissent une 
théorie des excitons diamagnétiques dans des cristaux antisotropes à 
bandes non dégénérées, au voisinage des points singuliers. 

Johnson [236] observa la photoexcitation d’excitons diamagné- 
tiques dans InSb. pour des champs de (2 à 4) -104 Oe à la température 
de 20 K. Dans ce composé, on sépara deux paires de maxima d’absorp- 
tion de photons de polarisation parallèle au champ. Une paire est 
affectée à un exciton formé d’un trou lourd et d’un électron situé 
sur un niveau de Landau, de spin 1/2, l’autre paire correspond à un 
exciton constitué d'un trou lourd et d’un électron placé sur le niveau 
de Landau de plus basse énergie de spin —1/2. 


43.3. Complexes exciton-impureté. Les excitons de Wannier-Mott 
étudiés dans le paragraphe précédent sont des excitations électroni- 
ques de cristaux idéaux, sans impuretés et sans défauts. Dans les 
cristaux réels il y a toujours des impuretés et des défauts qui ont une 
grande influence sur les propriétés optiques du cristal. 
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Généralisant la conception d’exciton de Wannier-Mott, Lam- 
pert [237] étudia la constitution de différents complexes, formés 
d'un plus grand nombre de particules que la paire électron-trou. 
Ces complexes peuvent être de deux types: mobiles, constitués seu- 
lement de trous et d'électrons, et immobiles, incluant des centres 
localisés: défauts et impuretés. Les complexes du deuxième type 
correspondent à la localisation de l’exciton de Wannier-Mott sur 
une impureté chargée ou neutre du semi-conducteur. Cette formation 
peut être stable, lorsque l'énergie de liaison de l'exciton avec l’im- 
pureté est supérieure à la liaison électron-trou. 

Etudions d'abord la paire électron-trou (exciton) localisée au 
voisinage d'une impureté de charge positive. Dans les états liés 
de grand rayon que nous allons étudier, l'ion positif peut être con- 
sidéré comme ponctuel. Supposons pour simplifier que les bandes 
énergétiques de l’électron et du trou soient paraboliques, et que leurs 
extréma soient situés au point k — 0. Alors dans l’approximation 
de la masse effective l’électron et le trou placés à proximité d’un ion 
positif de charge unitaire e et de masse infinie, immergés dans un 
cristal de permittivité e, seront décrits par l'équation de Schrôdinger 
(sans tenir compte de spins) 


(A —E)Y (rs re) = 0 
avec l’hamiltonien 


h3 R3 ei e° e3 
Hs he de to — es (43.20) 
où r,et r, sont les coordonnées de l’électron et du trou; r;2 = | r, — 


— r, |. Prenons pour unité d'énergie £, et pour unité de longueur a, 
définies par 
met Me 1 me A 
Bone 2 er V, 
js (43.21) 


me 


m m = 
y = ms = 9.5 ms ‘107 cm, 
où e et m sont la charge et la masse de l’électron libre. Dans ces 
unités, l’hamiltonien (43.20) devient 
1 1 1 1 

mr: (A+) te—, (43.22) 
où £ — mé/m* est le rapport des masses effectives de l’électron et 
du trou. 

L'énergie de liaison du complexe considéré est maximale (0,6026 E;) 
pour Ë — 0, car dans ce cas le complexe est analogue à l'ion molé- 
culaire H5. Lorsque £ augmente, l’énergie de liaison diminue. 

Pour déterminer l'énergie du complexe dans l'état fondamental, 
pour È 0, on peut utiliser la méthode variationnelle. Dans les 
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premiers travaux [238, 239] on trouve un domaine de valeurs de E 
respectivement inférieures à 0,05 et à 0,13 pour lesquelles le comple- 
xe est stable. Des calculs plus complets [240, 241] montrent que la 
valeur limite de E définissant le domaine de stabilité du complexe 
est E & 0,2. La fonction variationnelle utilisée par Zinets et Souga- 
kov [240] est 


Yyru re) = À lexp [—a@ (r, + Bre)] + b exp [—@ (r12 + Bire)l] r8, 

(43.23) 
où «&, B, B, et r sont des paramètres variationnels, 4 est le coeffi- 
cient de normalisation. Les valeurs obtenues pour l'énergie de liai- 


son et les paramètres variationnels du complexe sont indiquées 
dans le tableau 15 pour quelques valeurs de Ë. 


Tableau 15 


Energie de liaison Æ, et paramètres variationnels de l’électron 
et du trou au voisinage d’un ion positif, d’après [242, 243] 


L'approximation, par laquelle on suppose l’impureté positive 
ponctuelle et une interaction entre particules de type coulombien 
(décrite par l'hamiltonien (43.22)), est très grossière. Dans (242, 
243], on obtient des corrections de l’énergie de liaison traduisant les 
différences pour les faibles distances entre particules entre le poten- 
tiel réel et le potentiel coulombien. 

La probabilité de formation du complexe (électron-trou et ion 
positif) a été calculée par Sougakov et coll. (242, 243]. En supposant 
que les états du complexe soient décrits par la fonction (43.23) et 
les états du cristal sans paire électron-trou par la fonction w,, la 
probabilité de formation du complexe par unité de temps, en pre- 
mière approximation, est donnée par la règle d'or de Fermi: 


2x 
_ Wi,= 5 |Hrl?Ô(E; —ho), (43.24) 


où Æ} est l'énergie dépensée pour la formation du complexe ; 


Hn=V 2 S G(k, —h) (pe (k) lepl we (k) ; 
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e est le vecteur unitaire caractérisant la polarisation du photon; 


p l'opérateur impulsion de l'électron; e, m la charge et la masse de 
l’électron ;  (k) les fonctions de Bloch de l’électron et du trou; 


GG, —k)=—+ À W,(r: 3 r2) exp ik (re—ri)] déredôre 


sont les composantes de Fourier de la fonction d'onde du complexe. 

Si l'on pose (y. (k) | ep | 4: (k) ) Æ Ye (0) | ep | #: (0)), alors 

) 2x / 2nh 3 2 

ur (Er) + FE tbe (0)1 ep le (0))12 8 (E; —ñw). 
(43.25) 


D'après [190] on peut poser (1, (0) | ep | #e (0)) Æ iemE,a, où a 
est la constante du réseau, £, est l'énergie de la bande interdite entre 
la bande de valence et la bande de conduction. Dans [242] on donne 
pour expression de la fonction F (E) figurant dans (43.25) 


4nA (n+ 2)! 1 b 2 

RQ (ARR [br + gb 
En particulier, dans le cristal de GaAs (mË = 0,071m; mi? — 
— 0,68m; e = 12) F = 60. 

La paire électron-trou (exciton) peut aussi former un complexe 
avec un ion d'impureté négatif. Dans ce cas toutes les formules trou- 
vées peuvent être utilisées à condition d’inverser le rôle de l’électron 
et du trou. Par exemple le paramètre E sera égal à m£/m?. Dans 
certains cristaux l’exciton peut se lier à un défaut ou à une impureté 
neutre. 

D'habitude l'énergie de liaison exciton-impureté est extraordi- 
nairement petite : de l’ordre de 10-* à 10-# eV. Pour un semi-con- 
ducteur à extréma de bandes d'énergie pour k = 0, lorsque l'énergie 
d'interaction de l’exciton avec l’impureté (neutre ou chargée) est 
inférieure à l'énergie de liaison de la paire électron-trou formant l'ex- 
citon, la force d'oscillateur (probabilité) de la transition optique 
dipolaire autorisée directe a une valeur anormalement élevée par 
rapport à celle de l’exciton libre. Cet effet fut remarqué dans [244], 
lors de l’étude des cristaux de ZnO, et dans [245] pour les cristaux 
de CdS. Les recherches expérimentales les plus complètes sur l’inten- 
sité anormale de l'absorption du complexe exciton-impureté dans 
le CdS font l'objet des travaux de Timoféev et Ialovets [246]. Ils 
découvrirent que la force d'’oscillateur des complexes impureté- 
exciton faiblement liés dans CdS est de trois ordres de grandeur et 
plus supérieure à la force d’oscillateur de la transition optique vers 
l’état le plus bas de l’exciton libre. 

Les premières explications théoriques de ce phénomène intéres- 
sant ont été données par Rashba et Gourgénichvili [247]. Ces auteurs 
montrent que, lors de la formation du complexe exciton-impureté, 
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l’environnement immédiat du cristal participe à l'absorption de 
lumière. Plus la bande excitonique est large et plus l'énergie de for- 
mation du complexe se rapproche du bord inférieur de la bande exci- 
tonique, plus la participation des états excitoniques libres est impor- 
tante dans le processus d'absorption. Dans [247], on obtient une 
expression simple reliant la force d'’oscillateur du complexe (Feom) 
à la force d’oscillateur de l’exciton libre (Fe) 
3/2 
Fcom = (=) Fex: 

où AE est la largeur de la bande excitonique, £, est l'énergie de liai- 
son du complexe. Dans [248, 249], on trouve des calculs plus détail- 
lés de la force d'’oscillateur de quelques types de complexes dans les 
cristaux. 

Comme les cristaux semi-conducteurs contiennent d'habitude 
des impuretés de types différents, pour des températures suffisam- 
ment basses (6 < Ecom), la luminescence fondamentale du cristal 
aura pour origine la dissociation du complexe exciton-impureté. 
Les états de ce complexe sont situés à plus basse énergie que les autres 
états et présentent une force d'’oscillateur importante. 

Dans (250, 251], on décrit la photoluminescence de complexes 
d'impureté dans un cristal de carbure de silicium. Cette lumines- 
cence est due à l'émission de lumière par annihilation des excitons 
au contact d'atomes d'azote ionisés (complexe à trois particules) 
ou neutres (complexe à quatre particules), occupant dans le cristal 
trois sites non équivalents. Les spectres d'absorption correspondant 
aux complexes excitoniques dans le carbure de silicium furent d’abord 
découverts par Gorban et coll. [252]. 

On a beaucoup discuté [253 à 257] au sujet de la formation de 
complexes à deux excitons (biexciton ou molécule ercitonique). L'éner- 
gie de liaison de deux électrons et de deux trous, comparativement 
à l’énergie de dissociation de deux excitons, dépend beaucoup de la 
valeur £ — mé/m?. Lorsque ce paramètre est petit, on peut utiliser 
l’approximation adiabatique, et le complexe rappelle la molécule 
d'hydrogène. 

La molécule excitonique, visiblement, fut découverte expéri- 
mentalement par Haynes [258] dans le silicium; puis par Nikitine 
et coll. [259] dans CuCl; Packard et coll. [260] dans le cristal de 
ZnO ; A la Guillaume et coll. [261] dans le Ge et le Si. Cependant des 
recherches expérimentales et théoriques sont encore nécessaires pour 
préciser les conditions de formation des biexcitons dans des semi- 
conducteurs de types différents. Lorsque les masses de l’électron 
et du trou sont du même ordre de grandeur, l’énergie cinétique du 
trou contribue de manière importante à l'énergie totale, et le système 
est moins stable. Dans le cas limite où m? — m°, le biexciton res- 
semble au système étudié par Xylileras et Ore, constitué de deux 
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positrons [262]. Pour e — 10, l'énergie de liaison d’un biexciton cons- 
titué d'électrons et de trous de masses égales serait si petite (—10-*eV) 
que le complexe se dissocierait même aux très basses températures. 


43.4. Propriétés collectives, des excitons. Les excitons dans 
les semi-conducteurs apparaissent comme des formations assez 
labiles, de faible énergie (— 10° eV) et de grand rayon (—10"$ cm). 
I] n’en reste pas moins qu’à très basse température, ce sont des quasi- 
particules. Dans l’état singulet, les excitons ont un spin nul et peu- 
vent être classés dans la catégorie des bosons. C’est pourquoi Moska- 
lenko {253, 263] et d’autres auteurs (264, 265] étudièrent la possi- 
bilité d'une condensation de Bose des excitons. 

Si l’on pouvait considérer le système excitonique comme un gaz 
de Bose presque parfait, en raison de la petite masse effective des 
excitons (—10-*7 à 10-% g) la condensation de Bose devrait déjà 
commencer vers 100 K pour une concentration de 1018 cm”*. 

Pour des concentrations 1017 à 1018 cm”, la distance moyenne 
entre excitons est comparable à leur rayon, c’est pourquoi leur inter- 
action devient importante. Par conséquent le comportement d'un 
système d'’excitons n'est pas le même que celui d'un gaz de Bose 
presque parfait. Cependant, pour une faible densité en excitons, en 
dépit des attractions faibles s'exerçant entre eux, Keldych et Kozlov 
[266] montrèrent que le système excitonique, pour des températures 
assez basses, pouvait présenter une condensation de Bose. 

Lorsque l’on étudie un système d'excitons, il ne faut pas oublier 
que, par suite de leurs interactions (effet d'écran réciproque), l’éner- 
gie de liaison des excitons varie. Dans un système d’excitons de grand 
rayon, pour des densités élevées à basse température, les attractions 
entre excitons peuvent conduire à la formation de gouttes métalli- 
ques. Keldych et coll. [267] furent les premiers à mentionner ce phé- 
nomène. La transition du système excitonique vers l’état métallique 
fut étudiée par Asnin et Rogatchev [268, 269] dans les cristaux de 
germanium. Ces auteurs montrèrent que la condensation des excitons 
en gouttes se produit seulement pour des densités excitoniques supé- 
rieures à 4015 cm. Au fur et à mesure que la concentration augmente, 
le nombre de gouttes croît rapidement et la phase gazeuse — les 
excitons libres — disparaît progressivement. 

Keldych [270] étudia les états cohérents du système exciton- 
photon en tenant compte que les éléments constitutifs de l’exciton — 
les électrons et les trous — étaient des fermions. En particulier le 
cas d’une distribution inhomogène des excitons dans le cristal fut 
étudié. Moskalenko et coll. [271] montrèrent que, dans certains cas, 
la distribution inhomogène des excitons dipolaires actifs et des pho- 
tons pouvait être à l’origine de la formation de vortex. 


CHAPITRE IX 


EXCITATIONS COLLECTIVES 
DANS LES CRISTAUX MOLÉCULAIRES 


$ 44. Excitations collectives d’un cristal formé 
de molécules immobiles 


Les cristaux moléculaires recouvrent une large classe de solides, 
pour lesquels l'énergie de liaison intramoléculaire est très supérieure 
à l'énergie d'interaction des molécules. Les molécules de ces cristaux 
présentent alors certaines singularités. 

Presque tous les composés organiques, sauf les sels des bases orga- 
niques, les hydro-haloïdes de cations organiques et quelques bases 
ioniques forment des cristaux moléculaires. Quelques composés 
inorganiques (molécules d’azote, d'oxygène, ainsi que des molécules 
composées d'azote et de phosphore) forment aussi des cristaux molé- 
culaires. Les cristaux constitués d'atomes de gaz rares sont aussi 
de type moléculaire. 

Dans les cristaux organiques, les distances entre atomes d'hydra- 
gène appartenant à des molécules différentes ne sont jamais infé- 


rieures à 2,2-2,4 À, tandis que la distance de ces atomes aux atomes 


de carbone qui leur sont chimiquement liés est voisine de 4 À. Les 
atomes de carbone de molécules voisines sont distants au minimum 
de 3,3 À, à l’intérieur d'une même molécule, cette distance est 1,2 à 
1,5 À 1[272]. 

Dans la majorité des cristaux moléculaires, la liaison entre les 
molécules est due aux forces faibles de Van der Waals. C'est pour- 
quoi la chaleur de sublimation de nombre d’entre eux est comprise 
entre 10 à 20 kcal/mole ; elle est donc environ 10 à 20 fois plus petite 
que l’énergie de dissociation d’une molécule isolée. Les cristaux molé- 
culaires sont caractérisés par une faible chaleur latente de fusion et 
de vaporisation. La vaporisation libère les molécules complètes. 
Presque tous les cristaux moléculaires (excepté O, et NO) sont dia- 
magnétiques dans l’état fondamental, c'est-à-dire que la somme de 
tous les spins électroniques est nulle. 

Dans ce livre nous nous intéresserons aux excitations électroni- 
ques et électro-vibratoires (vibroniques) du cristal. La théorie doit 
expliquer comment varient les états énergétiques des molécules lors 
de la formation du cristal et quelles sont les propriétés de ces cris- 
taux lorsqu'on les soumet à l’action d’un rayonnement électromagné- 
tique. 
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Dans un cristal, contrairement aux gaz, les molécules sont placées 
dans un ordre déterminé. Kitaïgorodski [272] montra, en première 
approximation, que la distribution spatiale des molécules était dé- 
finie par le modèle de l'empilement compact. Dans ce modèle les ato- 
mes formant les molécules sont assimilés à des sphères de rayon moyen- 


né par rapport aux différentes molécules (<1,80 À pour le carbone; 
1,17 À pour l'hydrogène ; 1,58 À pour l'azote; 1,52 Â pour l’oxy- 
gène). L'empilement de ces atomes sphériques constitue un modèle 


© - atomes d'hydrogène 


à 
su @ - atomes de carbone À 


Fig. 57. Structure des molécules de benzène (a) et de naphtalène (b). 


de molécule dont la surface extérieure est formée par la juxtaposi- 
tion des atomes sphériques périphériques. La structure du cristal 
moléculaire est alors déterminée par la condition d'empilement com- 
pact de ces modèles moléculaires volumiques. 

Si, en conservant l’arrangement ordonné des molécules, on pouvait 
faire tendre vers zéro les interactions moléculaires, on obtiendrait 
le modèle du gaz orienté. Ce modèle est parfois utilisé pour expliquer 
grossièrement certaines propriétés spectrales et optiques des cristaux 
moléculaires. Toutefois, comme nous le verrons plus loin, la présence 
de faibles interactions moléculaires fait apparaître toute une série 
de propriétés originales des cristaux réels, les différenciant du modèle 
du gaz orienté. Ces singularités sont particulièrement accusées lors- 
que l’on étudie les états excités du cristal. On voit alors apparaître 
de nouvelles interactions. En particulier les interactions résonan- 
tes dont l’énergie décroît seulement comme la troisième puissance de 
l'inverse de la distance jouent un rôle important. 

Parmi les cristaux moléculaires, une place particulière revient aux 
cristaux constitués de molécules anisotropes de benzène, naphtalène, 
anthracène et d’autres composés contenant un ou plusieurs noyaux 
aromatiques de carbone (fig. 57.) Les excitations électroniques d’éner- 
gie la plus basse correspondent dans ces molécules à des transitions 
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quantiques des électrons x des atomes de carbone dans les noyaux 
aromatiques. À la périphérie de ces molécules, des atomes d'hydrogène 
sont solidement attachés aux atomes de carbone par des liaisons o. 
On peut dire ainsi que les électrons x sont les électrons « internes » 
de la molécule. C'est pourquoi dans le cristal, le recouvrement des 
fonctions d’onde correspondant aux électrons x de deux molécules 
voisines est très petit. 

Etudions les états excités du cristal correspondant à des excita- 
tions intramoléculaires (de la molécule isolée) sans tenir compte des 
oscillations de la molécule dans le cristal. Nous supposons donc que 
les molécules sont solidement fixées dans leur position d'équilibre. 
Supposons que chaque maille élémentaire du cristal contienne © 
molécules. La position des molécules dans le cristal sera déterminée 
par les vecteurs 


Rang =D + Pa) &—=1Â,2,..., 0, (44.1) 


où le vecteur du réseau n indique la position de la maille élémentaire 
et p. la position de la molécule « dans la maille élémentaire. On 
suppose en outre que l'indice & caractérise aussi l'orientation de la 
molécule. Les molécules possédant le même indice & s’échangent 
par des translations du réseau, elles sont équivalentes par translation. 

Lorsque l’on étudie les propriétés volumiques de gros cristaux, 
contenant V (51) mailles élémentaires, le choix des conditions aux 
limites à la surface du cristal ne joue pas un rôle important. Pour 
plus de commodité nous choisirons pour conditions aux limites les 
conditions cycliques de grande période (voir $ 4). 

Dans la représentation en coordonnées, l'opérateur énergie du 
cristal contenant des molécules immobiles identiques peut s’écrire 


H= D H,++ D Von (44.9) 


où nr — {n, œ}, m — {m, f}; n et m sont des vecteurs du réseau; 
le signe prime figurant près du deuxième signe de sommation indi- 
que que l’on omet le terme n, &« = m, $. L'opérateur (44.2) agit dans 
l’espace des fonctions dépendant des coordonnées internes de toutes 
les molécules du cristal; H, est l’opérateur énergie caractérisant les 
états internes des molécules occupant la position n, &; Vrm est 
l'opérateur d'interaction des molécules na et mf. Ainsi, contraire- 
ment à la théorie des excitons de Wannier-Mott, l'étude des états 
électroniques des cristaux moléculaires doit être menée directement 
dans l’approximation polyélectronique. 

La forme exacte de l’opérateur H, est inconnue, c’est pourquoi il 
convient d'admettre que ses fonctions propres p,, et ses valeurs pro- 
pres &e, sont des paramètres de la théorie. Souvent on considère que 
les opérateurs H, sont des opérateurs tenant compte des déformations 
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que subissent les molécules dans le cristal par suite de leurs inter- 
actions non résonantes avec leurs plus proches voisins. En parti- 
culier, les opérateurs FH, ne doivent pas refléter la symétrie des molé- 
cules libres, mais la symétrie de site des molécules aux points n 
du cristal. Dans ce cas les opérateurs V,, contiennent la partie res- 
tante des interactions intermoléculaires, c’est-à-dire la partie de 
ces interactions qui ne peut pas rentrer dans À. 

Si l’on néglige le recouvrement des fonctions d’onde ,; des 
molécules voisines, on peut admettre que sont vérifiées les condi- 
tions générales d'’orthogonalité 


(Pas | Pme) = Ô;r0nm- (44.3) 


Supposons que la valeur f — O0 correspond à l’état fondamental. 
Les transitions quantiques entre l’état fondamental 9,, et l’état 
excité p,, de la molécule située au site nr sont caractérisées par des 
moments multipolaires. Le plus important est le moment électrique 
dipolaire de transition défini par les éléments de matrice 


das — € (Pas tr Po) (44.4a) 


dont la direction, dans le cas de molécules anisotropes, est définie 
par l’orientation de la molécule » dans le réseau. Si le moment dipo- 
laire électrique de transition d,, est nul (par exemple pour des tran- 
sitions entre états de même parité spatiale), l’interaction avec la 
lumière peut correspondre au moment dipolaire magnétique de tran- 
sition de composantes 


z Ô () 

ME) = € € Pny To Vo Pro) » PE (44.4b) 
ou aux moments quadrupolaires électriques de transition de com- 
posantes 

Qi? = € (Pas | TY | Pro), - - (44.4c) 


_ encore à des transitions de multiplicité plus élevée (voir [5], 
$ 9b). 

Pour analyser les excitations collectives du cristal, il convient 
de passer dans la représentation de seconde quantification ([273] 
à [276]). Dans cette représentation, tous les opérateurs sont exprimés 
en fonction des opérateurs B;; et B,;. L'opérateur B;; caractérise 
la transition de la molécule n de l’état fondamental à l’état excité j; 
l'opérateur B,,, caractérise la transition inverse. En particulier l'opé- 
rateur énergie (44.2) devient 


H=€+ À (4e, +D;) BryBns + 
n, / 


++ D ME (Bi+Bnn (Bag Bmg), (44.5) 


nm,f,£ 
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où #,est l’énergie du cristal dans l’état fondamental ; Ae; — e; — es 
est l’énergie de transition de la molécule dans l’état excité f; 


D; Es LE (Ph Pr V nm | PnP/) — (PnPm | Vam | PnPn)} (44.6) 


est la variation de l'énergie d'interaction de toutes les autres molé- 
cules du cristal avec une molécule donnée du cristal, lorsque celle-ci 
passe dans l’état excité f; 


Mn = (pp VnmlpE D), Miam = Mhm (4.7) 


est l’élément de matrice correspondant à l'échange d’excitations entre 
les molécules 7 et m. 

L'opérateur P;,B,, définit la probabilité de trouver la molécule nr 
dans l’état excité f. Puisque chaque molécule ne peut se trouver que 
dans un seul état excité à la fois et que le nombre total de molécules 
du cristal est oW, les opérateurs B,, sont définis dans l’espace des 
fonctions satisfaisant aux égalités opératorielles 


2 BipBns=1, S BatBns = ON. (44.8) 
D’après les conditions d’orthogonalité (44.3), les opérateurs B,,; 
vérifient les relations de commutation 
[B,y; B mg) —— [Bass 20) = 0 si n = mr OÙ 1 £g. 


(44.9a) 
Pour des opérateurs relatifs à une même paire d’indices on a 
BrsBis+ BriBns=1, Bis=(Bars) =0, (44.9b) 


c'est-à-dire que les opérateurs Bi; et B,, vérifient les relations de 
commutation des opérateurs de Fermi. Par conséquent, ce sont des 
opérateurs de Pauli (voir $ 17). 

Par la suite nous étudierons les états excités du cristal corres- 
pondant à l’excitation d’une seule molécule. Dans ces états, la va- 
leur moyenne de l'opérateur B;;B,, est égale à (oN)-*. A cette gran- 
deur près, les relations de commutation (44.9) deviennent 


Donc, si l’on néglige la petite valeur (oV)-*, les opérateurs B;; 
et Bh/ vérifient les relations de commutation de Bose. Cette appro- 
ximation sera utilisée dans la suite de ce livre. 


Pratiquement, pour tous les cristaux moléculaires, lors d’une 
excitation électronique, on a l’inégalité 


LE (k) € Aey+ D, (44.11) 
où 
LA %= Ÿ ME explik(n—m)]. (44.19) 


22—0534 
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Dans ce cas, d’après [276] (chap. III, $ 3), on peut utiliser l’appro- 
zimation de Heitler-London (ou du champ moléculaire) dans laquelle 
l'opérateur énergie . 5) prend la forme ne 
H= &o+ 2 : (4e, + D,) Br “Bas + À | MonBatBme (44.13) 
1e 
Comme les opérateurs B°; et B,, caractérisent les états de molé- 
cules séparées, rigidement fixées en des sites r du réseau, la repré- 
sentation dans laquelle tous les opérateurs s’expriment en fonction 
de B;; et B,; sera appelée représentation par sites. Maintenant nous 
allons étudier, en faisant des approximations diverses, les valeurs 
propres de l'opérateur énergie du cristal donné dans la représenta- 
tion par sites (44.13). 


44.1. Excitons moléculaires dans des cristaux à une molécule par 
maille élémentaire. Pour les cristaux à une molécule par maille 
élémentaire, les indices r et m se réduisent aux vecteurs n et m du 
réseau et l'opérateur (44.13) devient 


H=6£, He * (4e; + D)) BasBai+ S Mar FE BhiBme. (44.14) 


Etudions deux de de opérta (44.14). 


A. On se place dans le cas où un seul ni- 
veau intramoléculaire est excité. Supposons 
qu’il y ait une ou plusieurs excitations intramoléculaires non dégé- 
nérées f, vérifiant l'inégalité 

ME LM = Mn me (44.15) 
Chaque niveau f, peut être considéré comme indépendant de tous les 
autres. L'élément de matrice M{°, caractérise l'échange d’excitation 
résonant (d'énergie Ae,,) entre les molécules n et m. 


L'’excitation du cristal correspondant à l'excitation intramolé- 
culaire d'énergie Ae,, est définie par lhamitonten 


AH,=H— 60= 2: (Ac; +D;) BiBar+ © : MamBiBhs. (44.16) 


Dans cette expression et dans les ex iresion on ne fait pas 
figurer l'indice O0 à côté de la lettre f. 
Pour diagonaliser l'opérateur (44.16), il convient de passer des 
opérateurs de Bose B\; vérifiant les relations de commutation 
[Bh;, mp) — One [Baf: B?;] —= 0 (44.17) 


à de nouveaux opérateurs de Bose B; (k) définis par la transforma- 
tion unitaire 


Bnt = =—— 2 B; (k) exp (ékn), (44.18) 
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où est le nombre de mailles élémentaires du cristal ; k est un vec- 
teur d'onde prenant V valeurs discrètes dans la première zone de 
Brillouin. Les opérateurs B; (k) vérifient les relations de commuta- 
tion de Bose 


[D (k), Bj%k')]=ôk, IlB,(k), B,(k')]=0. (44.19) 


Par conséquent les opérateurs Bf (k) créent des états caractérisés 
par le nombre quantique fet le vecteur d'onde k. Les opérateurs B, (k) 
annihilent les mêmes états. 

Substituant (44.18) dans (44.16), nous trouvons 


AH = on [Ae, + D, + L, (k)] Bÿ"k) B, (k), (44.20) 
où 
Lj(k) = à ‘Male x PYék (n— m)]. (44.21) 
m(+tn 


L'opérateur (44.20) est diagonal par rapport aux opérateurs 
N, (k) = BP; (k) B; (k) du nombre d'occupation des états excités k, 
f. Ses fonctions propres seront |..., N, (k), .), où les nombres 
quantiques W, (k) = 0, 1, 2, ... | indiquent le nombre d'excita- 
tions de type k, f. Ces excitations s'appellent excitons moléculaires ou 
excitons de Frenkel. Rappelons que nous n'’étudions que des états 
excités du cristal vérifiant W;, (k) € W. L'énergie correspondante est 


E, (k) = 4e; + D, + L, (k). (44.22) 


Donc à un état excité non dégénéré de la molécule isolée corres- 
pondent {V états excités du cristal différant par les valeurs du vecteur 
d’onde k de la première zone de Brillouin. Dans des cristaux de gran- 
des dimensions (par rapport à la constante du réseau) les niveaux 
énergétiques correspondants constituent une bande quasi continue 
d'états excités, formée de WV sous-niveaux. Chaque excitation, asso- 
ciée à une valeur déterminée du vecteur d'onde k est une excitation 
collective s'étendant à tout le cristal. 

En inversant la transformation (44.18), nous obtenons 


B; re à F À Birexp (ikn). (44.23) 


Cette cv xpression montre que toutes les molécules du cristal jouent un 
rôle identique dans le processus d'’excitation. L’excitation «embras- 
se » le cristal dans son ensemble. 

L'énergie des états excitoniques du cristal s’exprime de manière 
explicite en fonction du vecteur d'onde par la somme (44.21). Pour 
des cristaux centrosymétriques dans le domaine de petites valeurs de k 
pour chaque direction définie par le vecteur unitaire s, l'énergie 
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d’excitation (44.22) dépend du carré de la valeur absolue de k: 
k2k2 


où la grandeur m* (s) s'appelle masse excitonique effective. Dans le 
cas général, E (s) et m* (s) dépendent de la direction du vecteur uni- 
taire s. Ainsi pour k = 0, Æ (sk) est une fonction non analytique du 
vecteur d'onde k. La masse effective de l’exciton m* (s) peut être 
tant positive que négative. Pour une masse effective positive, l’éner- 
gie de l’exciton croît lorsque le module de k augmente, et c’est l’in- 
verse pour une masse effective négative. 


B. Plusieurs niveaux moléculaires pro- 
ches sont excités. Supposons que la molécule présente © 
niveaux excités f, g = 1, 2, ..., ©, et que les éléments matriciels 


M5, correspondants aient une valeur absolue voisine de celle des 


énente matriciels Mhm et M£m. Nous supposons en outre que tous 
les autres états moléculaires excités L vérifient l'inégalité 


Mims Môm € Mam, MÂme 
Dans ce cas la partie de l’opérateur (44.13) relative aux © niveaux 
excités s'écrit 


AH=Y > (Ae,+ D) BäsBar+ À D Ÿ > Mas BE BhpBmg. (44.25) 
n — 


La diagonalisation de l'opérateur (44.25) est réalisée en deux étapes. 
Effectuons d’abord la transformation canonique 


Pie 7 > B; (k) exp (ikn). (44.26) 


Alors (44.25) devient 


AH 2 ,$" (k) Bj (k) B,(k), (44.27) 
os &r 
où 
8 (k) = (4e; + D;) 6,7 + LE (k), (44.28) 
L'E(k)=Y > Mai 18 exp{ik (n — m)]. (44.28a) 


Ensuite, pour oo e l'opérateur (44. LE il convient d'uti- 
liser la transformation canonique (voir [5], $ 52) 


B,(k) — D uy, (k) a, (k). (44.29) 
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Cette transformation fait intervenir une matrice (u,, (k)) unitaire 
oO 


[os 
2 uUÿ = gt, à Ugiui = Ogre (44.30) 
Les nouveaux opérateurs a, (k) vérifient les relations de commutation 


de Bose 
[a; (k), aÿ (k”)] = Okk0 gs [a; (k), Ag (k”)] = 0. 


La transformation (44.29) permet de donner à l'opérateur (44.27) 
une forme diagonale 


AH = 2 E, (k) af (k) a, (k), (44.31) 


pourvu que E; (k) et u,, (k) vérifient pour chaque valeur fixe de k 
le système homogène 


À (9 (&)— Es (0 65) us () 0. (44.39) 


Ce système admet des solutions non nulles si 
det { £61 (k) — E (k) 6,; } = 0. 


Les © racines E, (k) de cette équation du o-ième degré définissent © 
bandes excitoniques qui peuvent se recouvrir mutuellement. 

En particulier, quand © = 2, il est plus commode de chercher la 
matrice unitaire u,, (k) sous la forme 


(je le (k) —sinp Wu) 


sinq(k)  cosœp(k) 
Le système (44.32) devient alors 
(£M (k) — E) cos o@ — LE (k) sin o = 0, 
#1 (k) sin q + (£** (k) — E) cos o = 0. 
Les solutions sont 


E, (k) = {£1 (k) + £22 (k) — 


(44.33) 


—(—1) VI£(k)—Z22(k)}2+4/L2(k)|2}, (44.34) 


s = 1, 2. À chaque valeur E, (k) correspond une fonction , (k) 
définie par 
£U(k)—E, (k 
ep (= QE . (44.35) 


L'expression (44.34) montre que la contribution du deuxième niveau 
intramoléculaire excité aux états excitoniques du premier niveau 
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intramoléculaire Ae, ne devient importante que lorsque 
(CL (k) — LG) <I LE (%) F. 


Lorsque cette inégalité est inversée, le « mélange » des différents 
états moléculaires est moindre et l’on peut utiliser l’approximation 
des états excités indépendants. 

44.2. Excitons moléculaires dans des cristaux à plusieurs molé- 
cules par maille élémentaire. Soit un cristal contenant © molécules 
identiques par maille élémentaire. Nous supposerons qu’un seul 
niveau intramoléculaire jf est impliqué dans le processus d’excitation. 
L'hamiltonien (44.13) des états excités du cristal est (on néglige 
l'indice f) 


[eJ G 
AH = à > (Ae + D) BioBna + >. à Mna, mBnaBmse (44.36) 
n Grsi a.ma, pP=i 


La diagonalisation de cet opérateur sera réalisée aussi en deux 
étapes. Il convient d’abord d'effectuer la transformation canonique 


Bna = É 2 Bal exp [ik (n+pu)l (44.37) 


mettant en jeu les nouveaux opérateurs B, (k) vérifiant les relations 


de commutation 
[Ba (k), B5 (k”)] = Oxxrôu pe 
Inversons la transformation (44.37) 


Ba = DiBexpl—ik(n+e)l. (46.37) 
Après transformation l'opérateur (44.36) devient 
AH = 2 pa Le (k) BE(k) Bs (k), (44.38) 
ou 
Las (k) = (4Ae+ D) ôp + Los (k), (44.39) 


Lag(l) = 2° Mon, mpexplik(m+pr—04)] (44.40) 


sont les éléments matriciels de la matrice d'interactions résonantes 
des molécules du cristal. 
Dans les cristaux centrosymétriques, les éléments matriciels 
La (k) sont réels et symétriques par rapport aux indices « et $. 
L'opérateur (44.38) prend la forme diagonale 


Hex = AH = > D E, (k) 4° (k) À, (k) (44.41) 
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par la transformation canonique 


ï 
B, (k) = a u* A (&). (44.42) 
Pour cela, il faut que les égalités 
[es [0j 
2 UGuUpu = Va à Ugulav = duvs 
ue T (44.43) 
Dee «8 (k) us, (k) = Eu (k) ou (k) 
soient vérifiées. La transformation inverse de (44.42) est 
g 
A) = À au (k) Ba (44.44) 


Le système de © équations homogènes (44.43) admet une solution 

non triviale lorsque le déterminant 

det { £es (k) — E (k) ôcg} = 0. (44.45) 
Comme les éléments de matrice Z,8 (k) sont hermitiens, les © ra- 
cines E, , () de l'équation (44. 45) sont des fonctions réelles du vecteur 
d'onde k. Par conséquent à chaque état moléculaire excité corres- 
pondent dans le cristal o bandes d'états excités quasi continus. 
Chaque bande a W sous-niveaux, qui different par la valeur du vec- 
teur d'onde k dans la première zone de Brillouin. Certaines bandes 
peuvent se recouvrir. 

Les opérateurs A (k) et À, (k) agissent dans l’espace des fonc- 
tions des nombres d’ D ecupatiqn N, (k) définissant le nombre d'exci- 
tons de la bande nu de vecteur d'onde k et d'énergie E, (k). Dans 
ces conditions l'opérateur A (k), agissant sur les fonctions | W, (k)) 


augmente le nombre W, (k) d’une unité, et l'opérateur À, (k) le 
diminue d’une unité: 


à RIM (ko) = V Na Œ) + Mu (k) + 1}, 
An IN (1) = V Na ŒIM UE) — 1). 


La fonction d'onde de l’exciton d'énergie Æ, (k) et de quasi- 
impulsion *k est 


Y (&) = Aë (k) 10). (44.46) 
En utilisant les transformations (44.44) et (44.37a), nous pouvons 
exprimer la fonction (44.46) dans la représentation par sites 


P=— D explik(n+pa)]uis(k) Bia(0), (44.47) 


l'état fondamental du cristal étant noté | 0). 
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Soit dre le moment dipolaire électrique de transition 
(| dnx | = d;) de la molécule na«, correspondant à l'excitation 
moléculaire Ae;. Dans la représentation par sites il sera décrit par 


l'opérateur 
dnaBna + diaBna. 


Par conséquent l’opérateur du moment dipolaire électrique spécifique 
de transition, correspondant à l'excitation moléculaire Ae,, sera 


P=- D (daeBha + dinBao). (44.48) 


nœ 


La valeur du moment dipolaire électrique de transition de l’état 
fondamental | 0) à l'état excité (44.47) du cristal est donnée par 
l'expression 


P,()= (Fu (k)IP10)=-7 PF (k) D e7tPaues (K) dugs (44.49) 
Gui 


F (k) = + S'exp(ikn), F(0)=VN. (44.50) 


Pour V —>0oo, cette fonction devient simplement 
F(k)=VN 60, v+g No, 


où g est un vecteur du réseau réciproque. 

Pour illustrer ce qui précède, étudions un cristal monoclinique 
de type anthracène, naphtalène, etc., présentant un centre de symé- 
trie et contenant deux molécules identiques par maille élémentaire. 
En particulier, dans le cristal d’anthracène le vecteur du réseau est 
défini par l'expression 


n = an, + bn, +ens, mr = 0, +, +2, ..., 


i = 4, 2, 3; a, b, c sont les trois vecteurs de base de la maille 
primitive, dans laquelle b coïncide avec l'axe monoclinique du 
cristal; ab — be — 0, ac = cos 125°. Les centres de masse des 
molécules du cristal sont déterminés par les vecteurs 


D + Pas a = 1, 2, (44.51) 


0 pour &= 1, 
_ + (a+b) pour == 2. 
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Dans les cristaux de ce type, les éléments matriciels (44.39) 
forment une matrice carrée de rang deux 


D + Li (k), Li2 (k), ) 
La (k), 4e+ D + L2(k)/° 


Lorsque le vecteur d'onde est dirigé perpendiculairement ou paralle- 
lement au plan de symétrie du cristal, on a l'égalité [276] 


Lu (k) = Lee (k). 


Dans ce cas, la diagonalisation de la matrice (44.52) est réalisée à 
l’aide de la matrice de transformation u,,, (k) 


Lou = A k : 1) (44.53) 


indépendante du vecteur k. L'excitation moléculaire Ae, donne 
alors naissance dans le cristal à deux bandes d'états excités: 


E, (k) = 4e + D + L,; (k) + L, (k), 
E, (k) = 4e + D + L,, (k) — Lis (k). 


Pour k Æ 0, d'après (44.49), il correspond à chacune de ces bandes 
un moment dipolaire de transition spécifique respectivement égal à 


(44.59) 


(44.54) 


d d_, —d 
P, Hit pt dn2 (44.55) 


où v est le volume de la maille élémentaire du cristal. Par consé- 
quent les deux bandes excitoniques, résultant de l'excitation d’un 
seul niveau non dégénéré de la molécule libre, présentent non seu- 
lement des énergies différentes, mais aussi des polarisations diffé- 
rentes, puisque P, et P, sont perpendiculaires. La polarisation reflète 
les propriétés de symétrie du cristal et souligne le caractère collectif 
des états excitoniques, liés à l'interaction entre molécules. 

Ainsi à un état excité non dégénéré d'une molécule libre il cor- 
respond dans un cristal contenant deux molécules identiques par 
maille élémentaire non pas une, mais deux bandes d'états excités. 
Cet éclatement, d’abord étudié par l’auteur [277 à 281], est habituelle- 
ment appelé (voir [282 à 289]) « éclatement de Davydov» pour le dis- 
tinguer d’un autre type d’éclatement étudié par Bethe [290]. Celui-ci 
correspond à la levée de dégénérescence, sous l’action des champs 
électriques internes du cristal, d’un niveau énergétique atomique ou 
moléculaire dégénéré (« éclatement de Bethe »). 

Lorsque la maille élémentaire contient o molécules identiques, 
l'énergie d'excitation du cristal se distribue dans les © bandes d'états 
excités. La distance entre les différentes bandes est proportionnelle 
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a la force d’oscillateur de la transition intramoléculaire considérée 
et dépend de la disposition des molécules dans le cristal. 

La preuve directe de l’éclatement des termes moléculaires non 
dégénérés accompagnant la formation du cristal a été apportée par 
Broudé et Onoprienko [289]. Ces auteurs ont étudié les spectres d’ab- 
sorption de lumière par des solutions solides de benzène dans le deuté- 
robenzène. Pour des concentrations croissantes du soluté, ils obtien- 
nent une augmentation régulière de l'éclatement résonant. Pour des 
concentrations très faibles, les molécules de benzène sont très éloi- 
gnées les unes des autres, c’est pourquoi il n'y a pas d'interactions 
résonantes, et la bande d'absorption correspond à l'excitation élec- 
tronique des molécules de benzène isolées. Lorsque la concentration 
augmente jusqu'à 10-15 %, les interactions résonantes deviennent 
notables, et la bande d'absorption éclate en deux composantes dis- 
tantes de 3 à 4 cm”. Pour des concentrations voisines de 50 %, 
la distance entre les composantes atteint 20 cm-!. L'éclatement des 
bandes d'absorption augmente pratiquement linéairement avec la 
concentration, pour atteindre 40 cm”! pour le benzène pur. 

L'’« éclatement de Davydov » est la preuve la plus directe de la 
collectivisation des excitations électroniques s'étendant à un domai- 
ne important du cristal. L'étude de cet effet permet d’une part de 
préciser la nature des états excités moléculaires (symétrie des fonc- 
tions d'onde, force d'oscillateur des transitions quantiques, vibra- 
tions intramoléculaires) et constitue d’autre part un procédé indé- 
pendant d'étude de la structure des cristaux ainsi que des change- 
ments qu'elle subit lors du passage à d’autres variétés cristallines 
ou lors de déformations mécaniques. 

Ce phénomène permet de comprendre le pléochroïsme des cristaux, 
quelques aspects singuliers de la luminescence et le mécanisme de 
migration d'énergie dans les cristaux moléculaires et les molécules 
complexes. 


44.3. Bandes énergétiques des excitons moléculaires. Dans les 
sections précédentes de ce paragraphe (voir (44.54)), nous avons mon- 


tré que le calcul des éléments Lbp (k) de la matrice des interactions 
moléculaires résonantes, définis par la somme (44.40), permettait de 
trouver les bandes énergétiques du cristal moléculaire. Dans (44.40) 


figurent les éléments matriciels Mhm traduisant l'échange résonant 
de l’excitation (44.7) entre les molécules nr et m. Ces éléments corres- 
pondent à l’opérateur énergie d’interaction entre molécules W,, 
caractérisant les interactions coulombiennes (non retardées) entre 
les électrons et les noyaux des deux molécules concernées. Habituel- 
lement, on développe ce potentiel en série de puissances de l'inverse 
de la distance entre les centres de masse des deux molécules. Chaque 
terme de la série caractérise les interactions multipolaires d’ordre 
correspondant. Si les deux molécules sont neutres, le premier terme 
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de la série dans l'opérateur d'interaction correspond à une interac- 
tion dipôle-dipôle. Lorsque le moment dipolaire électrique de transi- 
tion (44.4a) est différent de zéro, dans le calcul de la somme (44.40) 
on peut se limiter aux interactions dipôle-dipôle : 


M oc. nf — res [(dads) Tn, ap — 3 (darn, aÿ) (dgra, af]; (44.56) 


Tn, as = D + Ps — Pa 


est le rayon vecteur joignant la molécule Ox à la molécule nf. 

Si toutes les molécules de la maille élémentaire sont identiques, 
la grandeur dé ne dépend pas de l’indice æ& et peut être exprimée 
en fonction de la force d’oscillateur F de la transition intramolécu- 
laire correspondante : 


d? — e*hF/2mo, (44.57) 


où w est la fréquence cyclique de transition, m la masse de l’électron 
et e sa charge. L'expression (44.56) montre que les éléments matri- 
ciels Mo, ns Sont réels et symétriques. Dans l’approximation dipo- 
laire ils sont proportionnels à la force d’oscillateur de la transition 
moléculaire et à un facteur géométrique dépendant de la distance 
entre molécules et de leur orientation mutuelle. 

Les éléments matriciels (44.56) définissent, par l'intermédiaire 
de la somme (44.40), la variation de l’énergie des excitons en fonction 
du vecteur d'onde, lorsque l’on ne tient compte que d’un seul état 
moléculaire excité f correspondant à un moment dipolaire de tran- 
sition dont le module est donné par (44.57). En réalité l'énergie des 
excitons dépend aussi de tous les autres états excités. Comme l'ont 
montré Davydov et Miasnikov [291], l'influence des autres états 
conduit à une diminution de l’opérateur d'interaction dipôle-dipôle 
entre les molécules. On peut tenir compte de cet effet en divisant 
cet opérateur par la permittivité du cristal e, (w), à la fréquence w 
de la transition f étudiée, due à la présence des autres états électro- 
niques moléculaires. Tout formellement on peut grossièrement tenir 
compte de cet effet en remplaçant (44.57) par 

a _  rF 
dues TS (44.57a) 

Dans des cristaux à une molécule par maille élémentaire ro, op = 
— np, d, = d'et l'élément matriciel (44.56) devient simplement 


Mon = dd |n}*(1 —3 cos° o), (44.58) 


où œ est l'angle entre les vecteurs d et n. La matrice d'interaction 
résonante /,8 (k) se réduit alors à un seul élément 


L (k)=2 à M on COS (kn). (44.59) 
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Dans un cristal moléculaire, les molécules sont en contact im- 
médiat. On peut alors se demander s'il est correct de développer 
l'opérateur V,, en séries de puissances de | ra, «8 |”*, et a fortiori 
de ne garder que le premier terme du développement qui ne s’annule 
pas. En réalité, il ne faut pas perdre de vue que dans ce développe- 
ment le critère de petitesse n’est pas le rapport des dimensions des 
molécules à leur distance de séparation, mais le rapport de la lon- 


gueur du moment dipolaire Ld, à la distance intermoléculaire À. 
Dans le tableau 16 figurent les grandeurs correspondantes pour quel- 


Tableau 16 
Quelques caractéristiques des transitions intramoléculaires 


Fréquence de , : 5. 
Molécule transition, AOFES noel er 


cm1 


Anthracène 40 000 2,3 
Anthracène 26 000 0,3 
Naphtalène 32 000 0,001 


ques transitions dans les composés moléculaires aromatiques. On 


voit que le rapport Se. est petit même pour des molécules voisines. 


Ceci est caractéristique des cristaux constitués de molécules aroma- 
tiques, pour lesquels les premiers états excités correspondent aux 
électrons! x de la carcasse carbonique de la molécule. 

Dans un cristal infini unidimensionnel à une molécule par maille 
élémentaire la somme (44.59) est égale à 


L(k)=A Ÿ n°# cos (rka) = À cos (ka), (44.60) 
n=1 
où 
e3RF 
A= (1—3 cos? q). 


Par conséquent l'énergie de la bande excitonique s'écrit, conformé- 
ment à (44.22), 


E (k) = Ae + D + À cos (ka). 
Pour ka € 1, 
E (k) = Ae + D + h*k?/2m*, 
où la masse effective de l'exciton 
mhaw 
eF (1—3cost q) 
est positive pour @ << 54°44" et négative pour p >> 54°44. 


m° = — h?2/Aa? = — 
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Les premiers résultats théoriques relatifs au calcul des niveaux 
excitoniques pour k — 0 dans les cristaux moléculaires complexes 
tridimensionnels anisotropes furent obtenus dans les travaux [292 
à 295]. Dans ces travaux le calcul numérique consiste en une som- 
mation des interactions résonantes d’une molécule du cristal avec 
toutes les autres molécules placées à l’intérieur d’une sphère de 
rayon de plus en plus grand. On se limite alors habituellement aux 
molécules les plus proches ou celles qui sont situées dans une sphère 


dont le rayon ne dépasse pas 20 à 30 À. 

Cette approximation n'est valable que pour les états excitoniques 
du cristal correspondant à des transitions intramoléculaires dipolai- 
res interdites. Dans le cas de transitions dipolaires autorisées, cette 
approximation ne peut être utilisée. Les sommes correspondant aux 
interactions résonantes dipôle-dipôle convergent très mal lorsque 
le rayon À augmente, parce que le nombre des termes dans un cristal 
tridimensionnel croît comme ÆR*, tandis que la valeur absolue de 
chaque terme diminue comme R-. 

C'est ainsi que pour des valeurs de k très petites, mais non nul- 
les, la contribution à (44.40) de molécules très éloignées est impor- 
tante. Pour k — 0 et pour des valeurs de À finies, cette contribu- 
tion est très petite (dans les cristaux cubiques simples elle est nulle). 
Ainsi dans des cristaux de dimensions infinies les fonctions ZL, 8 (k) 
sont des fonctions non analytiques de k pour k = 0. 

La non-analyticité de L,,4 (k) est liée à l'’idéalisation mathéma- 
tique du problème, due au fait que l’on étend la sommation dans 
(44.40) à un nombre infini de molécules éloignées. Chacun des termes 
de (44.40) est une fonction analytique de k. Les cristaux réels sont 
constitués d’un nombre fini de molécules, et la somme d’un nombre 
fini de fonctions analytiques est aussi une fonction analytique. 

Les premiers calculs de la somme (44.40) pour un nombre fini, 
mais suffisamment important de molécules dans les réseaux cubi- 
ques simples contenant une molécule par maille élémentaire furent 
réalisés par Cohen et Keffer [296]. Si on tient compte des interac- 
tions d’une molécule avec toutes celles qui sont situées à l’intérieur 
de la sphère de rayon À, on obtient 


Le) [fi ](i-S20) ges) 


On suppose ka € 1, a est la constante du réseau; s = d/]|d | ;: 
j1 (x) est la fonction de Bessel sphérique. Sachant que pour ÆR € 1 


(4-00) Loir}, 


on voit que quel que soit R 
lim La (k) = 0 lorsque k +0 (44.62) 
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COS x 


Par ailleurs, pour x > 1, la fonction j (x) — — 


quoi pour des valeurs de k petites, mais différentes de 0, pour un 
cristal de dimensions infinies 


, c’est pour- 


{sk)3 1 
1 3 
La fonction (44.63) est une fonction non analytique au voisina- 
ge de k = 0. Lorsque k s’approche de zéro, la fonction Z.. (k) est 
égale à #/,rd°a* lorsque k || s, et éga- 

co le à —{/,nd'a * si k Ls. 

L'énergie des excitons dans un 
cristal à une molécule par maïlle est 
définie par la formule (44.22). Par 

4etD conséquent, dans le cas de cristaux 
cubiques. l'énergie des excitons de 
grande longueur d'onde sera 


__ And? F (sk) 1: 


Lo 


(44.63) 


x (1—<L0%L) + Ae+ D. (44.64) 
Fig. 58. Energies des excitons lon- D'après cette expression, on peut 
gitudinaux et transversaux de gran- ; 


de longueur d'onde dansdescristaux AVOir dans les cristaux cubiques 
cubiques de dimensions finies et optiquement isotropes deux types 


infinies. d’excitons de grande longueur d’on- 

de quelle que soit la direction du 

vecteur d'onde k : des excitons transversaux pour lesquels d ! ket des 

excitons longitudinaux pour lesquels d ||k. D’après (44.63), dans un 

cristal de dimensions infinies, l'énergie de ces excitons est respec- 
tivement égale à (ka € 1) 


4nd? 


El=Ae+ D, El=Ac+D+ 


(44.65) 


Pour des valeurs finies de À, au point k = 0, les énergies des deux 
types d'excitons coïncident et sont égales à Ae + D (fig. 58). 
Lorsque k augmente, l’énergie des excitons longitudinaux ou trancs- 
versaux se rapproche des énergies (44.65) et ceci d'autant plus vite 
que À est grand. 
= Davydov et Sheka [297] ont calculé l'énergie excitonique pour 
trois directions du vecteur d’onde dans le cristal monoclinique d’an- 
thracène correspondant au premier état excité de la molécule (wo — 
= 27 510 cm”). 

Les valeurs de l'énergie (44.54) obtenues dans [297] sont répré- 
sentées sur la figure 59, pour trois directions du vecteur d'onde k. 
Sur chacune des deux bandes excitoniques Æ, (k) on a figuré la 
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direction du moment dipolaire électrique de transition quantique 
P, correspondant au voisinage de k Æ 0. La bande excitonique 
u — 2 est associé à un moment dipolaire de transition parallèle à 
l'axe monoclinique du cristal. Au voisinage de k = 0 l’énergie de cet- 
te bande peut s’écrire approximativement 


E, (k) = Eos + À cos* ® + M, cos (ka) + M, cos (kb) + 


+ M, cos (kc), (44.66) 
où est l’angle entre les vecteurs k et b. E, — 25 240 cm-!, A — 
— 220 cm”, M, = —23,2 cm'!, M, = — 1 cm}, M, = 15 cm. 


Comme la direction 
du moment dipolaire de Eu,cm 
transition dans un cris- 
tal anisotrope est impo- 
sée par la symétrie du 
cristal, les excitons trans- 
versaux et longitudinaux 
correspondent à des di- 
rections bien détermi- 
nées du vecteur d'onde. 
En particulier les exci- 
tons de la bande (44.66) 
sont transversaux lors- 
que le vecteur d'onde est 
perpendiculaire à l'axe 
monoclinique b,et lon- 
gitudinaux, s’il est pa- 
rallèle à cet axe. C'est 
pourquoi les excitons 
transversaux ontune mas- 
se effective positive et 
les excitons longitudi- 
naux une masse effective 


négative. Fig. 59. Energie des deux premières bandes exci- 
44.4. Excitons dans toniques (déplacées de Ae + D) du cristal 
les cristaux de gaz iner- d'anthracènc. 


tes. Les gaz inertes 
(néon, orgon, krypton, xénon) cristallisent à basse température et 
forment des réseaux cubiques à faces centrées. Chaque maille de 
Wigner-Seitz contient un atome. La cohésion du cristal est assurée 
par des forces de Van der Waals. Par conséquent. par le type des for- 
ces interatomiques, ces gaz s’apparentent aux cristaux moléculaires. 
Ces cristaux sont des diélectriques possédant une bande interdite 
large (10 à 20 eV) entre la bande de valence et la bande de conduction. 
Les difficultés liées à la rigueur des conditions expérimentales 
(ultraviolet lointain à basse température) ont longtemps ralenti les 
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recherches dans le domaine de la spectroscopie optique des gaz so- 
lides. C’est seulement depuis peu que des recherches actives furent 
entreprises pour étudier les spectres d'absorption [298 à 300] et les 
spectres de luminescence [301 à 304] des cristaux de gaz inertes. 

Les gaz inertes furent utilisés par Frenkel [305, 306] pour construi- 
re la première théorie des excitations collectives (sans transport de 
charge) dans les solides (théorie des excitons). [l apparut cependant 
que les premières idées de Frenkel ne pouvaient être applicables aux 
cristaux de gaz inertes qu'avec les plus grandes réserves. Dans des 
cristaux moléculaires constitués de composés aromatiques, les pre- 
mières excitations électroniques (3 à 4 eV) correspondent à des tran- 
sitions quantiques d'électrons x bien isolés des molécules. Mais pour 
les atomes de gaz inertes, les premières excitations (8,44 eV pour le 
xénon, 10,03 eV pour le krypton, 11,61 eV pour l’argon et 17,7 eV 
pour le néon) correspondent à des transitions quantiques faisant in- 
tervenir les électrons les plus externes. Ces électrons passent respec- 
tivement dans les états Gp, 5p, 4p et 3p dont le rayon orbital moyen 
est beaucoup plus grand que le rayon de l’état atomique fondamental. 
Par conséquent, le recouvrement des orbitales considérées apparte- 
nant à deux atomes différents est très important. L’approximation de 
Heitler-London n’est pratiquement plus valable même pour les états 
excités les plus bas. Il faut faire intervenir de grandes corrections 
liées à la non-orthogonalité des états [307]. En outre, il existe un 
mélange entre le premier état excité neutre et des états délocalisés 
de transfert de charge [308]. 

Les travaux expérimentaux montrent que seuls les premiers 
états excités du cristal peuvent être comparés aux excitations élec- 
troniques de l'atome. L’énergie d’excitation dans le cristal est dé- 
placée par rapport à l’énergie d’excitation de l'atome: dans le xé- 
non. elle est plus petite (la grandeur du déplacement est 0,06 eV), 
dans le krypton, l’argon et le néon elle est plus grande (respective- 
ment 0,14 eV, 0,5 et 1, 1 eV). Les premières bandes d’excitation dans 
le xénon, le krypton et l’argon sont dédoublées, en raison des inte- 
ractions spin-orbite. Les grandeurs de l’éclatement E32 — Eye 
sont respectivement égales à 1,08; 0,64 et 0.40 eV. Dans le néon la 
première bande présente une largeur relativement grande de 0,5 eV. 
A côté de chaque composante du doublet, dans la région des courtes 
longueurs d'onde, on a découvert des groupes de raies que l’on ne 
peut comparer directement à des états excités de l'atome. Ces raies 
sont décrites approximativement par une série hydrogénoïde confor- 
me à la théorie excitonique de Wannier-Mott 


E,=E, — Gir?, (44.67) 


où G—uR/E, R — 13,6 eV est la constante de Rydberg, p = en 
e 
est la masse réduite de l'électron et du trou, €, est la permit- 
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tivité diélectrique (voisine de 2 pour le Xe, Kr et Ar), Æ, est la lar- 
geur de la bande interdite. Dans le cristal de xénon E, = 9,28 eV 
et les états de nombres quantiques x = 1, 2, 3 correspondent aux 
énergies 8,38 ; 9,03; 9,23 eV. Les rayons de ces états répondent à la 
formule r, — 6,2n°. La masse réduite de l’électron et du trou est 
u = 0,36m. Le moment total de la quantité de mouvement est égal 
à 3/2. Dans les cristaux de krypton, d’argon et de néon l'énergie E, 
est égale à 11,6; 14,2 et 21,9 eV. Dans les cristaux d'’argon et de 
néon la valeur du paramètre G de la formule (44.67) est égale à 2,4 
et 5,24 eV. 

Rossler [309] entreprit des calculs numériques d'états excitoni- 
ques dans les cristaux de gaz inertes. Les résultats de ce calcul s’ac- 
cordent relativement bien avec les données expérimentales concer- 
nant les premières séries excitoniques. Cependant de nombreuses 
raies spectrales n’ont pas encore reçu d'interprétation théorique sa- 
tisfaisante. 

La durée de vie radiative des états excités des cristaux de gaz 
inertes est environ de 10? s. En raison des interactions importantes 
avec les vibrations de réseau du cristal, l'excitation excitonique se 
localise rapidement (—10-5% s) en formant des centres d’excitation 
quasi atomiques ou quasi moléculaires. Dans ces conditions, au voi- 
sinage des centres d'excitation du cristal se constituent des microca- 
vités. La formation de ces microcavités est due au « gonflement » 
du nuage électronique du centre atomique excité. Ceci fait appa- 
raître une répulsion supplémentaire des atomes voisins, c’est-à-dire 
une force d'échange liée au recouvrement des nuages électroniques. 

La formation de centres quasi atomiques de ce type a été mise 
en évidence dans les spectres de luminescence de l’argon et du néon 
cristallisés sous la forme de raies fines isolées dont la fréquence cor- 
respond extraordinairement bien (à une dizaine de cm? près) à la 
fréquence d'émission de ces gaz. 

Dans les cristaux de gaz inertes plus lourds (xénon et krypton) 
la localisation des excitons conduit à la formation de complexes 
quasi moléculaires (eximères). La luminescence à partir de ces états 
se présente sous la forme de larges maxima de structure simple. 


$ 45. Interaction exciton-photon. Polaritons 


Dans les paragraphes précédents, nous avons étudié le spectre 
des excitations électroniques élémentaires du cristal (des excitons), 
en tenant compte seulement des interactions coulombiennes entre 
les charges du cristal. Mais il convient d'ajouter les interactions de ces 
charges avec le champ électromagnétique transversal qu'elles créent. 
Cette interaction retardée est complètement déterminée par les échan- 
ges de quanta du champ (photons) entre les particules chargées du 
cristal. 


23—0534 
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Supposons que ce champ électromagnétique transversal, emprison- 
né dans le volume du cristal, vérifie les mêmes conditions aux limi- 
tes cycliques que les excitons. Supposons en outre que les excitons 
n’interagissent pas avec les vibrations de réseau (phonons). Ces deux 
hypothèses sont parfaitement réalistes. Dans ces conditions, comme 
nous le verrons par la suite, un exciton de vecteur k donné ne peut 
entrer en interaction qu'avec un photon de même vecteur d'onde k 
et de même polarisation. On voit alors apparaître dans le système de 
nouvelles excitations élémentaires (qui sont des états stationnaires 
de même vecteur d'onde k) appelées polaritons. 

Lorsque le cristal occupe une région délimitée de l’espace, et le 
champ, comme d'habitude, un volume infini, l’exciton de vecteur 
d'onde k entre en interaction avec un nombre infini de degrés de 
liberté du champ électromagnétique transversal. Dès qu'un exciton 
est créé, son énergie se répartit sur ce nombre infini de degrés de 
liberté, et l’état excitonique s’amortit de manière radiative. Si l’on 
tient compte des interactions entre l’exciton et les vibrations de 
réseau, on a un amortissement supplémentaire (relaxation). Le rôle 
des processus de relaxation dans l’absorption vraie de la lumière se- 
ra discuté dans d’autres paragraphes de ce livre. 

Comme on l’a montré au $ 44, l'opérateur caractérisant les états 
excitoniques dipolaires du cristal (une molécule par maille) s'écrit 
dans la représentation des nombres d'occupation W; (k) 


Hex= S Es (k) BiyBus (45.1) 


où Bi; et Br, sont les opérateurs de création et d’annihilation des 
excitons correspondant à une excitation intramoléculaire Ae; — 
— hw,, de quasi-impulsion ñk et de moment dipolaire électrique de tran- 
sition quantique (à partir de l’état fondamental) d *). La somma- 
tion dans l'égalité (45.1) s’étend à toutes les valeurs de k de la premiè- 
re zone de Brillouin de l'espace k. 

Dans la représentation du nombre d'occupation des photons 
l'opérateur énergie du champ électromagnétique transversal (sans 
tenir compte de l'énergie de zéro du champ) peut être écrit [5] 


H,=Ù hcIk| afoaxe, @=1,2, (45.2) 
k,@œ 
où c |k | = « (k) est la fréquence du photon (c est la vitesse de la 


lumière) ; af, et a. sont les opérateurs de Bose de création et d’an- 
nihilation des photons d'énergie fo (k), d’impulsion *%k et de pola- 
risation ei. Les vecteurs unitaires e, sont tels que (ex exe) = 0, 
(kezxe) = 0 pour & = 1,2. La sommation dans (45.2) s'étend à tout 
l'espace k. 


*) La généralisation au cas des cristaux à plusieurs molécules par maille 
élémentaire ne présente pas de difficultés. 
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L'opérateur du potentiel vecteur A (r) du champ électromagné- 
tique, normé pour chaque onde de vecteur d'onde k, pour un photon 
d'énergie #iw (k) dans le volume V du cristal (dans la jauge de Cou- 
lomb div A = 0) 2 être exprimé à l’aide des opérateurs age 


A (r)= > PA PE ExaVia EXP (Ekr), (45.3) 


1. + Cu, œs a = 1, 2: (45.4) 


Cherchons la forme de l’opérateur d'interaction du champ élec- 
tromagnétique avec les molécules du cristal dans l’approximation 
dipolaire, c.-à-d. dans la représentation des nombres d’occupation. 
Lorsque l’on néglige les différences de phase à l’intérieur d’une mé- 
me maille élémentaire, cet opérateur s'écrit dans la représentation 
des coordonnées 


Hex.y= —— ne À A (2) Pa += ee ÿ AZ (n), (45.5) 
n 
où p, est l’impulsion ie des S électrons optiquement actifs 
de la molécule neutren;eet m sont la charge et la masse de l’élec- 
tron. 


Si Bi, est l'opérateur de transition d'une molécule n de l’état 
fondamental | O0) à l’état excité | f) (voir $ 44), dans la repré- 


sentation de seconde quantification, l'opérateur p, est représenté 
par 


Pa > ue ({f | Pn | 0) Bñ;+(0 | Pa | f) Ba). (45.6) 


Soient Hh l’hamiltonien des S électrons optiquement actifs de 


la molécule n et d, l'opérateur de leur moment dipolaire électrique 
résultant. On a alors les relations de commutation 


(ln, #4) = 7 Pa, (ds, PA] = ieSA6, 7. 
En utilisant ces relations de commutation, on obtient 
(1 Pal 0) = 4 d,, (45.7) 
Do s6, dj=eflr|0) (45.8) 


Ÿ (#0) 


L'égalité (45.8) représente la règle de sommation des forces d'oscilla- 
teur FF des transitions de la molécule 


FF = 2m (Œ)2w;,/e2h, ù Ff=S. (45.9) 
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La somme des forces d’oscillateur des transitions moléculaire est 
égale au nombre d'électrons optiquement actifs. 

Substituant les valeurs (45.6) et (45.7) dans l'opérateur (45.5), 
nous trouvons l'opérateur d'interaction des excitons et des photons 
dans l’approximation dipolaire: 


Hex.y= —<+Y © (A (n) d;) (Bäs— Bas) + 
n/ 


S 5 A2(n). (45.10) 


Remplaçant le potentiel vecteur (45.3) par sa valeur et transfor- 
mant les opérateurs Ph; par la transformation canonique 
1 

Br, = —— S'B exp (ikn 

nf vN = k/ P( ), 
nous obtenons l'expression finale de l'opérateur exciton-photon 
dans la représentation des nombres d'occupation des excitons et 
des photons 


. à je YhaVka + > D(k,a,f) (Bi; —Bx,) Vie, (45.11) 
k, a 


k,@,f 
où 
D(k, a, f)= ne (red) A. (45.12) 
= 4ne*/mv = OS (45.12a) 


est le carré de la rat de plasma, v le volume de la maille élé- 
mentaire. Nous n'avons pas tenu compte des processus de rejet 
(Umklapp). 

L'expression (45.11) montre que des excitons (k, d;) ne peuvent 
entrer en interaction qu'avec des photons (Q, es) vérifiant les con- 
ditions Q = +k et (d;ex) 0. Les excitons longitudinaux, c'est- 
à-dire ceux dont le vecteur d'onde k est parallèle à d;, n’entrent pas 
en interaction avec le champ électromagnétique transversal. Compte 
tenu de (45.1), (45.2) et (45.11), l’'hamiltonien du système excitons- 
photons s'écrit 


=5+ D Ha (45.13) 
k 
où 


Hi= DE, (k) (BisBxy + B'x. Bu, s) + 
f 


+ > Ac|k| (1 + &. (AkaGka +4, «G-K, &) + 
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LE 
+ZIKT D (axot-v, à + Ataltu, &) + 
œ 


+ D D(k, @, f) [Ya (Béy— Bu, 5) + Yu, à (Blu.s— Bus)].  (45.13a) 
Penn (45.13a) prend une forme diagonale 
Hi = A 2 Ou (k) Eg (k) Eu (k)+60(k), u=1,2, 
en utilisant la transformation canonique de Bogolioubov-Tiablikov 
Bit = 2 CEu (ke) uns, u + Eu (—K) vis, uls 
Aka = > Cu (k) ra, u + En (—K) vxy, ul. 


Les fonctions de transformation uw et v vérifient les conditions 


(45.14) 


ÿ À = 
» (uxi, uUki, Hs — Ut, uUki, p) = Ôu, Ua? l = | A ©, 
M 


Toutes les autres combinaisons du type >) (Ukt, Ut, p,—Uxi, u Ut, y) 
sont nulles. La forme explicite de ces fénctions est donnée par les 
solutions du système 
(ou+clk|)Tra.u=(c|k|—@u) Uxa,us 
os +E; (k)]vuesu = (ou—E; (k)] ur, ps 
Lio — E, (k)] uxs,u = 2 D (kaf) (Vkas uFuUka.u)s (45.14a) 


(ou—c|k}) Uiau= + >, D (kaf) (us. u — Uxs.u) + 
1 


Qi 
+ ZIEI (Uxe,u + Vke, u): 


Le système (45.14a) se réduit à une équation en uxe,,, permettant 
de définir l'énergie fo, (k) de nouvelles excitations élémentaires — 
les polaritons 


[oi — c'k?— (] Uxe, D 2 Tops, E— 0, (45.15) 


&?E (k) (exodf) (expd) 
Tas= Bt D ira E EN 


sont des éléments matriciels dépendant de l'énergie cherchée fw,. 
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Dans le cas de cristaux isotropes, en utilisant l'égalité approchée 
ho, = E, (k) et la règle de sommes (45.9) nous trouvons 


R2FT 
T'as = — | — @ + OLD 2 RO — FEES (k) | ÔaB- 


Puis, substituant cette expression de (45.15), nous obtenons l’équa- 
tion 


RQ? FF 22 
[1 “à R3@!, FES (k) NT | Uka,u — 0, (45.16) 


déterminant la on. (k) des polaritons et l'expression expli- 
cite de l'opérateur énergie ds. 13) en fonction des opérateurs de créa- 
tion Ë; (k) et d'annihilation E, (k) des polaritons: 


H = D Hik=k à 1 Ou (k) Eu (k) Eu (K) + 80 (45.17) 


60 = k À Ou (k) [> [Urka.u > [Uxf,u F2] 
L, 


est l'énergie de l’état fondamental. 
Le système (45.16) a des solutions non nulles lorsque 


ak R3QSF} 
&? À R301 — Fi (bo) : 


(45.18) 


Cette égalité est l'équation de dispersion des polaritons, déterminant 
la dépendance de la fréquence de ces excitations élémentaires en fonc- 
tion du vecteur d'onde réel k. 

Si la bande excitonique la plus basse E, (k) — ÀQ (k) est isolée 
des autres, et si l’on s'intéresse au domaine de fréquences voisines de 
Q (k), on peut dégager dans l'équation (45.18) le terme résonant le 
plus important et le transformer en 


ik 


To — €o + a , (45.19) 


— ane 
Î= Q VF 1— mv Fi 
est un paramètre caractérisant l'importance de l'interaction lumière- 


excitons, et 


OF; 
rire Q5(k)—07 
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est une fonction faiblement dépendante de la fréquence w au voi- 
sinage de Q, (k). 

Si on suppose que €, est constante, on trouve deux racines posi- 
tives de l'équation (45.19) 


@, 2 (k) = 75 A+ VA kel", (45.20) 


A = (k) + (ck? + f)/e. (45.21) 


Les fonctions «1, . (k) définissent deux branches de polaritons. 
11 leur correspond les fonctions d'onde E; (k) | 0 ), qui s’écrivent 
dans la représentation des coordonnées 


Wkir=rexpli(r—a(k)s, u=1,2. 


Par conséquent, ces excitations élémentaires sont distribuées uni- 
formément dans le volume V du 
cristal. Sur la figure 60 (voir aussi 
fig. 83) on a représenté les deux 
branches polaritoniques au voisina- 
ge de k—0O (dans le cas de très 
grandes valeurs de f). La fréquence 
&a (0) = Y (2°? (0) + f?/e, est appe- 
lée fréquence des excitons longitu- 
dinaux. 

Les valeurs de k et de Q à la 
résonance (k, — Q) sont définies 
par la condition d'intersection des 
courbes de dispersion des excitons 
libres et des photons dans le cris- 
tal, c’est-à-dire 


Q,=cQ/V 8 (45.22) 


Ainsi à la résonance À — 4, = 
= 207 + f2/e,. C'est pourquoi. à la 
résonance, pour une valeur k, du 
vecteur d’onde, il ya deux polari- 
tons de fréquences (on tient compte 


où 


Fig. 60. Deux branches polaritoni- 
ques o, (k) et o. (k) au voisinage 


de l'inégalité Q,V & > 1): de k — 0. Les lignes pointillées in- 
er diquent la dispersion des photons 
Q, (Q) = Q, — f/ V&, ck/y/ & et des excitons Q (k). 


(QE Q,+f/Ve. (45.23) 


La transformation inverse de (45.14) dans le cas d’une bande ex- 
citonique isolée E, (k) est 


Eu (k) = Uri, uB1 RE U£1, uBxi + Uka, uk — VUxa,yudka (45.24) 
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Par conséquent, les fonctions d'onde Ë; (k) | O0 ) des polaritons sont 
une superposition des états excitonique et photonique de polarisation 
«, dont le vecteur champ électrique est parallèle au moment dipolaire 
électrique de transition d,. La contribution relative des excitons et 
des photons dans cette superposition est donnée par les valeurs ux4 , 
et Lin. ue 

Pour des vecteurs d'ondes voisins de la résonance, le mélange de 
l’exciton et du photon est important. Cette région est d'autant 
plus importante que le paramètre f, caractérisant l'interaction ex- 
citon-photon, est grand. En l'absence d'interaction f = O et (45.20) 
donne 1 (k)=c|k |/V'eo, ©e (k) = Q (k). 

Pour k € Q, l'énergie des polaritons de la première branche 
coïncide pratiquement avec l'énergie des photons «4 (k) — 
= c|k|/Ves Dans ce cas ue 1 Æ& 1, et les fonctions ux ;, 
Vl1,1 ©t Uke.1 Sont voisines de zéro. La plus grande contribution à 
l’état polaritonique est de nature photonique. Pour k 5 Q, les po- 
laritons coïncident avec les excitons: o1 (k) = Q (k), ui Æ 1; 
Via,1 © Uka,1 © Vke, 1 © D 


$ 46. Permittivité du cristal due aux excitons 


Pour étudier la propagation des ondes planes monochromatiques, 
homogènes (Re k parallèle à Im k)et transversales, dans un diélec- 
trique ne possédant pas de charges libres, il est commode, au lieu 
d'utiliser le tenseur de permittivité (reliant le vecteur induction 
D du champ électromagnétique au champ électrique total E), 
d'employer un tenseur auxiliaire &,, le tenseur de permittivité 
« transversal ». Ce tenseur relie, par l'équation D = &,E,, le 
vecteur induction à la projection transversale du champ E, du 
vecteur champ électrique *). 

Les vecteurs D (k) et E, (k) sont situés dans un plan perpendi- 
culaire au vecteur d’onde k. Par conséquent, &, (k, w) est un ten- 
seur de rang deux, agissant sur des vecteurs de ce plan. Soit un systè- 
me de coordonnées 21, Z:, Zs, associé à la direction de k, de telle sor- 
te que z, soit dirigé le long de k et z, et x, le long des axes principaux 
du tenseur £,. Nous appellerons ce système de coordonnées système 
de coordonnées du vecteur d'onde. Dans ce système 


€] O 0 
e,(k,@)= |] 0 ez 0}, (46.1) 
0 O0 0 


Le tenseur e, (k, w) définit complètement les propriétés macrosco- 
piques du cristal relatives à la propagation le long de k d’une onde 


*) Le tenseur de permittivité transversal a d’abord été utilisé par Pekar 
[310, 311], par Agranovitch et Ginsburg [312]. 
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homogène monochromatique transversale de grande longueur d'onde. 
Dans ce qui suit, nous étudions seulement le tenseur €, (k, «), 
c'est pourquoi nous omettons le signe LL. 

Soit une onde électromagnétique transversale de longueur d'on- 
de très supérieure à la constante du réseau a (ka 1). Le champ élec- 
trique de cette onde 


E (k, w) = eE, exp li (kr — wt)] (46.2) 


(e est un vecteur unitaire définissant la polarisation et vérifiant la 
relation ke — 0) donne naissance dans le cristal à un moment élec- 
trique spécifique 


P(k, ©) ED E (k, 6). (46.3) 


Pour calculer la permittivité, il convient de calculer tout d’abord 
en approximation linéaire la valeur moyenne du moment dipolaire 
électrique induit dans le cristal par (46.2). 

Nous supposerons que les états moléculaires étudiés sont singu- 
lets par rapport au spin, et que le champ (46.2) a été établi à l’instant 
t — —o de manière adiabatique. En approximation linéaire par 
rapport au champ dans la représentation des coordonnées, l’opéra- 
teur d’interaction du cristal avec le champ s'écrit 


Hint= — S (40€ ""Pa) exp [(kn—ot)+yt], (46.4) 
n 

où m et e sont la masse et la charge de l’électron, c la vitesse de la 
lumière ; A, = —iceE,/o l'amplitude du potentiel vecteur en jau- 
ge de Coulomb; r, et pa les opérateurs représentant la somme des 
coordonnées et des impulsions des électrons dans la molécule n. 
L'introduction du petit paramètre positif y dans l'équation (46.4) 
assure l’établissement adiabatique des interactions au moment 1 — 
—= —oc. Ce paramètre inclut formellement les processus de relaxa- 
tion toujours existants dans le système. 

Dans ce qui suit nous ne prendrons en considération qu'un seul 
état excité de la molécule. Soient |0) et 1f) les fonctions d'’on- 
des de l’état fondamental et de l’état excité. Alors dans l’approxima- 
tion des grandes longueurs d’onde ([5], $ 95) 


e{f | eikr (ep)] 0) =imo; (ed)+ie(f (kr) (ep)|0)+..., (46.5) 


d=e(tf|r]0) (46.6) 


est le moment dipolaire électrique de la transition intramoléculaire ; 
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le deuxième élément matriciel dans (46.5) peut être transformé *) 


e{f I(kr) (ep)10) = mo, D A Qiiee ++ SE Mes, 


"“ 


où 
Qzzx = e(flzl0) (46.7) 
sont les composantes du moment électrique quadrupolaire de transi- 
tion, 
’ (4) () 
Ms= —ieh (|23 22 |0) (46.8) 


les composantes du moment dipolaire magnétique de transition. 
Dans le développement (46.5), le rapport de chaque terme au ter- 
me précédent est de l’ordre de ka < 1. C’est pourquoi on peut ne te- 
nir compte que du premier terme non nul. 
Ainsi, lorsque d + 0, la transition est dipolaire électrique et 


e(f | eikr (ep)|0)& iw,m (ed). (46.9) 


Si d = 0, il faut tenir compte du deuxième terme de (46.5). Pour une 
transition quadrupolaire électrique 


e(f L'etkr (ep)| 0) & +imo, D k,Qisex (46.10) 


z,X 


et pour une transition dipolaire magnétique 


(fl ete (ep)10)& + DE Mes. (46.11) 
Etudions d’abord les excitons dipolaires électriques, pour les- 


quels d = 0. Dans ce cas l'opérateur d’interaction (46.4) dans la re- 
présentation des nombres d'occupation des excitons devient 


Hint = WE, exp (— it + vt), (46.12) 
où 


w=—V NL (ed) ([B*(k)—B(—k)]. (46.13) 


Conformément à (44.48), l'opérateur du moment dipolaire électri- 
que spécifique du cristal (une molécule par maille élémentaire, 
donc dr. — d) s’écrit dans la représentation des nombres d'occupa- 


*) Les sommes figurant dans cette expression doivent être comprises com- 
me suit: 


à Ax= À Ay= D 4;:= A;+ Ay+ A. 
v z 


x 
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tion des excitons 


(—k) + B (k)], (46.14) 


où v est le volume d’une maille élémentaire. 
Dans la méthode utilisée au $ 41, la valeur moyenne (46.14) 
devient, à l'instant t après le début de l’interaction (46.12), 


(P(n,t))=Tr{p(t) P (n,t)}, (46.15) 
où 
PO, DenslB(—k9+ BRL (646) 
B (k,t)=exp —— SE B (k) exp (— +) 
ou 
ip ED (8 (k, t), H]. (46.17) 


L'opérateur statistique p (f) doit vérifier l'équation de Liouville 
in PO 2 (Hi (8), P (O1, (46.18) 


P)=exp + p(t)exp(— +), 
Hine (€) = w (€) Evexp (— iot + t), (46.19) 
D (9 = — LV (ed) [B* (k, 1) —B (—k, D]. 


Supposons que, avant l'interaction, l'opérateur statistique soit égal 
à 


Po=exp(—BH)/Tr{exp(—BAH)}, B=r. (46.20) 


H est l'hamiltonien du système avant le début de l'interaction. 
D'après (46.18), à l'instant ?, à l’approximation linéaire par rapport 
au champ, l'opérateur statistique est 
t 
1 
P()=Po+-7 | LAint (r), Pol ét. (46.21) 
Substituons les valeurs (46.21) et (46.19) dans (46.15), et permutons 


circulairement les opérateurs figurant dans le deuxième membre. En 
l'absence de champ extérieur, on posera que la valeur moyenne du 
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moment dipolaire électrique spécifique du cristal est nulle, ce qui 
nous permettra d'écrire 


__ or (ed) d 
vof 


(P(n,t))= exp {i (kn — ot) + yi] x 


d 


x | C(r)(Tr{polB(k,t), B*(k,T1)]}— 


— C0 


— Tr {po [B* (—k, t), B(—k, t)]}) dt, 


où C(t)=exp [Lio (t —t) + y (rt —t)]. 
Introduisons sous le signe d'intégration la fonction échelon 
À pour £>7—, 


0 pour t<<T, (46.22) 


O(t—7T) = { 
on peut alors étendre à l'infini la limite supérieure d'intégration. 
Sous le signe d'intégration figurent les fonctions de Green retar- 
dées *) 

G (k, t— 7) = —i60 (£— 7) Tr {Po [B (k, t—T), B* (k, 0)]}; 
G'(—k,it—Tt)=—i0(t—7+) Tr{polB*(—k,t—T),B(k,0)]}. (46.23) 


Par conséquent, on peut écrire 


(P(k, o)}=— LOC (6 (k, &)—G*(—k,—6)], (46.24) 


© = © + iy, (46.25) 
+oo 
G(k,&)=(B(k); B+(k))5=+ | etet-vG (l, ?)dt, 


+00 
G(k, —6)=(B(k);B(k)} gr | eit-vG*(k,t) dt (46.26) 


sont les transformées de Fourier des fonctions de Green retardées ou 
leurs représentations énergétiques. 

En comparant (46.24) et (46.3), on voit que les composantes du 
tenseur de permittivité (pour un exciton dipolaire électrique d 
associé à un état excité intramoléculaire | f )) peuvent s'exprimer 


Arwyd’ d} 
ne 


Exy (Ks ©) = Op [G(k,©)—G*(—k,— @)]. (46.27) 


*) Les fonctions de Green retardées ont été étudiées par Bogolioubov et 
Tiablikov [313] (voir aussi [314]). 
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L'énergie des états excitoniques est beaucoup plus grande que 
l'énergie d'’agitation thermique du réseau cristallin. Par suite si 
l'opérateur énergie À contient seulement des opérateurs excitoniques 
(molécules fixées aux nœuds du réseau), la moyenne, exprimée à 
l'aide de l'opérateur statistique p,, peut être prise simplement sur 
l'état fondamental | 0 ) sans exciton. Ainsi les fonctions de Green 
retardées deviennent 


G(k,t)=—10(t)(0][(B (k,t), B+ (k, 0)] | 0 }. (46.28) 
Dans ce cas, leurs transformées de Fourier vérifient l’équation 
ho ((B(k); B+#(k) }}; = 
= (0][B(k), B+(k)110) + ([B(k), AH]; B+(k)}}s. (46.29) 


Cette équation permet de calculer la transformée de Fourier de la 
fonction de Green retardée, sans être obligés de calculer au préala- 
ble la fonction de Green elle-même. 


Appliquons l'équation (46.29) au cas d’un hamiltonien excito- 
nique du type 


H= ZX ho (k)'B* (k) B(k). (46.30) 


Dans ce cas [B (k), H] = fo; (k) B (k), [B (k), B+ (k)] = 1. C'est 
pourquoi il résulte de (46.29) 


Gko)={(B(k); B+(k) }S = {flo + iy — 0, (k)]}4 (46.31) 


On peut obtenir le même résultat en calculant d'abord la 
fonction de Green retardée. D’après (46.17) B(k, t) = B (k) x 
x exp [— io (k)t]. Donc la fonction de Green (46.28) est 


G (k,t) = —i6 (t) exp [— io (k) t]. (46.32) 
En calculant 
+ 00 
(B(k); B(k)}z= 7 | G(, 4) efôt de, 


nous obtenons la valeur (46.31). 
Lorsque le paramètre y est très petit, en utilisant (46.27) et 


l'identité 

(G+ipai=Fi—inô(z), y—0, 
nous obtenons 
Ezy (K; &) = 


À {Fo [w2— ©} (k)]7!— io; (k) xô (w2— w} (k))}. 


= 0 — 
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Si le paramètre y a une valeur finie, on a 
8rxw;d;d} 


Eay (KE, D) = Bay — Tor or 20 WI 


Les valeurs trouvées pour la permittivité sont déterminées par une 
seule bande isolée d’états excitoniques. Dans le domaine des fré- 
quences & — w(k) on tient compte de la contribution des états 
excités d’une autre énergie en remplaçant Ô.,, par le tenseur ei, 
qui dépend faiblement de la fréquence au voisinage de ©; (k). Dans 
ce cas 

8nw;d;d} 


L'équation (46.31) montre qu'au voisinage de la résonance w — 
= © (k) 


e.y(k, ©) = € — (46.33) 


|G(k, ©)| > 1G*(k, — o)|; 


c’est pourquoi, lorsque l’on calcule la permittivité, au lieu de (46.19), 
on peut utiliser l'expression 


= &aroyd;dÿ = = 
Exy (K, ©) = et G(k,@), œ—=œ—<+iy. (46.34) 


Dans ce cas au lieu de (46.33) on obtient 
= 4nw;dÿd} 
= à 
Easy (Es 0) Eu orto+—0; ET * 

qui, au voisinage de w— &}; (k), coïncide avec (46.33). 

La propriété la plus importante de la permittivité, correspondant 
à la bande excitonique w; (k), est sa dépendance du vecteur d'onde 
k. Cette dépendance est appelée dispersion spatiale. 


Pour des excitons quadrupolaires électriques, d’après (46.10) 
l'opérateur (46.19) devient 


Hint(t) = Wo (t) Esexp (—iwt+ yt), 


Pot= DV (B+(k, 1)—B(—Kk, 1] D kQrses 


kK 2: % 


Les composantes de l’opérateur moment dipolaire électrique spé- 
cifique sont données par 


> k:Qzx 
P,(n)= > TEE etkn[B*(—k)+8B (k)]. 
k 


En calculant (de la même manière que (46.15)) la valeur moyenne de 
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ce moment dipolaire spécifique nous obtenons 


(P.(n))= Tr {p (+) P, (n, t)}= 
O 


TT v© à k.Qx > k:Qzre, [G (k, &)— G+ (—k, —&)]. 
2 2° 


Comparons cette expression avec (46.3). Nous obtenons l’expres- 
sion des composantes du tenseur de permittivité dû’aux excitons- 
quadrupolaires 


2 4nw _ 2 
CA (k, ©) — y > k.k:Q 220: [G (k, ©) —G*(—k, —o)]. 
‘ (46.35) 


Pour des cristaux optiquement isotropes, ce tenseur (46.35) se 
réduit au scalaire 


&Q (k, ©)—e— gk2(G (k, ©)—G*(—k, —o)].  (46.35a) 


À noter que dans le cas d’excitons quadrupolaires, la dispersion 
spatiale de la permittivité n’est pas seulement due à la dépendance 


en k de la fonction de Green G (k, w), mais aussi au facteur k!. 
Pour des excitons dipolaires magnétiques l'opérateur d'interaction. 
(46.19), conformément à (46.11), devient 


Hint(t) = w (t) Evexp (iwt+ vt), 


D= DITS RM se 8" (k t)—B(—k, #)] 
Kk 


X,Z 


Les composantes du moment électrique dipolaire spécifique sont dans. 
ce cas définies par l’expression 


1 
= 7 D RM ace [8° (—k) + B (E] 
Calculons le moment spécifique moyen 


1 ' a 7 
(P, (n)) = 70 > k,M ;2k2, M :,1ey [G [k, @)—G*(—k, — @)]. 
Zo 21, V 
Par conséquent, les composantes du tenseur de permittivité cor- 
respondant aux excitons dipolaires magnétiques s'expriment aussi en 


fonction des transformées de Fourier de la fonction de Green retar- 
dée : 


(ke, D) VER MM y (G (K, ©)—G*(—k, —G)]. 
LL (46.36) 
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Lorsque les fonctions [0 )et | f) incluent les fonctions de 
spin, dans l’expression (46.36) il faut poser 


M: =e(L, +28), Mary = e(L: +2S,), My: = e (L; + 2S,), 
où 
L,=(f1L 10), Sx =(fI1S; 10), …, 


[., $, sont les projections des moments résultants orbitaux et de spin 
des électrons de la molécule. 


46.1. Lien entre la permittivité et la fonction de Green retardée 
des photons. La formule (46.34) exprime le tenseur de permittivité 


transversale €,, (k, w) en fonction des transformées de Fourier des 
fonctions de Green retardées excitoniques 


G(k,@)=(KB(k), B+(k))}e 


Montrons que ce tenseur €. (k, w) peut aussi être exprimé en fonc- 
tion des transformées de Fourier de la fonction de Green retardée des 
photons du cristal. Ces photons sont des quanta du champ électro- 
magnétique transversal existant dans un cristal excité. Les excita- 
tions considérées incluent les interactions coulombiennes longitudi- 
nales entre charges du cristal. 

Un champ électromagnétique transversal du cristal est décrit par 
l'opérateur (voir $ 45) 


Hi — 2 hic [k | Ajalkas &@—1, 2, (46.37) 
k, @ 


OÙ Gia, ke SOnt les opérateurs de création et d’annihilation de pho- 
tons d’énergie ch | k |, d’impulsion *k et de vecteur polarisation 
rx. Dans ces conditions l'opérateur potentiel vecteur du champ trans- 
versal s'exprime en fonction des opérateurs ax, 


AG= D VE ouais exp (Ekr),  (keux) = 0, (46.38) 
k, œ 


Vie = Are + al x, ae 


Conformément aux équations macroscopiques de Maxwell le po- 
tentiel vecteur (pour un champ électromagnétique transversal dans 
un milieu de permittivité e (k, w)) peut être exprimé en fonction des 
courants étrangers transversaux j (k, w): 


[Se o)—k2] |A(, ©) = —Æ j(k, ©), (kA) = 0, 
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où J est le tenseur unité. Il en résulte 
Aa (Q o#e > [- ee (@o)+1], is(Q w). (46.39) 


Si l’on connaît le lien entre les courants étrangers 
fi (r,t) = j (Q, ©) exp Li (Qr — ot) + ve), (46.40) 


établis à l'instant t — —co, et le potentiel vecteur qu’ils créent 
dans le milieu, on peut calculer | : tenseur de permittivité transversal 
e (Q, &), © = © + iy. 

En mécanique quantique, l'opérateur d'interaction de courants 
étrangers avec le champ électromagnétique est 


Hint= —— = | A(r)j(r, t) dfr. 


Substituant dans cette formule l'expression (46.40) et l'opérateur 
(46.38), nous obtenons 


D — 2 
int — 1} Ge D Vèa ja (Q @)exp (or+ y). (46.41) 
a=1 


Supposons qu’à l’instant t — —, le cristal, caractérisé par l’ha- 
miltonien H (cet hamiltonien inclut le champ électromagnétique), 
est décrit par la matrice densité p,. Dans la représentation par la 
matrice densité (représentation d'interaction) dans l’approximation 
linéaire par rapport à l'opérateur (46.41), la variation de la matrice 
densité (voir (46.21)) entre l’instant —o et l'instant t est égale à 


Ap (+) 56-m= 4 | (int (r), pol dr, (46.42) 
avec _ 
P()=exp Ep (#) exp (—#E), 
Fine (+) = exp FE Hint (#) exp ( — +). 


La valeur moyenne de la composante « (dans le système du vecteur 
d'onde) de l'opérateur potentiel vecteur créé par les courants étran- 
gers (46.40) est à l'instant t 


(Ac (Q: r, t)=Tr{Ae (Q: r, t)-Ap(t)}, (46.43) 
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Âa (Q;r,t)= ARTE TO | VQc (t) exp (iQr), 


_ iHt \ 
Vos (= exp RE vou exp (— 5). 


Substituons la valeur (46.42) dans l'égalité (46.43) : 


(46.44) 


(à 
Aa (Q5 2 9)=% | Tr {po [AQu (rs t), Pine (E)] dr. 


Utilisant les expressions (46.41) et (46.44) nous pouvons transformer 
cette égalité 


Aa (Q5 r, 9)= 60 er D js (Q, &) exp [i (Qr— wi) + vil X 
B 
X | Tr{bo [You (t), vos (0)I}exp (iwr— vr) dr. (46.45) 
0 


Introduisons la fonction échelon (46.22). L'intégrale de cette expres- 
sion devient 
+c 
À eiut-vrP 5 (Q, t) dt = l'es (Q, ©), (46.46) 
où : h 
las (Q, t)=—i0 (2) Tr {po [vos (t), Yos (0)]} (46.47) 
est la fonction de Green retardée des photons et [,8(Q. w) sa trans- 


formée de Fourier, dont la dimension est inverse à une fréquence. 
Après substitution de (46.46) dans (46.45) nous obtenons 


(Aqu (r; t)) = Aa (Q, ©) exp [i (Qr— wt) + ve], (46.48) 
anñ 


où 4 (Q, &)=— 57 D les (Q, ©) je (Q &). 


Comparons cette égalité avec l'égalité macroscopique (46.39). On 
trouve le lien entre la permittivité et la transformée de Fourier de 
la fonction de Green retardée des photons 


eds (Q, &)= TT Bag + 2LQLE gr (Q, Se 


Rapportée aux axes principaux du tenseur de permittivité cette ex- 
pression se simplifie 


2 
ea (Q &)= + RE (46.49) 


CHAPITRE X 


INTERACTION EXCITON-PHONON 


$ 47. Interaction exciton-phonon 
dans les cristaux moléculaires 


Dans le chapitre précédent, nous avons étudié les états excités 
du cristal en supposant que les molécules étaient rigidement fixées 
aux nœuds du réseau. Cette hypothèse était nécessaire pour simpli- 
fier la première étape dans la théorie des cristaux moléculaires. Nous 
allons étudier à présent une théorie approchée qui tient compte du 
mouvement des molécules dans le cristal. Pour simplifier, considé- 
rons un cristal idéal à une molécule par maille élémentaire; nous 
ne tiendrons compte que de l’état excitonique le plus bas, correspon- 
dant à une excitation intramoléculaire isolée. Ce modèle permet, 
sans complications supplémentaires, d'étudier les propriétés fon- 
damentales des interactions excitons-phonons du réseau. 

Rassemblons sous le symbole RÀ l’ensemble de toutes les coordon- 
nées spatiales définissant la position et l'orientation des molécules. 
Dans l’approximation adiabatique d'ordre zéro, on peut écrire l’opé- 
rateur énergie du cristal sous la forme 


Ho (R) = Hex (R) + U(R), (47.1) 


où U (R) est un opérateur représentant la somme des énergies inter- 
nes de l’état fondamental de toutes les molécules du cristal et l'éner- 
gie potentielle des interactions mutuelles des molécules; H:, (AR) 
est l’opérateur énergie des excitations intramoléculaires dans le 
cristal. Si les centres de gravité des molécules sont faiblement dé- 
placés par rapport aux nœuds du réseau (sans excitation intramolé- 
culaire) et si l’orientation des molécules diffère peu de l'orientation 
d'équilibre, on peut attribuer à chaque molécule un vecteur du ré- 
seau n ou m. 

Dans la représentation par sites, l'opérateur d’excitation du cris- 
tal, correspondant à une excitation intramoléculaire isolée d'éner- 
gie AE, est 


He (R)= D IAE + Da (R)] BiBn+ X' Mam(R) BiBm» (47.2) 
où la fonction | 


D, (R) = > Dm (A) (47.22) 


24* 
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caractérise la variation, consécutive à l’excitation de la molécule 
n, de l'énergie des interactions de Van der Waals avec les molécules 
environnantes. 

Plus la valeur de D, (R) est grande, plus le réseau a tendance à 
se déformer autour de la molécule excitée. Par ailleurs, les éléments 
matriciels Mam d'interaction résonante conduisent à la « dilution » 
de l’excitation dans le cristal. Lorsque les interactions résonantes 
sont plus importantes que la variation d'énergie des interactions de 
Van der Waals, et si le réseau cristallin est « rigide », les états exci- 
toniques du cristal ne font pas apparaître de déformation locale du 
réseau. L'invariance translationnelle du cristal est préservée, la 
fonction D, (R) ne dépend pas de la position n de la molécule exci- 
tée 

Da(R)= Ÿ Dom(R). (47.3) 
m(#0) 


Dans le cadre de cette approximation, on considérera deux cas 
limites. 


A. Liaison exciton-phonon «faibles». L'exci- 
tation du cristal ne s'accompagne pratiquement pas de variations 
dans la position d'équilibre des molécules. Les phonons émis et ab- 
sorbés (vibrations du réseau) sont associés à la même position d'équi- 
libre que pour un cristal sans excitons. Les processus à un phonon 
jouent le rôle principal. 


B. Liaison exciton-phonon «fortes. L’exci- 
tation du cristal provoque une déformation de l’ensemble du réseau. 
Le rôle principal est joué par des processus multiphononiques. Evidem- 
ment dans les cristaux réels, les deux cas peuvent être réalisés. Dans 
certains cristaux, on peut passer du cas À au cas B par une augmenta- 
tion de la température. 

Dans des cristaux moléculaires tridimensionnels, l’approxima- 
tion (47.3) est vérifiée pour des excitations moléculaires dipolaires. 
Dans des cristaux unidimensionnels ou bidimensionnels, cette appro- 
ximation peut ne pas être vérifiée pour des excitations dipolaires 
(voir $ 51). Il en est de même pour des cristaux tridimensionnels, 
pour des excitations de plus haute multiplicité (les interactions ré- 
sonantes décroissent plus rapidement que R*). Dans ce paragraphe, 
nous étudierons seulement les cas où l’approximation (47.3) est vé- 
rifiée. 

Dans un cristal ne présentant pas d’excitations intramoléculai- 
res, le minimum de l'énergie U(R) correspond à la position d’équi- 
libre des molécules (centres de gravité aux nœuds du réseau, orien- 
tation bien déterminée). Posons pour l’état d'équilibre R = (. 


Soient RÀ (j = 1, 2, .…, 6) les six déviations de la molécule n par 
rapport à la position et à l'orientation d'équilibre. Les trois premiè- 
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res valeurs de j correspondent aux déplacements translationnels, les 
trois suivantes aux variations d'orientation. 

Le lien entre l'excitation intramoléculaire et les vibrations de la 
molécule dans le réseau est concrétisé par la variation des éléments 
matriciels Mom (R) et du déplacement D, (R) dans (47.2) en fonc- 
tion du déplacement R de la molécule. Développons ces éléments ma- 
triciels en fonction des puissances successives de R, en supposant que 
le cristal n’est pas excité. Nous ne conserverons (pour simplifier) 
que le premier terme linéaire par rapport au déplacement 


H5=Hez+U (R)+ Hint + Hit (47.4) 


Hix= (AE + D (0)] BiBa+ À Min BiBm (47.5) 


est l'opérateur des excitations d’un cristal dont les molécules sont 
rigidement fixées, 


6 
 — B'B \ R! pt nn M (47.6) 
nt 2 n “2 {| n oR! m TM am}. 


6 
Hii= D BiBn D {(Rô + Ame) Dom} + (47.7) 
n,m I=1 0 m 0 


Les opérateurs (47.6) et (47.7) définissent les interactions des exci- 
tations intramoléculaires et des vibrations de réseau. Le signe zéro à 
côté des accolades indique que l’on prend les dérivées par rapport 
aux déplacements à l’état d'équilibre. 

Dans l’approximation des petites oscillations autour de la posi- 
tion d'équilibre (R — 0) l'opérateur énergie potentielle est 


U(R)=U (0)++ D Utn RO RG. 
n,m 
1,1" 
Par la suite nous n'écrirons pas la valeur constante U (0). En ajou- 
tant l'énergie cinétique 


Ta= D Li(R)? 
n, | 


et en passant de la description classique à la description quantique, 
nous trouvons l’hamiltonien des oscillations de la molécule dans le 
réseau 
m 1 
H yir = > RQ, (q) [ ba, but) (47.8) 


s, q 
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et l'opérateur déplacement 


d G 5 
R\ = > V ZTNS. el (q)Psa Exp (iqn). (47.9) 
s,q 
Psq = Dqs + be, 51 (47.10) 


où V est le nombre de mailles élémentaires du cristal; b%, bq, sont 
les opérateurs de Bose de création et d’annihilation des phonons de 
la branche s (s= 1, 2, .., 6), de vecteur d'onde q et d'énergie ÀQ, (q); 
I, sont des coefficients ayant le caractère d’une masse, correspondant 
aux degrés de liberté translationnels et rotationnels (librationnels) 
de la molécule : el (q) est la l-ième composante du vecteur unitaire 
de polarisation de la branche vibratoire s. Ces composantes vérifient 
la ‘condition 


6 
2 e (q) en (q1) = Ôss danse 


Introduisons dans (47.6) et (47.7) la transformation (47.9). Po- 
sant 


VN 


nous obtenons l'opérateur de Hamilton du système de phonons et 
d’excitons en interaction mutuelle 


B,=—— Ÿ B(k) exp (ikn), (47.11) 
k 


H = Hos + Hub + Hit + int (47,12) 
avec 
Hex = D fo (k) B* (k) B(k), (47.13) 
K 

fo (k}=AE+D(0)+S Me-ikm, (47.14) 
M=— DZ Fi(k, 4) 8° (k+9)B(k) Qu (47-45) 

#4 K 
He D 1(4) B°(k) B(W) Pr: (47.16) 

5,4 k 


Les fonctions exprimant le lien entre les excitons et les phonons sont 
Fe (k, q) = F; (k+q, — q) …., 34 {Ai (s, q, m) M o@}0 exp (ëkm), 
M 
(47.17) 


X(D=x(—a)= 2 {Ai (s, q, m) Dom}os (47.18) 
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avec 


— ;1 V li 0 4qm 9 
A (s, q, m) = 6; (q) 21/0; (q) [ax + e OR, : 
L'interaction exciton-phonon sera faible si 


FR, D I> 1x (I, (47.19) 


elle sera forte si 
LF, (k, qI< 1% (q) 1. (47.20) 


Il est facile d'obtenir une forme explicite des fonctions (47.17) 
et (47.18) pour un modèle cristallin unidimensionnel (315, 316]. 
Si le vecteur du réseau est n = na (7 = 0, Æ 1, + 2, .…), d est 
le moment dipolaire de la transition intramoléculaire et si ‘la disper- 
sion des vibrations de réseau acoustiques et optiques est donnée par 


sin e qa) | » ont (9 = [1 + TE cos (ga) | : 

les fonctions cherchées sont 

Fac (k, = —i8LÉS D C6 Lie ND EUE Lu E " 

1>1 ls 1” | sin (+ ga) 
Hs ER 

Fopt (k, q)=3L RE a ot 2 eh to à 

1>1 ls V/ 142500 (qa) 


Qc (q) = Vo 


? 


(47.21) 


= 7 (1—3 cos 8) 


est la largeur de la bande excitonique; à l’ angle entre det a; B° = 
= R/2MN, est la valeur moyenne du carré de l'amplitude de zéro 
d’un oscillateur harmonique de masse M et de fréquence v,; y* = 
= h/21Q, est la valeur moyenne du carré de l’amplitude de libration 
de zéro correspondant au moment d'inertie J. 
Les fonctions (47.18) sont, dans le cas d’un modèle cristallin uni- 
dimensionnel] 
1 : 1 
Xac.(q) = ie À cos (+ qa) y’ | sin (5 qa)|, 
CoY cos (5 qa) 

Xopu(4) = = RE ———?! 

V’ 1+ + cos (qa) 
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où C, et C, sont des coefficients qui dépendent de l'orientation mu- 
tuelle des molécules et qui sont proportionnels à la différence de 
leurs polarisabilités entre l’état fondamental et l’état excité. 

Le calcul des fonctions (47.17) et (47.18) dans le cas général d’un 
cristal tridimensionnel est très complexe. Dans les cristaux cubiques 
simples, en se limitant aux interactions entre plus proches voisins, 
on peut utiliser les expressions approchées 


3 
| Fac(k, I » Et cos [ (k++a) ai | V/ [sin (3 qu) 
Imil 


LU 


3 
| Fopt (k, 4) 1& D nBcos| (k+44) a ]cos (qu), 


l=1 


__ 241 3 (da)? _ 1643 
L=<(1— da) J, Beer: 


a est la constante du réseau, e, est la permittivité correspondant aux 
autres états électroniques. 

Dans le domaine de valeurs q et k Æ 0, ces expressions se simpli- 
fient encore 


3 
Fac (0, 9 DBuat[1—(%)] Tant, (47.22) 


li 


3 
Font (0, 9) & D Bn[1— (1) |. (47.23) 


lc 1 


La fonction Fac (0, q) est proportionnelle à q pour les faibles valeurs de 
q ; elle est égale à zéro au centre et aux frontières de la zone de Bril- 
louin dans l’espace q. La fonction Fope (0, q) est maximale au cen- 
tre, pratiquement constante pour les q petits et égale à zéro aux fron- 
tières de la zone de Brillouin. C’est pourquoi les excitons moléculai- 
res interagissent surtout avec les phonons optiques au voisinage du 
point q Æ 0. 


$ 48. Propriétés optiques d’un système d’excitons 
et de phonons en interaction (liaison faible) 


Dans le paragraphe précédent nous avons montré que le système 
excitons-phonons en interaction faible était décrit par l'’hamiltonien 


H=He+Hur+Hint, (48.1) 
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où 
Ha = 2 fo (k) B* (k) B (k), (48.1a) 
H vib = > hQ, (q) Dig: (48.1b) 
Hii= FT D F(k, q)B*(k+q)B(k)pas (48-10) 
s,k,q 


Pas —= Pia, s — Vqs + ba, se 


En l'absence d'interactions H{5:, l'opérateur (48.1) représente 
des excitations élémentaires du cristal correspondant à l'excitation 
d'un certain nombre d’excitons et de phonons indépendants. L'opé- 
rateur d'interaction (48.1c) ne modifie pas le nombre total d'exci- 
tons du système, mais fait apparaître des transitions excitoniques 
à l’intérieur d’une même bande énergétique. Ces transitions corres- 
pondent au passage d’un exciton d’un état k à un autre état k’ avec 
émission ou absorption de phonons (relaxation transversale). 

En plus de l'opérateur (48.1c), qui ne modifie pas le nombre to- 
tal d’ excitons du système, il faudrait aussi étudier les opérateurs cor- 
respondant à des processus de création’ou d’annihilation des exci- 
tons. Ces opérateurs sont : a) les opérateurs d'interaction exciton- 
photon conduisant à des transformations mutuelles de ces deux types 
de particules. Ces processus sont caractérisés par la durée de vie radia- 
tive ty 1077 à 10-?s; b) les opérateurs de non-adiabaticité corres- 
pondant à une transformation non radiative de l'énergie des exci- 
tons en énergie de vibration du réseau (relaxation longitudinale). La 
théorie des transitions non radiatives est peu développée. C'est pour- 
quoi ces processus sont représentés phénoménologiquement (voir 
plus bas) par un certain paramètre (petit) n = 1/tr, où tr est la 
durée de vie de la transition non radiative. Dans des cristaux lumines- 
cents Ty << Tr. Dans des cristaux qui n'émettent pas de lumière 
Ty > Tr. 

Pour déterminer la permittivité d’un cristal caractérisé par un 
hamiltonien A7, il faut, d’après (46.27), calculer la fonction de Green 
retardée des excitons: 


G(k,t)=(LB (k, t); B* (k, 0)}})= 
= — ie (+) Tr{p,[B(k, t), B° (k, 0)}}: (48.2) 


les opérateurs excitoniques vérifient l'équation 
REC 2 (B (k, ?), H]. (48.2a) 


L'énergie des excitons est notablement supérieure à l'énergie d’a- 
gitation thermique du réseau cristallin. La moyenne, dans (48.2), 
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peut donc être prise sur les états de phonons sans excitons, c'est-à-di- 
re que l’on peut utiliser «l’'approximation de la te m- 
pérature excitonique nulle» [317] 


EIB (k, t), B*(k, 0)}))= —i6 (4) (01IB(k, t), B*(k,0)][0), (48.3) 


où |O }est l'état du cristal sans excitons. Le trait horizontal in- 
dique que la moyenne est prise sur les états phononiques à la tem- 
pérature T. 

Pour calculer la fonction de Green (45.2), utilisons la méthode 
développée par Bogolioubov et Tiablikov [313]. 

Dans un système décrit par l’hamiltonien (48.1), les opérateurs 
excitoniques et phononiques vérifient les équations 


= 0 (k) BK) + Fr (k, q) 8 (k+ aq, ?) ph (E), 


3 8 20, (9) be + —— D Fa, — a) 8° (ka DB (D. (48. 


AV N 
Dérivant (48.2) par rapport à t{, compte tenu de l'équation (48.4) et 
de l'égalité 

PO 6(), 1B(k, 0), B+(k, 0)=1, 


nous obtenons Le suivante : 
D 6 (+0 (M6, 9+—E Di Fi (9) (Pit PD, (48.5) 
5, q 


où 
P,U)=(IB(k+qt)dn (4); B*(k, 0)1)}, 
Pe (t) = = (LB (k + q, t) bs, —q (£); B*i(k,10)])) 


sont de nouvelles fonctions de Green d'ordre plus élevé. Dérivons 
P, (t)et P, (t) par rapport au temps. Si l'on néglige les petits ter- 
mes en g = 0, compte tenu de (48.4) nous obtenons deux équations 


Fa ct (k + q) —Q, (a)] P, (#) + 


+ D FiGe+a, GO: (6) XF (lus 9) De &], (48.6) 


S19 A1 


2 = (© (k + q) +0, (q)] Pe (é) + 
“hi D Fi (k+q M) D, +3 Fi (ki 4) Ds(#) |, (48.62) 


83e 


; da (1) 
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où 
D, (4) =X(B (k+ q + qui t) Pha (6) bia (t); B+(k, 0)}))}, 
®, (4) = (LB (k + q + Qu5 À) Psia, (6) Ds, -a (té); B*(k, 0)])}, (48.7) 
P,(t) =((B(k+ aq; t) B*(ki+q;t)B(k,t), B*(k, 0)])). 


En différentiant les fonctions de Green (48.7) par rapport au temps, 
on obtient un nouveau système d'équations, contenant des fonctions 
de Green d'ordre supérieur. On peut ainsi de suite obtenir un systè- 
me d'équations infini. 

On se propose de limiter ce développement aux fonctions de Green 
Pi (t). Pour cela, lors du calcul de (48.7), il suffit de remplacer 
les valeurs moyennes des produits des opérateurs par le produit des 
valeurs moyennes se rapportant à un même instant { (soulignées 
dans les équations (48.7)), puis de multiplier par la valeur moyenne 
des produits des opérateurs restants. Nous obtenons ainsi les expres- 
sions approchées 


D, (t) & Be, 0q. =a (1 + Va) G (k, t), 
D, (6) & ss Ôqs, =aVeaG (ks À); (48.8) 
D, (t) & On, G (k, t), 


où 
Vsa = {exp (BQ, (q)A]—1} 1, B=1/4T. °(48.8a) 
En substituant les expressions Fer) dans (48.6) nous trouvons 
Falk, 
à PO L Lo (k + 9) —Qs (AD) Pa (9) + ELLE RG (k 0, (48.9) 
2 De = [o (k+q)+Q, (q)] Pe (6) + ——> VS Fi (k, q) (a+ 1)G(k, t). 


(48.10) 


Les équations (48.5), (48.9) et (48.10) constituent un système fer- 
mé définissant la fonction G (k, t). On se propose de transformer ce 
système en passant dans la représentation énergétique 

+oo 
QnG (k, t)=h | G (k, ©) e-@t do! 


— 


+00 

2nP, (t) = | Pi(a)e-ftdw, i—1, 2, 1(48.11) 
te 

270 (t) = | eut do, 


© = © + in. (48.11a) 
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Le petit paramètre n figurant dans (48.14a) représente formellement 
les processus de relaxation longitudinale des excitons. 
Eliminant P; (w) (i = 1, 2), nous trouvons l'équation 


f[o—o(k)— M (k, ©)]G(k, w)—1, (48.12) 
où 
M (k, ©) = 
1. : 14%, V,q | 
ÉS A1F: is Érerere Tao 0+8, (0 
(48.122) 


est l’opérateur-masse des excitons au deuxième ordre de la théorie 
des perturbations. 
Séparons la partie réelle et la partie imaginaire 


M (k, ©) = A (k, ©) — iv (k, o). (48.13) 


Lorsque le paramètre n est petit, on peut utiliser l'identité 1/(x + 
Lin) = S/xz — inô (x). Alors 

A (k, w) = 

7 1+V,a Va 
= pr Di AG Pres ec 0e 0 


É (48.14) 


caractérise le déplacement de la bande excitonique; 


ve, o)= 8 DIF, (k, q) 1241) 8 [0 — © (k+q)—Q, (a)]+ 


s, q 
+ V0 [o—e (k+q)+Q,(q)]} (48.15) 


caractérise l'élargissement des niveaux excitoniques. Cet élargis- 
sement est dû aux interactions exciton-phonon, qui conduisent à des 
transitions entre sous-niveaux excitoniques d’une même bande (re- 
laxation transversale). 

Ainsi, la fonction de Green des excitons, conformément à (48.12) 
et (48.13), devien' 


hG (k, ©) = {© — © (k) — A (k, œ)t+ i [y (k, ©) + n]}-. (48.16) 


Ici le paramètre n tient compte de la relaxation longitudinale cor- 
respondant à la reconversion non radiative de toute l'énergie de 
l'exciton en chaleur. 

Substituant (48.16) dans l'expression (46.27), nous obtenons la 
forme explicite des composantes (le long des axes principaux) du 
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tenseur de la permittivité due à une bande d'états excitoniques 
E 


FT LP (48.17) 


Exx (k, &) —=1— 

où 
l'(w,k)=}y(k, )+n, Qi=Ane2/m, (48.17a) 
fm, F,=omad/he, -(48.17b) 


F, est la force d'oscillateur de la transition pour la polarisation 
parallèle à x; (5 est le carré de la fré- 
quence de plasma ; y 


Orés (k) = © (k) + A(k, w) (48.17c) 


est la fréquence excitonique renormalisée 

à cause des interactions avec les phonons. 

Les fonctions À (k, w) et y (k, w) ont été B 

ca!culées [318] pour un modèle simple de 

cristal tridimensionnel. Il est essentiel 

que ces deux quantités dépendent de la F 

température. [Au zéro absolu et pour une k 

bande excitonique de masse effective po- 

sitive, la grandeur y (k, w) n'est différen- 

te de zéro (au voisinage du point k = O0) 

que pour les valeurs de « supérieures à 

© (0), valeurs correspondant au minimum œ_. (0) 

de la bande excitonique. Les variations LS 

qualitatives de y (0, «) lorsque la tem- Fix. 612 Vanition don 

perature augmente sont représentées Sur fonction de la fréquence pour 

la figure 61. différentes températures 
La partie imaginaire de la permitti- To < T1 < Ta. 

vité détermine l'absorption de lumière 

vraie pour k = Q, où Q est le vecteur d'onde de l’onde lumineuse. 

Comme Qa<1, dans l’expression (48.17) on peut poser k & 0. Alors 


t 0 207 (0, w) f£ 
M Exx (U, D) = Tia Of toitt O, à) 


En utilisant les valeurs (48.17a) et (48.17b), on obtient pour w — 
TT Of rés 


&nd? 
Im ee (0, ©) — … S (w), (48.18) 
où l'expression 
. __1 r (0, w) 
5 (@) =— {[&—® (0) —A (0, w)J?+T3(0, «) (48.19) 


est appelée fonction de forme des raies d'absorption. Si T (0, w) et 
À (0, w) ne dépendent pas de la fréquence, la fonction (48.19) est dite 
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lorentzienne, et on a 


| S (w) du —1. (48.20) 


Dans le cas général F (0, w) = y (0, w) + n, où n est l'inverse du 
temps de relaxation longitudinale. Les valeurs » (0, w) et A (0, w) 
sont données dans l’approximation monophononique par les expres- 
sions (48.14) et (48.15). Elles dépendent de la fréquence et de la tem- 
pérature. 


48.1. Transitions indirectes par interactions exciton-photon. La 
bande d'absorption étudiée au paragraphe précédent correspondait à 
des transitions directes. Dans les transitions directes, le déplace- 
ment de la fréquence de résonance et l'élargissement de la bande sont 
dus à une modification (liée à l'interaction exciton-phonon) de Ia 
loi de dispersion des excitons et à leur durée de vie. L'absorption de 
la lumière peut résulter non seulement de transitions directes, mais 
aussi de transitions indirectes, lorsque la création d’un exciton s’ac- 
compagne de l'émission d’un ou plusieurs phonons. 

Etudions ces transitions pour des cristaux à une molécule par mail- 
le élémentaire pour une liaison exciton-phonon faible et en négli- 
geant les processus à plusieurs phonons. Dans la représentation par 
sites, l'opérateur d'interaction des photons avec les molécules du 
cristal s'écrit 


Hint= = S (A (ru) Pa) +7 > A%(rn), (48.21) 


n 
où m, e sont la masse et la charge de c est la vitesse de la 
lumière ; S le nombre d'électrons actifs par molécule ; pa la résul- 
tante des impulsions de ces électrons; r, = n + R, est le vecteur 
indiquant la position du centre de gravité de la molécule n, R, le 
déplacement translationnel de la molécule par rapport au nœud n; 


Atkn= Sy rar CosVos EXP (iQrn) (48.22) 
Q.a 


est l’opérateur potentiel vecteur de l'onde électromagnétique trans- 
versale dans le volume V du cristal, e4 le vecteur unitaire de pola- 
risation du photon de vecteur d'onde Q (x = 1,2). L'opérateur 


VQa — AQa + a° Q, a ‘48.23) 


s'exprime en fonction des opérateurs de création aû, et d’annihila- 
tion ao. des photons. Dans la représentation des nombres d’occupa- 
tion (Bi;, Bas) pour une excitation électronique dipolaire autorisée 


de fréquence w; sur la molécule n, l'opérateur impulsion p, des élec- 
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trons s'écrit 
Pa = — ©ydy (Bis — Bni), (48.24) 


où d; est le moment dipolaire de la transition quantique dans l’état 
excité f de la molécule. 
Si a est la constante du réseau, lorsque aQ < 1, on peut écrire 


A (ra) = À (n) + à (QR,) A (n) + (48.25) 


Dans les cristaux isotropes, le deuxième terme de cette expres- 
sion (48.25) répond aux transitions indirectes. Ces transitions ont 
d’abord été étudiées par Demidenko [319] dans l’approximation de 
la masse excitonique effective. Par rapport aux transitions directes 
dipolaires autorisées correspondant au premier terme de (48.25), 
leur rôle est extrêmement petit, puisque QRa << 10". 

Mais dans les cristaux moléculaires anisotropes, en plus des dé- 
placements translationnels des molécules (vibrations acoustiques) 
on peut avoir des rotations moléculaires — librations (vibrations 
optiques). Comme le moment dipolaire d’une molécule anisotrope 
est bien défini par rapport aux axes de cette molécule, en utilisant 
seulement le premier terme de (48.25) et l'expression (48.22) on 
peut écrire le produit scalaire (d; A (n)) sous la forme (voir [320])) 
(d,A (n)) —— 

3 f 
2ncd° / dy ù 
> Fror Vos" [esq+sinqn Z =) ut... ]. 
Qu 


(48.26) 


où Phu sont les valeurs à l'équilibre des angles entre le moment di- 
polaire de transition d, de la molécule n et le vecteur de polarisation 
eos du photon; 


fn = 7 S" Las (bas + ba, 3) ei9 (48.27) 
q 


est l'opérateur déplacement angulaire de la molécule n par rapport 
à la position d'équilibre; ba; et ba, sont les opérateurs d’annihila- 
tion et de création de phonons optiques de la branche s; 


= À 
= VS (48.27a) 
(63 est la valeur moyenne du carré de l'amplitude des librations de 
zéro de la molécule de moment d'inertie 7, et de fréquence Q, (q) ). 

Substituant (48.24), (48.26) et (48.27) dans (48.21) et se limitant 
aux termes linéaires par rapport aux opérateurs des phonons et des 
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photons, on obtient: après transformation canonique (voir [320]) 
1 : 
7 2 B; (k) exp (ëkn), 


Hint= Hint+ Hit, (48.28) 
où 


Hin= D ,D(Q a, fvroealB(Q—B;(—@I (48.29) 
est l'opérateur d'interaction des photons et des excitons, décrivant 
les transitions directes: 


| Zn? 
D(Q, a, f)= —iw; ET QT °°5 Pre v—V/N, (48.30) 


é 1 
int= > > Dia (Q, œ, f) Ve X 
Q. a. fs.q 


X (BF (Q—q)—B;(q—Q)] (b-a.s+09,s) (48.31) 


est l'opérateur décrivant les processus indirects monophononiques; 


2nd Î 
Da (Q, œ, f) = — io} | / È (=) : Cqe sin Pna° (48.32) 


Un opérateur de ce type (48.31) a été étudié par l’auteur dans l’ap- 
quasi classique, pour des cristaux unidimensionnels 
(321). 

Les expressions (48.31) et (48.32) montrent que la probabilité 
d’une transition directe est maximale lorsque le vecteur polarisation 
du photon eo est parallèle au moment dipolaire de transition quan- 
tique de la molécule (p,, = 0). Au contraire, les transitions indi- 
rectes ont une probabilité maximale lorsque le vecteur polarisation 
du photon est perpendiculaire à d;. Le rapport entre la probabilité 
totale de transition indirecte et la probabilité de transition directe 
à basse température est proportionnel à £3,, c'est-à-dire au carré de 
l'amplitude de libration de zéro des molécules anisotropes consti- 
tuant le cristal. Ce rapport augmente avec la température à peu près 
de la même manière que le carré de l’amplitude des oscillations de 
rotation de la molécule. 

Pour les transitions indirectes, le photon se transforme simulta- 
nément en une paire de particules, un exciton et un phonon. La tran- 
sition vérifie les lois de conservation de l'impulsion et de l'énergie 


Q=k+q og = 0(k) +9, (q), wa = cQ. 


Dans une transition indirecte, tous les sous-niveaux de la bande 
excitonique jouent un rôle actif lors de l’absorption de la lumière. 
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C'est pourquoi, même à très basse température, la largeur de la bande 
d'absorption est comparable à la largeur de la bande excitonique. 

Pour une transition directe, l'interaction exciton-phonon ne mo- 
difie pas les propriétés de polarisation de l'absorption. Cette inter- 
action apparaît comme une diffusion inélastique des excitons sur 
les phonons. Cette diffusion conduit à un déplacement des sous-ni- 
veaux excitoniques et à une durée de vie finie des états excitoniques 
caractérisés par une valeur déterminée k du vecteur d'onde. Les pro- 
cessus de diffusion inélastique des excitons sur les phonons apparais- 
sent aussi pour des transitions indirectes. Mais dans ce cas, la lar- 
geur de la bande d'absorption est surtout due à l’«ouverture» de la 
bande excitonique, et non à la durée de vie des excitons. 

Calculons la permittivité d'un modèle cristallin à une molécule 
par maille élémentaire, et de forme parallélépipédique de base 
a, b, c. Nous ne tiendrons compte que d’un seul état moléculaire 
excité, c'est pourquoi nous omettrons l'indice f. Supposons que le 
moment dipolaire électrique de transition d soit dirigé parallèlement 
à b dans l’état d'équilibre. Si Q est parallèle à e, les composantes du 
tenseur de permittivité transversale, au zéro absolu. seront confor- 
mément à (46.49) 


Eca(o, = Er El, Ga, b, (48.33) 


w° D2Gaa (Q: ©) ? 
Où Geo (Q, w) est la transformée de Fourier (46.46) de la fonction de 
Green des photons transversaux, définie par l'expression 
Gax (Q, t)= —i6 (t) (0 | [Vox (£); YQx (0)] | 0), (48.34) 


@ (t) est la fonction échelon, égale à zéro pour t << 0 et à l'unité 
pour t>0, 
voa (4) = etHtyone-tHt 
est l'expression de l'opérateur (48.23) dans la représentation d'Hei- 
senberg *), 
H= E wqaêanqs + © Oubbua + Ÿ E (k) B°(k) B(K) + Hine, (48-35) 
. @ s,q k 


Hinr est défini par l'expression (48.28). Il ne contient pas de terme 
caractérisant la diffusion inélastique des excitons sur les phonons. 

Pour des photons dont le vecteur polarisation est dirigé le long 
de l’axe b, l'opérateur },,. se réduit à (48.29) avec 


[7 2ndi 
D (Q, æ)=D,=—i0; TT 


*) Ici et dans ce qui suit nous utilisons un système d'unités dans lequel 
k = 1. 


25-0534 
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Utilisant les relations (48.34) et (48.33) nous obtenons la composante 
de la permittivité 
41w°d? 
cb (Q D) GE 
correspondant à l'absorption résonante d'énergie Æ (Q). 


Pour des photons de polarisation parallèle à a, l'opérateur d’in- 
teraction À, devient 


Hi 7 D T1 (9) Does [8° (Q— 9) — B (a—@) (Ba, 1 + bé, 1)» 
‘ (48.36) 
où l'indice 1 indique la libration autour de l’axe c; 
ns Pa 
De ().: (48.37) 


Les composantes de la transformée de Fourier Gsa (Q, w) de la 
fonction de Green (48.34) (pour &« = a) sont déterminées par une sé- 
rie infinie de termes. Ces termes peuvent être représentés par les 
diagrammes de Feynman suivants: 


PUR DU ST 
= SEEN HV ER BU 
G Qao)= + + + 
PTS ne 
Va N 7 . D È 
/ TT À 4 / \ \ 
+ VÉNUS + 
où les différentes lignes seront représentées par les expressions : 
2c|Q] 
MAR — =, 
Go (Q, &) @3—Qc3L in 


qui est la transformée de Fourier de la fonction de Green d'un photon 
libre, 


= = Gex (Q, ©) = [w— E (Q)+ int! 


qui est la transformée de Fourier de la fonction de Green d’un exci- 
ton libre, 


—————A,(q, o)=2Q [w2—%(q)+ in] 
la transformée de Fourier de la fonction de Green d’un phonon libre. 
Le nœud @ correspond à la fonction =Ti(a) D,. Les contributions 


7 
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de toutes les lignes et de tous les nœuds de chaque diagramme doivent 
être multipliées et sommées sur toutes les valeurs des vecteurs d’on- 
de des photons, des excitons et des phonons. Dans l'approximation 
des grandes longueurs d’onde seuls les photons de vecteurs d’onde 
Q = 0 entrent en jeu. On peut alors négliger la sommation sur 


Q 1320] 


1 EE _ 1 rf (q) | Do 1? ; 
Gas Z|ql N 2 w— E (Q—q)—2 (q)+in (18:80) 


En substituant (48.38) dans (48.33), pour & = a, nous trouvons la 
composante du tenseur de permittivité du cristal 


À ; 4rd2w°T° (q) 
Eca (Q, &) = 1 UN. À &T[o— 2 (48.39) 
q 


E (Q—aq)—9(q)+in) * 


correspondant à l’absorption à large bande d’une lumière polarisée 
parallèlement à a. 

Le rapport des intensités intégrées de l'absorption à bande large 
et de l'absorption résonante Im e, (Q, w)/Im ee (Q, w) est égal 
à (15 (q) ). 

Pour calculer explicitement les parties réelle est imaginaire de 
(48.39), il faut connaître la structure des bandes E (k) et Q (q). Ces 
expressions ont été obtenues dans [320] pour un modèle cristallin 
simple. 


$ 49. Permittivité pour une interaction 
exciton-phonon forte 


Pour une interaction exciton-phonon «forte» (c'est-à-dire lors- 
que l'inégalité (47.20) est satisfaite), l’hamiltonien (47.12) prend 
la forme 


H = He + Hi + Hit (49.1) 


L'opérateur d'interaction H{f, conformément à (47.16), ne dépend 
pas des vecteurs d'onde excitoniques, mais dépend seulement du 
nombre des excitons 


n = >. BB. (49.2) 
K 
On peut donc former un nouvel opérateur phononique 
Hi Hu+Hit= È KQ, (q) {B%absa + A (sq) [bsa + bi. -al}, (49.3) 


ou 


A (sq)=A"*(s, De, (49.4) 
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Par la suite nous étudierons seulement les états du cristal, dans les- 
quels les valeurs propres de l'opérateur n sont zéro ou un. Par con- 
séquent r = n°. 

Pour réduire l'opérateur À, à une forme diagonale, il convient 
de passer des opérateurs b4 et B (k) aux nouveaux opérateurs fa 
et À (k) en utilisant la transformation unitaire définie par l’opéra- 
teur 


S =exp{o ù A* (k) À (k)}, (49.5) 

où | 
G= —0+ = {A® (sq) Bia — À (sq) Bsa}- (49.6) 

Nous trouvons ainsi 

bia = SBsaS* = Bsa — AÀ* (sq) À A* (k) A (k), (49.7) 
B(k) = SA (k) S* = exp (—0) A(k), (49.8) 
H=h À © (k) 4* (k) À (k), (49.9) 
Ai = D A0, (a) (Bfia— n | A (s, q) [2}, (49.10) 


compte tenu de ce que n=  B*(k)B(k)= Y 4*(k) A(k)etn—n?— 
k K 
= 0, 14. Donc l'opérateur énergie d'’excitation du cristal devient 
À = Hyib+ Hint = SE (k) 4° (k) 4 (k) + D RQ, (q) BsaBsar (49.11) 


LA 


ou 
€ (k)=ño (k)= NI A(s, q)|2Q, (a) (49.12) 
8, q 


est l'énergie de nouvelles excitations élémentaires du cristal créées 
par l'opérateur A*(k). Cette énergie inclut l'énergie des excitons 
how (k) correspondant aux excitations intramoléculaires et l'énergie 
de déformation du réseau. 

Les opérateurs ff créent de nouveaux phonons dans le réseau dé- 
formé. Ils correspondent à des oscillations moléculaires autour de 
nouvelles positions d'équilibre. Pour calculer l'expression du dépla- 
cement des molécules dans ces nouveaux états d'équilibre, il con- 
vient de remplacer dans l'opérateur déplacement (47.9) les anciens 
opérateurs par les opérateurs des nouveaux phonons, en utilisant 
l'expression (49.7), et de ne garder que la partie ne contenant pas 
B:4- Nous obtenons alors 


ARi=—n ÿ V TE (dJjiA(s, ge-imM—+c.c.]. (49.13) 
s, q 
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D'après (46.27), la permittivité d’un cristal optiquement iso- 
trope s'exprime en fonction de la transformée de Fourier de la fonc- 
tion de Green retardée des excitons G (k, w) 


&ro;d? 
1 G (k, ©), (49.14) 


E (k, ©) = Eo — 


© = 6 + in. 
Î 
GG, &)=+ | eft((LB(K, #, 7 (k, 0)1)) de. 
En utilisant (49.8) et (49.11) nous trouvons 
B(k, t)—e-%A(k, 0)exp(—6 (k)t/h), (49.15) 
ici 
o(t)= N [AO (a)] [xt (a) ef Br — 4, (q) ei]. (49.16) 
s.q 
Par conséquent la fonction de Green retardée des excitons est 
G(k,t)=—i0(t) [eest0))exp[—ié (k) t/À], (49.17) 


où le trait indique que l'on prend la moyenne sur les états vibra- 
toires à la température 7. Compte tenu de (49.16) on peut écrire 


[e50e5007 = [] Ma = exp g (+), (49.18) 
s,q 
où 
M sa = exp [Ga (£) Psa — Log (£) Bsa] EXP [tsa (0) Bsq — Gs 5q, (0) Ba): 
(49.18a) 
sq () = — en exp (— iQ, (q) £). 


Utilisons l'identité opératorielle (voir (D: 12)) 
exp (œ°b; — ab.) exp (vb, — v*b;) = 
m=exp{ay" (vs+1)+vatvs— (la l2+ 1712) (v+1/2)], 
nous mes 
eo=+ > LG (oa-+ 1) 62 + Ve D — (25 + 1)]. 


(49.19) 


Ainsi la transformée de Fourier de la fonction de Green (49.17), 
compte tenu de (49.18), est définie par l'intégrale 


G(k, &)= —+ | exp{ilo—+8 (k)+in]t+g(#)}dt. (49.20) 
0 
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Le paramètre n tient compte formellement des processus de relaxa- 
tion transversale, c'est-à-dire de la transformation de l'énergie 
excitonique en chaleur. 

Il est commode de transformer (49.19) de la manière suivante: 


g(t)= —go+ À [age eat + cgetasa)], (49.21) 
« $, q 
ou 


ss 


Vs v, 
Ga = QE a) | Xs (q) 1°, CA = FR [Xe (q) [?, 


à (q 
80 — à (Gsq + Coq) 


(49.20) devient alors 


(49.22) 


oo 


G(k, &)= —+ es À exp {it[w—+8(k)+in]} D Za.m(t) dt, 
où : MT (49.23) 


Lam 0 = per (D amet) "(5 cgeintut)?, 
s, Qq s,q 


Ici z et m parcourent toutes les valeurs entières positives de zéro à 
l'infini. 

Supposons que les excitons entrent en interaction seulement avec 
une branche optique de vibration de sorte que Q, (q) = Q,. L'’inté- 
grale (49.23) est alors facile à calculer : 


| 
| ane | — $ (k)+(n—m) Qo—ow—in 
A nl bottes unes M 
nmnt mA [26 (+ (nm) Q— à | + n°} 


® 3 


ou 


(49.24) 


1 N 
am Ÿ, Gags C= : Coq- 
q q 


Substituant (49.24) dans (49.14), nous pouvons calculer la partie 
réelle et la partie imaginaire de la permittivité. Dans ce cas, le 
spectre d'absorption est constitué de bandes équidistantes. Ces ban- 
des sont situées à des distances égales à (7 — m) Q, de la fréquence 


LE (Q). Leurs intensités, relativement à cette première bande, 


sont égales à a”"c"/nlm!. 
L’excitation de la transition sans participation de phonons cor- 
respond à l'expression (49.24) dans laquelle z = m —= 0, c’est-à-dire 


1 
F 6 (k)—w+in 


Fe 1 
Go, ©) = + 68e 2 — 
RESTE 


: (49.25) 
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La fonction de Green (49.25) d'une excitation sans phonons dans un 
réseau cristallin déformé est différente de la fonction de Green (46.31) 
des excitons dans un cristal rigide parfait. D'abord la fréquence de 


résonance +8 (k) (49.12) est déplacée par rapport à w (k) d’une va- 
leur égale à — ») | A (sq)[* S, (q); ensuite la fonction (49.25) con- 


tient un facteur exp (— £,), inférieur à l’unité même à très basse tem- 
pérature. Le rôle de ce facteur augmente lorsque la température va- 
rie, puisque g, augmente lorsque la température croît. 

A très basse température c Æ 0, et dans la somme sur m dans 
(49.24) on ne conserve que le terme en m = 0. Par conséquent 


1 
_ an {—6(k)—nQo—w—in 
Grso(k, &)= es Y Pa | oo mate) JS E 
no nt [+ 6 100 0 | + nt} 


le r7-ième terme de cette somme correspond à l'excitation simultanée 
d’un exciton et de #7-ièmes phonons d'énergie hQ,. Lorsque a < 1, 
la contribution de chaque terme diminue lorsque r augmente. La 
transition sans phonon est alors la plus probable. Si a > 1, la tran- 
sition la plus probable est la transition correspondant à l'excitation 
de a — 1 phonons. Lorsque la température augmente, a augmente et 
le rôle des processus multiphononiques devient plus important. 

Lorsque l’exciton entre en interaction avec des phonons de diver- 
ses fréquences, on peut représenter la fonction (49.20) comme la som- 
me de deux termes 


G(k, &)=G;(k, w)+G,(k, ©), (49.27) 


(49.26) 


où 


(es) 


Gi (k, &)= —+ | exp{i[w—+ 8 (k)+ mlt+g(4}at, (49.28) 


lo 


lo 
Gi, &)=—+/exp{i[o—78()+inlt+gt}d, (49.29) 
0 


to = {max Q, (q)}!. (49.30) 
Pour t > t, la fonction (49.21) peut être approximée par 
2v. +1 
OR 2 | Xe (0) 2. (49.31) 
8, q 


Dans l'intervalle de fréquences lo—+E (k) <= max ©, (q) 
G;(k, w) est donnée par 
Gi(k, ©)=e-s[ño—8(k)+ ini]. (49.32) 
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Cette partie de la transformée de Fourier de la fonction de Green 
définit la partie imaginaire de la permittivité (49.14), ce qui cor- 
respond à la ligne spectrale étroite « sans phonons » de demi-largeur 


n dont le maximum, dans le domaine de fréquences & — . € (k), 


est proportionnel à ss exp (— £o). Pour une liaison exciton-phonon 
forte, exp (— go) & 1, et la contribution de G, (k, w) à la permit- 
tivité est petite. 

Pour t <t,, la fonction (49.21) peut s'écrire 


g(D & itA + PB? (49.33) 
où 
| Xs (q) |? 
s, q 
.. _ : : 
B2=— D (via + 1/2) | 4 (q) 12. (49.35) 
s,q 


Substituant la valeur (49.35) dans l'intégrale (49.29), nous obtenons 
Lo 


Ga, &)=—+ | exp{it [o— + 8(k)—A4]—1n+1#282} dt. 
0 


Si le paramètre B est assez grand, c'est-à-dire s’il satisfait aux iné- 
galités 
Bt, = > 1 et B D " 


la limite supérieure d'intégration peut être étendue à l'infini. Nous 
obtenons alors (voir (322, 323]) 


—— 
max 2,(q) 


| z 2 z° Ix| 
: —— [= —in]) exp | — pour ——< 1, 
G.(k, &)= DB ( B ) ( AB? B (49.36) 
LR (z+ in) pour Le > 1, 
où 
z=v—A—TE(k). (49.37) 


Substituant la valeur (49.36) pour L] < 1 dans (49.14) nous trou- 


vons les parties réelle e” et imaginaire e”de la permittivité dans le 
domaine de fréquences voisin de la résonance 


S zx 
e'(k, w)=e— 557 exp (— Tr), 
Be XP (—77) ——. 


Lu vx : z° ___ 4ñd 
e” (k, o)= LE Sexp (—), S = Er 
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Par conséquent au voisinage de la fréquence de résonance, pour 
une valeur fixe de k égale au vecteur d'onde Q de la lumiere, la 
dépendance en fréquence de la permittivité a la forme d’une « courbe 
de Gauss ». Le paramètre B détermine la « largeur » de la courbe. 
La fréquence de résonance est déplacée de la valeur À (49.34) par 


rapport à la fréquence de résonance + € (k) desexcitons n'interagis- 
sant pas avec les phonons. 

Dans les régions éloignées de la résonance EL > 1, et en accord 
avec (49.36) et (49.14) nous avons 


, T ” 
(KG), (ko). 
Dans ce cas la dépendance de &e” en fonction de la fréquence a la 
« forme lorentzienne ». 

Comme l'hamiltonien (49.1) ne contient pas l'opérateur d'inter- 
action À} (48.1c), déterminant les transitions entre des états à 
k différents (relaxation transversale), les états k sont indépendants. 
C'est pourquoi tous les résultats de ce paragraphe restent valables 
pour des états excités localisées (impuretés, etc.), à condition de rem- 
placer dans les formules (49.12) et les formules suivantes l'énergie 
kw (k) des sous-niveaux de la bande excitonique par l'énergie £, 
de l'excitation correspondante. 

Dans la liaison forte, l'interaction principale est due à l’opéra- 
teur AH}. On peut tenir compte de l'opérateur Hit caractérisant 
les corrélations entre sous-niveaux excitoniques, par la méthode 
des perturbations. Ces calculs ont été effectués dans [276, 318] 
en utilisant les fonctions de Green retardées et dans les travaux 
de Nitsovitch et Eremko par la méthode des fonctions de Green 
et Matsubara [324]. Les résultats du calcul montrent que, compte 
tenu de Hf}}:, la bande d’absorption de la lumière se présente comme 
un ensemble de bandes séparées de forme quasi lorentzienne. La 
demi-largeur de ces bandes est donnée par la partie imaginaire 
de l'opérateur de masse du système exciton-phonon (48.13), et le 
maximum de la bande correspond à des valeurs de la fréquence, 
solutions des équations 

o—A (Q, &+m@)= 09+ M, 


« 


ou 
w= +6 (Q). 


En conclusion de ce paragraphe calculons. à l’aide de la formule 
(49.24), la forme du front de la bande d’absorption du côté des grandes 
longueurs d'onde. La théorie permettant de déterminer la forme 
du front de cette bande loin de la résonance a été développée dans 
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les travaux (325, 326] sur la base du modèle d’Einstein du cristal. 
On tient compte de toutes les transitions possibles depuis les sous- 
niveaux vibratoires de l’état fondamental jusqu'aux sous-niveaux 
vibratoires de l’état électronique LU correspondant à la fréquen- 


ce de la lumière absorbée « <o=+ 6 (Q). 


Pour étudier le front côté basse ee d'absorption, après 
substitution de (49.24) dans (49.14), il convient d'écrire la partie 
imaginaire de la permittivité sous la forme 


e"(Q, &) = ee S'(L) TA (Q w)J,(21 ac), (49.39) 


p=m—-n, A=n((oo—pAo—w) + n°] !, 


1,4= 3 (52) "mp4 mr 


m=0 


est la fonction de Bessel de première espèce. 

L'expression (49.39) montre que ce sont les processus liés à 
l'absorption de plusieurs phonons (p S$ 1) qui jouent un rôle dé- 
terminant dans l'absorption à de grandes longueurs d'onde 


(<= D 1). Sachant que 


£=exp(—-), 2V ac=2aexp(—5#), 


puis utilisant le développement de la fonction de Bessel 
2 
TOesep(-pinæ), p>1, 


{e est la base des logarithmes naturels), nous obtenons de (49.39) 
la formule empirique bien connue (formule d’'Urbach) [327] 


&rd? 27 (Wn — ©) 


ses exo (710001 
_ SA & EXP ( | , (49.40) 


E” (w) — AT 


Op — © D Qo o=1+ in =. 


$ 50. Permittivité liée à l’excitation des états 
vibroniques du cristal moléculaire 


Dans les paragraphes précédents nous avons étudié les états 
excités du cristal moléculaire, correspondant à une excitation intra- 
moléculaire simple (en particulier, une excitation électronique). 
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Cependant en général les excitations intramoléculaires sont une 
combinaison complexe d'’excitations électroniques et de vibrations 
intramoléculaires. Ces états intramoléculaires sont appelés 
excitations vibroniques. 

Il convient d'étudier ce que deviennent ces états moléculaires 
vibroniques dans le cristal. La théorie des états vibroniques des 
cristaux moléculaires fut d’abord mise en œuvre par Davydov 
(2781, en supposant que l'excitation vibrationnelle et l'excitation 
électronique étaient liées. Les états vibroniques de ce type peuvent 
être appelés à une particule, parce qu'ils sont caractérisés par une 
valeur donnée du vecteur d'onde Q. On peut trouver les développe- 
ments ultérieurs de cette théorie dans les travaux de Bingel [328], 
etc. 

En utilisant la théorie des perturbations, Ray [329] fut le pre- 
mier à envisager des états vibroniques constitués d’excitations 
à deux particules. Ensuite, dans plusieurs articles, Rashba [330, 
331] proposa la « théorie dynamique » des états vibroniques, d’après 
laquelle il existe deux excitations vibroniques différentes dans le 
cristal, définies respectivement comme des états liés et dissociés 
d'une paire de quasi-particules correspondant à des excitations 
électronique et vibrationnelle. Cette théorie utilisait le concept 
de localisation de l’exciton sur une molécule qui bien qu'intuitive- 
ment perceptible était mal justifié, et surestimait le rôle de la varia- 
tion de fréquence des vibrations intramoléculaires due à l'excitation 
électronique. Le principal mérite de la théorie de Rashba fut de 
montrer l'existence possible de bandes d'absorption quasi continues, 
liées à l’apparition simultanée dans le cristal d’excitations à deux 
particules: l’exciton libre et la vibration intramoléculaire. 

La théorie des spectres vibroniques des cristaux moléculaires, 
considérée comme une généralisation de la théorie habituelle des 
excitons, a été développée par Serikov et l’auteur 1332, 333]. Les 
bases de cette théorie seront présentées plus loin. I] convient d'abord 
de rappeler quelques particularités des excitations vibroniques des 
molécules libres. La théorie de ces excitations est bien connue 
et a fait l’objet d'un grand nombre de travaux originaux et de toute 
une série d'articles (voir, par exemple, (334, 3351). Pour décrire 
les états vibroniques de la molécule libre, nous utiliserons la repré- 
sentation de seconde quantification, qu'il est facile d'étendre aux 
états vibroniques du cristal. Supposons pour simplifier qu'il n’y 
ait qu'un seul état excité non dégénéré f = 1 (f = O dans l’état 
fondamental). Soit une vibration intramoléculaire non dégénérée, 
totalement symétrique et dont la fréquence à l’état électronique 
fondamental de la molécule est Q@,. Lorsque la molécule passe dans 
un état électronique excité non dégénéré, d'après Jahn et Teller 
(336], la symétrie de la molécule à l'équilibre ne change pas. On 
peut donc limiter notre étude à une seule coordonnée normale (cor- 
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respondant à une vibration moléculaire non dégénérée), que l’on 
notera g. 

Dans l'approximation adiabatique. les énergies des électrons (£,(q) 
dans l’état fondamental, E,(q) dans l’état excité) sont les opérateurs 
d'énergie potentielle de vibration des noyaux atomiques. Dans 
des états électroniques différents, les atomes oscillent dans des 
puits de potentiel différents. Par conséquent, dans l’approximation 
harmonique, lors d’une transition moléculaire de l’état fondamental 
à l'état excité, on a: 

a) une variation de la fréquence de la vibration intramoléculaire 

AQ = Q, — Q,; (50.1) 


b) un déplacement de l'état d'équilibre des noyaux. On suppose 
que min £,(q) correspond à qg = 0, et que min E, (q) correspond 
à ma 0. Posons 


AE = E; (q) — Es (0). (50.2) 


Dans l'approximation de Condon, les états moléculaires excités 
peuvent être décrits par les fonctions 


| f, u) = Ÿ (r, 0) Pynu (g), ‘jf — 0,1, U — Dares (50.3) 


où 4}, (r, Ü) représente les états électroniques de la molécule dans 
sa configuration d'équilibre correspondant à l’état fondamental 
(g = 0); su (g) est la fonction du u-ième état vibratoire excité 
de la molécule au f-ième état électronique. Les fonctions (50.3) 
vérifient les conditions d'orthonormalisation et sont des fonctions 
propres réelles de l'opérateur de Hamilton des états moléculaires 
excites 


Hmoi = Gobtb+ [AE + AQ (b+b + 1/2)] B*B. (50.4) 


Les opérateurs de création et d’annihilation des excitations vibra- 
toires (b+, b) et électroniques (B*, B) de la molécule agissent dans 
l’espace des fonctions (50.3) indépendamment sur les fonctions vi- 
bratoire et électronique de la manière suivante: 


bif.u=Vulfu—1), bIfp=Vu+1{]f +1), 
Les fonctions | f, 1) peuvent être obtenues à partir de la fonction 


| 0, 0) de l’état fondamental de la molécule par applications succes- 
sives des opérateurs b*, B+: 


[fu)=—= (6) (8) 10,0), f=0, 1. (50.6) 
Vu 


(50.5) 


Les valeurs propres de l'opérateur (50.4) sont égales à 
fulAI|f,u) = uQ, +IAE + AQ (u + 1/2)1f. (50.7) 
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L'interaction entre la molécule et l’onde électromagnétique trans- 
versale 


E = E, cos (Qr — wft), (E.çQ) = 0 
peut s’écrire dans la représentation des coordonnées 
Hint =We-iot Liwteiot, (50.8) 
avec 


el@rp, ri, p= pi, (50.9) 
i i 

e, m, r, ps sont la charge, la masse, la coordonnée et l'impulsion 
du i-ème électron de la molécule. Supposons que la molécule soit 
caractérisée à l'état excité par le moment dipolaire électrique 


di0 = | Vino dT. 


Dans l’approximation des grandes longueurs d'onde, en choisissant 
les fonctions (50.3) pour base de la représentation, l'opérateur 
(50.9) s'écrit [332, 333] 


w— —Ejdy,(V*—VjeiQn, (50.10) 
où r, est le rayon vecteur du centre de gravité de la molécule, 
V = B exp [E (b+ — b)] exp (B (b+b+ — bb)| (50.11) 


est l'opérateur des excitations vibroniques, fonction de deux para- 
mètres sans dimension 


1 
PTT AE et B—£InQ/Q. (50.112) 


Ces deux paramètres définissent les interactions mutuelles entre 
l'excitation électronique et la vibration intramoléculaire. Le para- 
mètre E est égal au rapport entre le déplacement du centre de gravité 


9, et le double de l'amplitude de vibration de zéro Ve de la 


molécule à l’état fondamental. On peut montrer que E? est égal au 
rapport des intensités intégrées des deux bandes d'absorption molécu- 
laire correspondant d’une part à la transition vibronique à un quan- 
tum vibratoire et d'autre part à la transition électronique pure. 

L'opérateur du moment dipolaire électrique de transition de 
l'état fondamental | 0, 0) à l'état excité | 1, u) s'écrit dans la base 
des fonctions (50.3) et dans l’approximation de Condon 


(er)10 = dd) (V*+). (50.12) 


L'expression (50.12) montre que, dans l’approximation de Condon, 
la polarisation des transitions vibroniques coïncide avec la polari- 
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sation de la transition électronique pure. Dans le tableau 17 on 
a indiqué les valeurs de Q,, AQ et de E* pour les excitations vibro- 
niques de quelques molécules (vibrations totalement symétriques). 


Tableau 17 


Paramètres d’excitations vibroniques de certaines 
molécules 


Frqentese 
a transition 
électronique, | ©o. cm”! AQ, cm1 


cm”! 


Benzène 38 089 
Naphtalène 32 020 
Anthracène 27 570 


Pour un cristal à une molécule par maille élémentaire fixée 
au nœud du réseau (caractérisée par le rayon vecteur n) l'opérateur 
énergie est 


H= D Ha++ S Wan (50.13) 


n,m 


(représentation par sites). H, est l'opérateur énergie de la molé- 
cule du site n, W,;m est l’opérateur énergie d'interaction des molé- 
cules n et m. Si l’on néglige le recouvrement des fonctions d'onde 
de deux molécules voisines, les fonctions d'onde des états oscilla- 
toires et vibroniques de la molécule n constituent une base ortho- 
normée 


|n;f, p}. (50.14) 


Dans cette base l'opérateur énergie (compté à partir de l'état fon- 
damental du cristal) devient 


H = Dh {ba + [0,0 AR (b%bn + 1/2)] BiBa}+ D MomVVm; 
(50.15) 


* 


ou 
ho19= E; (g1) — Eo (0) + D, (50.15a) 


D est la variation d'énergie d'interaction d’une molécule donnée 
du cristal avec toutes les autres, lorsque cette molécule passe à 
l'état excité. Dans l’approximation de Condon D ne dépend pas 
des oscillations intramoléculaires, Q, est la fréquence de la vibration 
intramoléculaire totalement symétrique dans le cristal. 

Une vibration intramoléculaire totalement symétrique ne fait 
pas varier le moment dipolaire électrique (pas de moment dipolaire 
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électrique de transition), c'est pourquoi les interactions résonantes 
sonit faibles et les bandes d’excitations collectives qui leur corres- 
pondent ont une largeur très faible : 4 à 2 cm. Par conséquent, 
les vibrations intramoléculaires totalement symétriques peuvent 
être considérées comme locales: les éléments matriciels de l'inter- 
action résonante des excitations électroniques 


Mnm = d', (In — m |)-* (1 — 3 cos*ô), 


Ÿ étant l'angle entre les vecteurs d et (n — m), caractérisent bien. 
l'échange d'’excitation entre les molécules n et m. 

Les opérateurs à, et B, sont relatifs à une même molécule n. 
Ts commutent entre eux et agissent sur les fonctions (50.14) conformé- 
ment à la règle (50.5). Les opérateurs relatifs à des molécules dif- 
férentes commutent. Par la suite, nous étudierons seulement l’état 


du cristal correspondant à une seule excitation électronique > B5Ba = 
n 
= 1, et les opérateurs de Pauli B, peuvent être réduits à des opéra- 


teurs de Bose, c'est-à-dire des opérateurs satisfaisant aux relations 
de commutation 


[Bs, Bhl = ônms  [Bn, Bml = 0. 


D'après (50.11), les opérateurs d'excitation vibronique , 
s'expriment en fonction des opérateurs b, et B, par l'égalité 


Vn= Bn exp [E (bn — dn)] exp [B (bnbn — bnbn)] (50.16} 
L'opérateur moment dipolaire électrique de transition spécifique 
du cristal est défini par l'expression P, = er,/v dans la représen- 


tation des coordonnées (v est le volume de la maille élémentaire). 
Dans la représentation sur la base (50.14) cet opérateur devient 


Pa = + dio (Vh+ Va). (50.17) 
L'opérateur d'interaction de l'onde électromagnétique transversale 


E = Eset! exp li (kr — œf)], (E,k) = 0, 


avec le cristal s'écrit conformément à (50.8) et (50.10) 
Hint = — Edo > (Vn— Va}ent exp [i (kn — wt)] (50.18) 


dans le domaine de fréquences voisines de &:0. 

Calculons le moment dipolaire électrique spécifique moyen 
apparu à l'instant t dans le cristal sous l'influence de la perturbation 
(50.18). En répétant les calculs effectués aux paragraphes 46 et 
48, nous obtenons le lien entre la permittivité transversale (pour 
© O0) êt la transformée de Fourier de la fonction de Green re- 
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tardée des vibrons: 


e(, w)= en, — Mie G(k, &), o=w+im, (50.19) 
où 
G(k, &)= > e-ixnG (n, ©). (50.20) 
Fe pr 
G (n, &)=+ | eiwt-ntG (n, t) dt, (50.21) 


—œ 


GC. D =(KVn; Vol) = —i0 (1) Tr{polVn(t), Vo(0)]}, (50.22) 
Va(t) = exp (+ Ht) Vaexp (—- 41) ' 


Lors du calcul de la fonction de Green retardée (50.22), on peut 
remplacer la moyenne prise avec la matrice densité par la moyenne 
sur l'état moléculaire fondamental sans excitation intramoléculaire 
vibrationnelle | 0, 0). En effet, l’énergie des vibrations moléculaires 
est très supérieure à l'énergie d'’agitation thermique même à la 
température ordinaire. On peut alors écrire 


G(n,t)= (Va; Vo)} = —i0(t) (00 | [Va (4), 0 (0)] | 00). (50.23) 


50.1. Spectres vibroniques faisant intervenir une vibration in- 
tramoléculaire totalement symétrique (cas où 5° 1). Calculons la 
permittivité d'un cristal due à une excitation vibronique faisant 
intervenir une vibration intramoléculaire totalement symétrique. 
On suppose que l'énergie ÀQ, de cette vibration est beaucoup plus 
grande que la largeur des bandes excitoniques. Ainsi, la variation 
de l’état excitonique à l’intérieur d’une même bande ne peut s’ac- 
compagner de l'excitation d'une vibration intramoléculaire. 

L'excitation vibronique considérée est caractérisée par la largeur 
de bande excitonique, le moment dipolaire électrique de transition 
électronique d,, et les valeurs des paramètres ë et B (voir (50.11a)) 
déterminant la liaison entre excitations électronique et vibration- 
nelle. Etudions deux cas limites. 


Cas A. Les déplacements par rapport aux positions d'équilibre 
des noyaux, lors de l'excitation moléculaire, sont petits (E° <& 1) 
et la fréquence d'oscillation intramoléculaire ne varie pas (ff = 0). 

Pour £* < 1, dans les opérateurs vibroniques (50.16) on peut 
se limiter aux termes linéaires en E£: 


Va = Ba M + E (6% — bn)l. (50.24) 


Dans ce cas la fonction de Green retardée (50.23) prend la forme 
d’une somme de deux termes 


(Vas Vo} = ((Bnï B5)}t + E* ((Bnbn; BGb6)}. (50.25) 
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D'après (50.19), pour déterminer la permittivité, il faut connaître 
la transformée de Fourier de la fonction de Green par rapport à 
la coordonnée d'espace n et au temps t 


G(Q w)= 3 |exp{—ilQn—wtl—nt}(Vai Vés dt. (50.26) 


Pour calculer les intégrales figurant dans (50.26), il faut connaître 
l'expression des opérateurs b, et PB, en fonction du temps dans 
la représentation d'interaction. Pour déterminer cette variation, 
il convient de remplacer l’hamiltonien (50.15) par l’hamiltonien 


Ho=h NS (Qbiba + ©10Bà Bo) + Ÿ) MnmPB3Bme (50.27) 


Cette substitution est justifiée par le fait que les interactions ré- 
sonantes entre molécules pour une excitation électronique pure 
sont très supérieures aux interactions résonantes entre molécules 
pour une excitation vibronique. Le rapport entre ces deux interac- 
tions est égal à E°. 

En utilisant la transformation canonique 


Ba = 7 2 ar, LBx, Bt] = Ou. n, (50.28) 
l'opérateur (50.27) prend une forme diagonale 
H, = AO > b; bn . R\ D OxBk Br, (50.29) 
où 
= 00++ D Mnoëin. (50.30) 


D’après (50.29), la dépendance temporelle cherchée est 
bn (t) = bn Xp (—iQot), Br (t) — Pr eXp (—iont), 
soit, conformément à e 28), 


B (t) = = PL 2 Br exp {i (kn — OKt)]. 


Les fonctions de Green RE figurant dans (50.25) deviennent 
alors 


(Bas Bo) = — SE D exp {i [kn — oxf]}, 
K 


(50.31) 
((Baboi B8D8)) = — 0 50 D exp{i (ox +R). 
kK 
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Substituons les valeurs (50.31) dans (50.25) et (50.26). Nous 
obtenons 


C@ 0) Fougprn + #7 (0), (50.32) 
avec 
F(O)= Do — oO + nl. (50.33) 
k 


Substituons (50.32) dans (30.19), puis séparons la partie réelle 
e” et la partie imaginaire e” de la permittivité 
er _,o __ 4tdiodié v90 2 si 
= mage + ER Re F(u)], (50.34) 
»- _ Aandidiy 


_. 
Tv ag — him F (&) |. (50.35) 


ou 
— | © — O1 — Go 
k 
_ 1 n u 
k 


La partie imaginaire de la permittivité (50.35) caractérise la dé- 
pendance en fréquence de l'absorption vraie de la lumière par le 
cristal *). Le premier terme de (50.35) correspond à l'absorption 
résonante d'un photon de fréquence wQ et de vecteur d'onde Q. 
La raie fine ainsi constituée répond à la formation d'un exciton 
de fréquence wQ et de quasi-impulsion ÂQ. Le deuxième terme de 
(50.35) caractérise l’absorption à bande large dans le domaine de 
fréquences 

Q, + min ox < @ << Q, + max og. (50.38) 


Ïl correspond à la création simultanée dans le cristal de deux quasi- 
particules : l'exciton et le phonon correspondant à la vibration in- 
terne de la molécule. Cette absorption est appelée à deux particules. 
Comme la vibration intramoléculaire est locale, lors de l'absorption 
d’un photon la loi de conservation de l’impulsion n’est pas vérifiée. 
L'’exciton créé possède une quasi-impulsion #k quelconque et une 
fréquence © — x + ©, satisfaisant à la loi de conservation de 
l'énergie. 

La distribution d'intensité d'absorption dans la bande large 
est caractérisée par la fonction (50.37). On peut trouver facilement 


*) Pour une onde électromagnétique de fréquence « (de densité d'énergie 
Jo (o)), l’absorption du cristal par unité de volume et par unité de temps est 


e”"oJ, (©). 
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cette distribution pour la bande vibronique d'un cristal unidimen- 
sionnel. Posons 


na, nr =0, +1, +2, …, N/2 pour N S1. 


Dans un cristal unidimensionnel, pour calculer l'énergie des excitons, 
on peut utiliser l'approximation des plus proches voisins. Dans 
ces conditions l'énergie des excitons est égale à 


Roi = ÂAo,9 — Lcoska, Kk||a. 


La largeur de la bande excitonique est égale à 2ZL. Pour L > 0, 
les excitons ont une masse effective positive. La fréquence de ré- 
sonance pour les petits vecteurs d'onde (Qa & 1) est donnée par l’éga- 
lité 
ho = Aojo — L. 
Dans l'expression (50.33), posons ka = z et passons de la sommation 
à l'intégration 
+7 
1 | dz 

2x | L | A+ cos z ? 


er: 


F (©) = (50.39) 


IL|A = (0 — 19 — D + in). 


Pour un paramètre n suffisamment petit, l'intégrale (50.39) 
est égale à 


1 


ET — à pour y<—1, 
ILIF(@)=) —— 2 pour —1<y<1, (50.40) 
1 
Var POP 1, 
avec 
y | L | — h (w — W10 — (2 :). (50.40a): 


Le rapport de l'intensité intégrée de la bande d'absorption large. 
(à deux particules) à la bande résonante (à une particule) excitonique: 
pure est égal à E?. L'’absorption à deux particules ne dépend pas du 
signe de la masse effective de l’exciton. D’après (50.40), aux bords. 
de cette large bande d'absorption, le coefficient d'absorption atteint: 
des valeurs très élevées. Ce fait est lié à l’approximation n —0 
et AQ = 0. Comme nous le verrons plus loin, le coefficient d’ab- 
sorption est nul, lorsque AQ = 0, pour les valeurs | y | = 1. 


Cas B. Le déplacement par rapport aux positions d’équi- 
libre des noyaux lors de l'excitation moléculaire est petit (E?< 1) 
et la fréquence de la vibration intramoléculaire varie (AQ =£ 0). 


26° 
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Dans ce cas l'opérateur vibronique V, est 
Va = Ba [1 + E (6% — ba)] exp [B (b4b% — babn)l. (50.41) 


e. Q == 
Introduisons la andeur zx = =" 
Prose 87 Qo+Q: 


exp {[B (b*b* —bb)] exp (5 bb) (4—72)1/200+12 xp ( —+ tb) 


et utilisons l'identité *) 


Si l’on étudie seulement les vibrons correspondant à un seul phonon, 
(50.41) devient 


Van Bal E (6 bn)] (1— 29) 08017 (50.40) 
Pour E petit l'opérateur énergie (50.15) se simplifie 
H = Dh {Qobibn + (010 + AQ (bäbn + 1/2)] BiBn}+ D MEBiBm 
n n, m 


(50.43) 
où 
MS = V1 2 Mme 


D'après (50.19) à (50.21), la permittivité due aux excitations 
vibroniques est définie par l'expression 


— X 11 
Exy (k, ©) = 0 — M (Va; Vé)o, 5 (50.44) 
où 
(Vas VEMo, = à ee (Van: Vé))z (50.45) 
est la transformée de Fourier par rapport à la coordonnée d'espace n; 
+oo 
as Vhr=r | éét-n (Vas Vi) dé (50.46) 


est la transformée de Fourier par rapport au temps t. 

A l'ordre deux par rapport au déplacement E, la fonction de 
Green retardée des opérateurs vibroniques dans l’approximation 
(50.42) s'écrit comme une somme de deux termes 

(Vas Vo} = V1—22((Ba; B6))+ E2(1— 22) ((Bnbn ; B8b6)}r. 


Utilisant (50.46), nous obtenons l'expression correspondante pour 
la transformée de Fourier par rapport au temps 


(V3 Vohz = V1—22 (Ba; B6))z + E2 (1 — 22)%3 ((Bnbn ; B4b%))s- 
(50.47) 


—— 
*) La démonstration de cette identité figure dans [333]. 
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On peut calculer les deux termes de (50.47) en utilisant l'expres- 
sion (46.29). Compte tenu de (50.43), nous obtenons l'équation sui- 
vante pour la transformée de Fourier ((Bn; B))- : 


ñ (o—019—7 A0) (Ba; Bb); — 3 Mnm (Bmi B8)}z = Bno- 


Multiplions les deux membres de cette équation par exp (—iQn). 
D'après l'égalité du type (50.45) et d’après 


= G0+7 AO ++ D Minexp{iQln—m}}, (50.48) 
n 
nous trouvons 
(Ba; Bôho,z = (0— 0€)", (50.49) 
où WE? est la fréquence de l'exciton libre de vecteur d'onde Q; 


+AR = + (9, — 2) la variation de l'énergie de vibration de zéro 


lorsque la molécule passe dans l’état excité f; © = © + in. 

Pour définir le deuxième terme de (50.47), trouvons d’abord 
le système d'équations permettant de calculer la fonction plus géné- 
rale 


£m-n,n (w) = ((Bmdn ; Bob))<. (50.50) 


Pour m = n, cette fonction correspond à une excitation vibro- 
nique à un phonon. 
En utilisant l'égalité (50.46) et (50.43), on a: 


ñ (o—Q—+AQ— 0,0) £m-n, n (6) = 


= Émn0n0 + D, Min, » (8) + AQBmn£m-n, » (@). 


u 


Multiplions les deux membres de cette équation par exp {— à (Qn + 
+k (m — n)l} et sommons sur toutes les valeurs de n et n — m 


h(o—Q—0$)g(k, Q, &)—1+%AQg (0), (50.51) 


ou 


g(k,Q,o)= Ÿ) exp{—iQn—ik(m—n)]£g»-n,n(@), (50.52) 


G(Q à)= D e-Men(a)=+ D'g(k, Q &), (50.53) 


la grandeur «£Ÿ°” est définie par l’expression (50.48). 
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Compte tenu de (50.53), il résulte de (50.51) 


a — . ptits _—_ ?#(o) 

G (Q, w) = ((Baba ? B&b6))o, & 1—AACF (@) , (50.54) 
où la fonction F (w) est donnée par l'expression (50.33) après subs- 
titution de ox par of. 

La permittivité (50.44) des excitations vibroniques est donc 


0 __ 4ndiodio hi (© — El"! 2({— 72} G a 
eu (Q, D) = — AE [A (D — JTE E7 (1 — 22)" G (Q, à)}. 
(50.55) 
La partie imaginaire du premier terme figurant entre accolades 


dans (50.55) détermine l'absorption résonante correspondant à la 
formation d’un exciton libre de fréquence w$ dans le cristal. La 
partie imaginaire du deuxième terme de l’accolade (50.55) caractéri- 
se les excitations vibroniques à un phonon. 

Pour un cristal unidimensionnel simple, la fonction F (@) est 
définie par les expressions (50.40) avec les valeurs 


=} @Z0) sie. 


Lx 
ai (50.56) 
Par conséquent, pour des fréquences vérifiant l'inégalité 
Rh | © — w,| << |ZL,{, (50.57) 


la partie imaginaire de la fonction (50.54) est négative. Elle est 
donnée par l'expression 


= Vian (o—0o) 

Im G (Q, o) LE LAON M Go" (50.58) 
D'après cette expression, l'absorption à large bande (pour des fré- 
quences vérifiant (50.57)) est symétrique par rapport à la fréquence 
@ (50.56) et tend vers zéro aux frontières de l'intervalle (50.57) 
(contrairement aux valeurs infinies obtenues pour AG = 0). Pour 
k |AR|>]|Z,| la fonction (50.58) a un maximum L, [L? + 
+ (RAG)?]-1 pour la fréquence w,. Pour % | AQ | < | L,{|, au point 
© = &@, correspond un minimum, mais il y a deux maxima sy- 
métriques égaux à (2nx%AQ)-1, pour les fréquences © = ©; + 
+ // LERE — (AO). 

La fonction (50.54) a un pôle pour la fréquence 


Oo) Lifr2—(AQ}, (50.59) 
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situé à gauche du domaine de fréquences 150.57) correspondant 
à l'absorption à deux particules. Au voisinage de ce pôle, la fonction 
(50.54) peut s'écrire 


 _ h|AQ| 1 
G(Q, o) TO ET TE (50.60) 


Par conséquent, au voisinage de la fréquence w, 


LL 2 50.641 

Me à [(@—0@,) + nt] V Li+ (240) ) 

Le pic d’absoption correspondant au terme (50.61) de la partie 
imaginaire de la permittivité (50.55) est lié à la formation d'exci- 
tations élémentaires électrovibratoires à une particule, que l'on 


peut appeler excitons vibroniques. 


Lorsque 272 augmente, la fré- 


quence de l'absorption à une par- 
ticule tend vers la fréquence corres- 
pondant à l'absorption vibronique 
moléculaire monophononique, à con- 
dition de ne pas tenir compte des 
interactions résonantes 


Do > @10+ 7 AR +4. 


| Jai <ie. 


Si À est l'intensité intégrée cor- 
respondant à l’absorption due aux 
excitons libres, l'intensité intégrée 
de l'absorption à une particule 
(excitons vibroniques) est égale à 


h|AQ | 142112, 
= A7) le. | 
eee nr V La —(RAS} 
L'intensité intégrée de l'absorption | , 
à deux particules (bande large) est 7 z w, ©, pr 
égale à ê-L, 
Ja. p= AE (1— 2?) x Fig. 62. Forme de la courbe &” (w) 
V ( 1— k|AQ| en unités droites pour E<1, 
V LE —Ga97 / 8—8+-5 A0, = 8 +0, 
La figure 62 représente la dépen- @o = y — V Li + (AQŸ. 


dance e” (Q, w) en fonction de la 

fréquence en unités arbitraires. Lorsque E? augmente, le caractère 
du spectre d'absorption change. La région correspondant à l'ab- 
sorption à large bande devient asymétrique. Son intensité intégrée 
diminue, et, pour £ = 1, il ne reste plus que l'absorption vibronique 
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à une particule. L'étude du spectre vibronique pour des valeurs 
quelconques du paramètre E sera présentée au paragraphe suivant 
pour une vibration moléculaire totalement symétrique. 


50.2. Spectres vibroniques pour un déplacement quelconque des 
noyaux. Etudions les excitations vibroniques faisant intervenir 
une vibration intramoléculaire totalement symétrique, pour AQ = 0 
et £ quelconque. Cette excitation sera décrite par l'opérateur du 
type (50.15). Les opérateurs vibroniques (50.16) sont dans ce cas 


Vh = Bh exp LE (b% — ba)l. (50.62) 


Utilisons l'identité de Weyl (voir complément B) 
exp [E (bn — bn)] = exp ( + 2) exp (Eba) exp (— Ebn) (50.63) 
et transformons (50.15) 
n n 


+ N'MÉBiBaexp[E (bh—bi)]exp [E (bn—bm)}, (50.64) 


MÈ, = Mon exp (— E2). (50.64a) 
L'opérateur (50.64) commute avec Ÿ BiB,. Par conséquent, 


n 

en l’absence de perturbation extérieure, le nombre total d'excitations 
électroniques se conserve. Nous étudierons le cas où (2, est supérieur 
à la largeur de la bande excitonique. Dans ces conditions, si l'on 
ne tient pas compte des vibrations intermoléculaires, en vertu 
de la loi de conservation de l’énergie, le nombre total de vibrations 
intramoléculaires se conserve. C'est pourquoi, lorsque l'on dé- 
veloppe l’exponentielle dans (50.64) on peut éliminer les termes 
ne contenant pas le nombre total de vibrations intramoléculaires. 
D'après l'identité de Weyl la fonction de Green retardée des opéra- 
teurs vibroniques (50.62) peut être développée en série 


(Va; Vo)h = 6-8" ((Bne”Ÿn ; Bée”t0)), — 
= 67 [((Ba; Bô)}+ E2 ((Bndn ; B600)} + -..]- (50.65) 
D'après (50.19) la permittivité est définie par la transformée 


de Fourier G (Q, &) de la fonction de Green (50.65) par rapport. 


à l'espace et au temps. La fonction G (Q, w) est représentée aussi 
par une série 


G(Q, Se ({Ba: Boo, 3 + EE (Baba; B6bô)o, s + ++) (50.66) 
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où 
(Ba Pa)”; 85 (PP, = À €7408 (Ba (ba); Bë (Bi)”))s (50.67) 
+oo 
(Ba Pa) 3 B6(DP)S = | etut-nt (Ba (ba); B6 (bo)”}} dt, (50.68) 
p=0, 1, ..… 


Il est commode de commencer par le calcul des transformées 
de Fourier (50.68) par rapport au temps. Utilisons l’équation 


© ((À ; Bt})o = (0 |[4, B+] | 0) + (A4, H]; B+)j», (50.69) 


valable pour deux opérateurs de Bose quelconques. Pour p = 0 
nous obtenons l'équation 


(© — ©39) ({Bn ; B$)}z = 600 + à pa ; Mix ((Bm; B$)}z- 


Muitiplions cette équation par exp ee ‘iQu) et sommons sur toutes 
les valeurs de n 


(Ba; Bô))o,3 = (0 —0$)"!, (50.70) 


0Ÿ = ©10 ++ S MÈ exp (iQn) (50.71) 
n 
est la fréquence correspondant à la bande excitonique des états 
excités de vecteur d'onde Q. On voit ainsi que l'excitation d’une 
vibration intramoléculaire réduit d'un facteur égal à exp (— E£°) 
la largeur de la bande excitonique pure. 
Compte tenu de l’identité opératorielle 


exp [— E (b5—65)] ba exp [E (b5 — bÿ)] = bn + É (nv — Ony) 


et de l’équation (50.69) pour les transformées de Fourier par rapport 
au temps de la fonction de Green ((Bmbn; B6b6)} nous obtenons 
le système d'équations 


k (& — Qy— ©10) £m-n, n (©) = ÜnmÔn0 + EM [£n-m, m (&) — 80n (w)]+ 
+ 2 M CA (gun, » (w) + E6mn (gou (©) — £u-m,m (w)}}. (50.72) 
En effectuant ce calcul, nous avons éliminé tous les termes ne véri- 
fiant pas la relation de commutation 
[A , >: bibal] — 
Dans ce système ° 
Em-n,n(©)=({Bmbn;  B6b6))z. (50.73) 
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Pour simplifier, nous étudierons un cristal unidimensionnel 
D — ar, m — am, en faisant l’approximation des plus proches 
voisins 


Mu = — + Le (Om, ntt+ôm 0-1), Li= Lexp(—E?), 


où 2| Le | est la largeur de bande énergétique des excitons. La 
valeur L. > 0 correspond à des excitons de masse effective positive. 
Cela étant, 


0P = do Lx cos (Qa). 

Multiplions les deux membres de l'équation (50.72) par 
exp [—iQn — ik (m — n)} et sommons sur toutes les valeurs den et 
m—n: 

(o—Q— 08) sk, Q, &)=1—58{2 [cos Qa—cos ka] go(Q, &)+ 

+{etK-@e—1]g,(Q, w)+[e-t-%a—1]g.,(Q, w)}. (50.74) 
Nous avons posé 


g(k, Q, w)= 2 e-k(m-mgx a (Q, &), (50.75) 
£m-n (Q, ©) . à e-iUgn-_nn (&). (50.76) 
L'égalité inverse de (50.75) est 
Em-n(Q, &)=5 Dettm-ng(k, Q, &). (50.77) 
k 


En particulier 
g(k, Q, ©) = G (Q, &), 


etikag (k, Q, &). 


Le vecteur d'onde Q de l’onde lumineuse vérifie l’inégalité 
Qa<1. C'est pourquoi dans (50.74) on peut poser exp (iQa)«1. 
On peut alors résoudre le système (50.74): 


80 @)= F8 — EF — FE) [81 (©) + 8-2 (©) — 280 (@)] Le, 
ga (©) = F8 — + El (Feu (©) + Feu (6) — 
—(FS + F8) 0 (©) —F [g1(©)+g1(@)—2g0(0)}}, (50.78) 
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avec 
F® 1 cos (nka) 
o — 


SR ————— —— 50.79 
RN So — Go Le cos ka ) 


Eliminons entre les équations (50.78) les fonctions g4, (©). Nous 
trouvons 


Lo) = ((Bnbn; B5b6))qu = 


= F9 — 


2L FA — F0 2 
Re (50.80) 
14 ELe [SF — FC —4F A) 

Par définition (50.79) les fonctions FS” s'expriment en fonc- 
tion de F6: 


LFL = 1h [o—Q— 0,0] F, 
(Le)? F2 = 2h (© —Q — ©0) [à (© — Lo — ©10) FL —1]— LIFE. 
Ces relations permettent de transformer (50.80): 


— == SE{o(y) + s[yo(y) — 1}? 
DU=lLile = ur es+nnwou-m (0-81) 
où 

y|L = lo —Q— 0), s= Ly/] Le|, 


1 


en LOU y<—À; 
o(y)=|LlFS = A pour —1<y<1; (50.82) 
1 
Va pour y > 1. 


Pour un exciton de masse effective positive s — 1 et la fonction 
(50.81) se simplifie 


_ E3— (4 + yE) © (y) 
BOT Era Now 2e 


Pour E? - 4 la fonction (50.83) prend la forme simple 
Du=(t+yt+int, E=1 


Par conséquent, pour E? = 1, la courbe d'absorption (à un facteur 
constant près) est donnée par l'expression 


ce qui correspond à l'excitation d’un exciton vibronique à une 
particule de fréquence &©19 + So — LL. 
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Pour | y | 1, la partie imaginaire (50.83) est négative: 


- _ pp Ty 
Oe=-mOU = Tr rernrrearu: (60-85) 


La fonction (50.85) définit la large zone d'absorption à deux parti- 
cules, comprise dans l'intervalle de fréquences 


[o—Q— 0 +] Lx. (50.86) 


Pour E* >> 1 le pôle de la fonction ®, (y) est déplacé vers les 
valeurs 


Yo= — qu [SES + 28 — 14 VE DS OE— 1)] <—1. (50.87) 
Dans ce cas 
—Ind=r—p+E(, E>1 (50.88) 


La grandeur À dans (50.88) est définie par le résidu de la fonction 
(50.83) pour y = y, et est égale à 


_ Av +E(yo+ V y8—1)] 
Et [4 — 90) V'#8+1+ (4 + vo) (2—vo)] | 
Le pôle de la fonction (50.88) pour y = y, correspond à l'absorption 
résonante à une particule (exciton vibronique) de fréquence 
1 
Do = 10 + Go + Yo + Li. 

Cette valeur est située à gauche (50.87) de la bande d’absorption 
large (deuxième terme de (50.88)) définie dans l'intervalle (50.86). 

7 Tableau 18 


Position 7, de l’exciton vibronique et son intensité relative R 
en fonction du paramètre E° 


1,40 | 1,73 


2.00 | 2.40 | 3,08 


—2,00| 240) —3,00 | —4,00 


os | o4| 0,80] 0,77 | 0,73 


Dans le tableau 18 on a indiqué les valeurs de y, et de RÀ en fonction 
de E? pour un modèle unidimensionnel du cristal. 


$ 50] PERMITTIVITÉ LIÉE À L'EXCITATION 413 


Le deuxième terme de (50.88) caractérise l’absorption à bande 
large due à la formation simultanée d’un exciton et d’une vibration 
intramoléculaire de fréquence Q,. La largeur de cette bande d’ab- 
sorption est égale à la largeur de la bande excitonique pure 2 | Le |. 
Dans le processus d’absorption à deux particules, l'impulsion du 
photon se distribue entre l'exciton et le photon intramoléculaire, 
c'est pour cela que tous les sous-niveaux de la bande excitonique 
sont excités. 

Si l'intensité intégrée totale d’absorption (« résonante » et à 
bande large) est prise égale à l'unité, la grandeur À caractérise 
l'intensité relative de l'absorption résonante intégrée, et 1 — À 
celle de l'absorption à deux particules. 

Lorsque 

0,15 < E* <1, (50.89) 


le pôle de la fonction (50.83) est situé dans le demi-plan complexe 
inférieur de y. Sa position est donnée par l'expression 


Vo= — gs (BE +2—1+i VEN @E—T). (50.90) 


Comme | Re y, | 1, le pôle complexe correspond aux fréquen- 
ces d'absorption à large bande. 

On sait que les pôles complexes de la transformée de Fourier 
de la fonction de Green retardée correspondent à des excitations 
élémentaires instables à une particule. La vitesse de désintégration 
de ces excitations est déterminée par la partie imaginaire de ÿs. 
Donc, lorsque l'inégalité (50.89)est vérifiée, un maximum apparaît 
dans la bande large d'absorption, et ce maximum est dû à la forma- 
tion d'excitations élémentaires instables à une particule. Ces ex- 
citons vibroniques instables se désintègrent en un exciton et une 
vibration intramoléculaire de fréquence Q,. 

Au fur et à mesure que E? (<< 1) augmente, la position du maxi- 


mum se déplace vers la valeur y — —1, sa hauteur augmente et 
sa largeur diminue. Lorsque E° — 1, toute la laige bande d’ab- 
sorption disparaît et il ne reste qu'une fine raie pour y = —4. 


La partie imaginaire de y, est alors nulle et les états vibroniques 
du cristal deviennent stables. 

Pour E* & 0,15 et AQ = 0, toute l'absorption est concentrée 
dans la bande large et correspond à l'excitation de deux particules 
(voir $ 50.1). 

Sur la figure 63 on a représenté les résultats du calcul de la partie 
imaginaire de ®, (y) pour des cristaux de masse excitonique effective 
positive et pour quelques valeurs de E*. La fonction ®., (y) pour 
des cristaux de masse effective négative peut être obtenue à partir 
de la figure 63, par une opération de réflexion dans un plan par 
rapport à l'axe des ordonnées y = 0. Les zones hachurées corres- 
pondent aux excitations à deux particules. Les flèches à l’intérieur 
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des domaines hachurés déterminent les valeurs de y, correspondant 
à la formation d’excitons vibroniques instables, se désintégrant 
en un exciton et une vibration 
intramoléculaire. Les raies fines 
placées à gauche des bandes ha- 
churées correspondent aux états 
vibroniques stables. 

Passons à l'étude des spectres 
vibroniques pour Ë quelconque 


4 et une variation de fréquence 
4 £?-07 AQ= 0. Nous supposerons que 
£°-03 2 | AQ | Q,, et nous étudierons 


seulement les excitations intra- 
moléculaires à un phonon. Dans 
ces conditions on peut utiliser 
l'expression approchée des opé- 
rateurs vibroniques 


Va= Bn exp [6 (65 —On)] X 


x (1—2)1/2@nntt/2 (50,94) 
ou 


+0" 


Dans cette approximation l’opé- 
rateur énergie du cristal devient 


n 


X (bn + 1/2)] BâBn + 

7 - V 

27 0 ! + © MEPBEBnexp[E (bi — 08) X 
Fig. 63. Forme des courbes d'absorp- X exp [E(bn—bm)le (50.92) 
tion au voisinage de la fréquence d’une avéE 
excitation moléculaire  vibronique | 

rs MED = VI M ame 

La masse effective des excitons est positive. (50.93) 


D'après (50.91) la fonction de Green retardée des opérateurs vibro- 
niques devient 
((Wns Vo)}r= 

= eV 1— 22 [((Bn; Bô))r + (1 — 2°) E2((Bnbn; B606)}r]. (90.94) 
Etablissons l'équation des transformées de Fourier ((Bn; Bo))de 


et résolvons-la : : 
(Ban; Bo) =10— 06°], (50.95) 
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GP = w19 + A0 ++ S Mein (50.96) 
m 


à 


est la fréquence de l’exciton. 
Dans un cristal unidimensionnel, dans l’approximation des 
plus proches voisins 


0G®) = O0 + + AQ— L,;cosQa, L;;=V1—z22e-tL. (50.96a) 


Par conséquent, pour AQ = 0, la fréquence de résonance des ex- 
citons est déplacée d'une valeur égale à 1 A9, et la largeur de la 
bande excitonique | 2L,+ | est réduite d’un facteur V1 — 2. 

D'après (50.69) et (50.92) les transformées de Fourier de la fonc- 
tion de Green vibronique 

£m-n, n (©) = ((Bmbn; B005))w 

vérifient l’équation 
h (@— O5 — + AQ— ©0 ) £ (©) = ÉmnB00 + 


+ D M {gu-n. n (©) + EOmn [ou (&)— gu-2. » (@)]}+ 
D 
+ EM (&n-m,m(©)—£0n (w)] + OmnAQEm-n.n (©) 
Pour chercher la solution de cette équation, on peut utiliser 


la même méthode que pour l’équation (50.72). Pour un cristal uni- 
dimensionnel simple dans l’approximation des plus proches voisins 


| Lx | £o (2) = D, (2, s) = {(®, (2)1-!— 2x}71, (50.97) 


où 
_R 1 
, — _148 = : (5—2— 7 4000 | _ Le 
21Lx;l" | Lzr | . [Lz | ° 

La fonction D, (z) est donnée par l’expression (50.81) dans laquelle 
on remplace y par z. 

La partie imaginaire de la permittivité du cristal (pour Qa<1 
est 


eu (@) = Re ge (1 — 72)9/26-8 Im go (&) (50.98) 


pour les fréquences voisines de l'excitation vibronique moléculaire 


à un phonon. 
D'après (50.97), pour E? = 1 
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où la fréquence w:. est déterminée par l'expression (50.96a). D’après 
(50.99), pour E° = 1, l’absorption est due à l'excitation d’excitons 
vibroniques. 


Pour E£?=£ 1, pour une masse excitonique positive 


NN — [lag (T7 18— (4 +263) o (2) 
6 OR -paraog : 6010) 


Compte tenu de (50.82), on trouve que la partie imaginaire de 
(50.100) est différente de zéro dans l'intervalle | z | < 1; elle y 
est négative et égale à 


__. [Lg 1T1 (4 —E2) V'1—35 
m8 (0)= 75e 20) EC AE: 


(50.101) 


En plus de l'absorption à bande large définie par l'expression (50.101) 
on peut avoir une absorption résonante dans un domaine de fréquen 
es correspondant aux pôles z, de la fonction (50.100) sur l’axe- 
céel z. Pour z << —1, ils sont donnés par l'équation 


(1 2082) 2x — E2 (1 + 20)2— V 28 — 1 4(2— 20 — 2x) E2— 1} = 0. 


Cette équation a deux racines z,,. Celles-ci déterminent la fréquence 
des bandes d’absorption par l’expression w,9 + 1/2 AQ + Q, + 


+ Zorp Lez. Ces fréquences correspondent dans le cristal à l'excitation 


d’excitons vibroniques. L’intensité relative de ces bandes est donnée 
par les résidus de la fonction (50.101) aux points z = z,;. On peut 
trouver une analyse détaillée de ces expressions pour des excitons 
de masses effectives positives et négatives dans des cristaux uni- 
dimensionnels dans les travaux [332, 333]. 


50.3. Spectres vibroniques faisant intervenir des vibrations in- 
tramoléculaires non totalement symétriques. Les excitations vibro- 
niques faisant intervenir des vibrations intramoléculaires non to- 
talement symétriques présentent toute une série de singularités. 

1. Dans un état vibronique de ce type, la fréquence de vibra- 
tion intramoléculaire est habituellement inférieure à la fréquence 
de vibration dans l’état fondamental, c’est-à-dire AQ = Q, — Q, < 
<< 0. Cependant les oscillations des noyaux atomiques de la molécule 
s'effectuent toujours autour de la même position d'équilibre (£° = 0). 
Ceci résulte de l'effet Jahn-Teller [336], d’après lequel lorsqu'une 
molécule passe dans un état excité non dégénéré sa symétrie ne doit 
pas changer. 

2. Dans l’'approximation de Condon, lorsque la fonction d'onde 
de l'excitation vibronique prend la forme d’un produit 


Pia (r, Q9).= ÿ} (r, 0) pyu (0) 
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et lorsque le moment dipolaire électrique de transition 
do = ef4 (r, 0) ro (r, 0) dr 


est différent de zéro, il ne peut y avoir d’excitations vibroniques 
faisant intervenir un nombre impair de phonons vibrationnels *). 
Le rapport des intensités des transitions vibroniques et de la tran- 
sition électronique pure est proportionnel à 


Qi —Qo \4 
(arm) m=2, 4 

3. À des approximations d'ordre supérieur (en rejetant donc 
l'approximation de Condon), l’élément matriciel du moment di- 
polaire électrique peut être développé en série 


e| Pole, D role, 9) dr =df#+qdfi+ ..., (50.102) 


où le vecteur d'} caractérise l'effet de mélange des fonctions d’onde 
de l’état électronique considéré , (r, 0) avec les fonctions d'onde 
des autres états électroniques #, (r, 0) à l’approximation zéro. La 
contribution de ces états à l’état f — 1 sera d'autant plus petite 
que la différence d'énergie E, — E, sera grande. 

La probabilité des transitions à un quantum vibronique sera 
proportionnelle à | d;}’ |*. c’est-à-dire qu'elle ne dépend pas de l’in- 
tensité de la transition électronique pure (comme dans le cas d’une 
vibration totalement symétrique) mais de l'intensité des autres 
états électroniques de symétries adéquates. Cette probabilité peut 
être différente de zéro (tout en restant faible) même lorsque di ‘= 0. 

4. Lorsque les oscillations moléculaires non totalement symétri- 
ques modifient la direction du moment dipolaire électrique variable 
de la molécule, on peut voir apparaître dans le cristal des interactions 
résonantes conduisant à la formation d'’excitations vibrationnelles 
intramoléculaires collectives. La largeur de la bande des excitons 
vibrationnels ainsi formés (phonons) peut atteindre 10 à 15 cm”!. 

Dans la représentation par sites, l’hamiltonien des excitations 
vibroniques correspondant aux vibrations intramoléculaires non 
totalement symétriques s'écrit 


H = X RQ bn + hi D 1010 + A (bkba + 1/2)] BS Ba + 
n n 
+ IUMR + Mn (bkbm + bhbn)l BiBm + À Mmnbñbm, (50.103) 
m,n m,n 


où MM est l'élément matriciel correspondant au transfert résonant 
d'énergie électronique; cet élément est proportionnel à | d{ |°: 


*) Ceci résulte du principe bien connu de Franck-Condon (Vote du Tra- 
ducteur). 


27-0534 
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M la grandeur correspondante, mais pour le transfert résonant 
d'énergie vibronique; cet élément est proportionnel à |d‘? |; 
Mmn €St l’élément matriciel de transfert résonant de l'énergie de 
vibration. 

L'interaction de l'excitation vibronique monophononique con- 
sidérée avec une onde électromagnétique 


E = E, cos (Qr — wt),  (QE:) = 0 


est caractérisée (dans l’approximation Qa<1 des grandes longueurs 
d'onde) par l'opérateur 


Hinr=weriot+wteitt, 6=v+in, 


w= — (E,d#) à > (Va (bn + 04) — (bn + 0%) Valein. (50.104) 


La partie imaginaire de la permittivité, correspondant à l’exci- 
tation vibronique monophononique avec participation de vibra- 
tions intramoléculaires non totalement symétiiques, est égale à 


* mé — FA diy 
Exy (Q, ©) = — 


où G (Q, w) est la transformée de Fourier par rapport aux coordonnées 
d'espace et de temps de la fonction de Green retardée ({Babh ; b% B)he. 

Etudions d’abord le cas où on peut négliger dans (50. 103)" les 
interactions résonantes vibrationnelles (Mmmn — 0). Dans ce cas 
l'équation du type (50.69) pour la transformée de Fourier par rap- 
port au temps 


FA Im G (Q, à), (50.105) 


£Sm-n,n (w) = ((Bm?n; boB5))S 
devient 


ñ [a+ O0 ——+ AQ — —Q | £m=n,n (wo) = OmnÔn0 + > Mis g- -n,n (w) + 
+ 6m [ AAQgon (6) + D Migo (©) ]+ Mingm-nm (G), (50.106) 


avec G(Q, dot 


Les solutions de l'équation (50.106) ont été trouvées par Sérikov 
[337] pour un cristal unidimensionnel. Pour Qa<1 on trouve l’ex- 
pression suivante : 


[LOIG(Q, w)=[(5"1(y)+x—xT!, (50.107) 
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4= LH/|LO |], K = Ag 


2 | L®] est la largeur de la bande excitonique pour une excitation 
électronique pure, 2 | L'‘? | la largeur de la bande excitonique pour 
une excitation vibronique, 


E X [yo (y) —1/° 
S (y) = OU) vo GT 
(50.108) 
hi [© —0,] 


1 
Y= jar » = O%wt+z A+. 


La fonction © (y) est définie par les expressions (50.82). 


La partie imaginaire de la fonction G (Q,w) est négative dans 
le domaine de fréquences w déterminé par l'inégalité | Re y | <1 
soit 


| © — ol <|L'1. 


Cette partie imaginaire détermine l'absorption à large bande, cor- 
respondant à la formation de deux quasi-particules dans le cristal : 
un exciton électronique de fréquence @19 + FAQ et un phonon 
intramoléculaire de fréquence (,. 

En plus des discontinuités dans l’intervalle | y | << 1, la fonction 
de variable complexe y (50.107) présente des pôles correspondant 
à une absorption à une particule. Les pôles réels placés sur l’axe 
réel | Re y | > 1 correspondent aux fréquences des excitons vibroni- 
ques. Les pôles de G (y) situés dans le demi-plan complexe inférieur 
(pour | Rey | 1) correspondent à la formation d'excitations 
vibroniques non stationnaires, se désintégrant spontanément en 
un exciton électronique et un phonon correspondant à une vibration 
intramoléculaire. 

Sur la figure 64 on a représenté à une échelle arbitraire les courbes 
Im G (y) calculées par Sérikov 1337]. Ces courbes représentent les 
variations (50.105) de la partie imaginaire de la permittivité pour 
des fréquences correspondant à l'excitation vibronique d’une vibra- 
tion moléculaire non totalement symétrique. (On suppose en outre 
que ces vibrations intramoléculaires ne présentent pratiquement 
pas d'interactions résonantes.) 

Etudions maintenant le cas, où le moment dipolaire de transition 
dans l’état excité électronique pur est nul. Dans (50.103) il faut 
poser alors M —=0 et tenir compte des éléments matriciels M4} 
et Mnm qui peuvent être du même ordre de grandeur. L'hamiltonien 


27% 
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du cristal est 
+ + 1 + 
H = >, {Cobibn + [ &10+ AQ ( n0n ++) | B;Ba} + 
n 


+ D [Mmnbmbn + Min (bbm + binbn) BaBml. (50.109) 


L'opérateur (50.109) commute avec l'opérateur BiBà, c'est pour- 


X=-4 
x -2,5 
S 
© 
£ 
i 
21012310 n2-2-1 0 1y 
X = 05 
x=0 
S 
Le) 
E 
[ 


22 1 01 2 3 6-5 -4 -3 -2 1 0 1y 


Fig. 64. Différents types d’excitation correspondant à une excitation molécu- 
aire vibronique dans un cristal. 


Les régions hachurées correspondent à l'excitation d'états à deux particules, les autres à 
des excitons vibroniques. 


quoi la fonction de Green doit vérifier l’égalité 
((Bm On; 06B6)}t — Omot(Bobn; boBG)h. 
Sa transformée de Fourier par rapport au temps 


gon (©) ={{Bobn; b5B+)}> 
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d’après (50.69) et (50.109) vérifie l'équation 
ñ [o— PS nie Le (©) = ôn0 [1 + nAQg00 (&)] + 
+ ME g00 (©) + Di {Mmn£on (©) + MEb£om(w)}. (50.110) 


n1 


La résolution de cette équation pour un modèle de cristal unidimen- 
sionnel, dans l’approximation des plus proches voisins, pour 


MX — + (Om + Ôm,-1); Mm,n — + (Gn/m+i + Ôn,m-1) 


est donnée par Sérikov [337]. On trouve pour la transformée de 


p'=01 
z=-02 


RRRNNNNNNEEE 


2 
“2 ST 6 1 


-2 10 17 -2 -1 0 7 


Fig. 65. Différents types d'excitation correspondant à une excitation molécu- 
aire vibronique dans un cristal. 


Les régions hachurées correspondent à l'excitation d'états à deux particules, les autres à des 
excitons vibroniques. 


Fourier de la fonction de Green par rapport aux coordonnées d’es- 
pace et de temps 


G(Q, o)= 2 e-1n80n (@) 
l'expression 
G(Q, «) = [p*o"* (y) — y (p2—1)— x], (0.111) 


p=i+hlil x=AN|I]<0, 


y= TT, = @10+ + AO + O7 
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La fonction © (y) est définie par les expressions (50.82). Dans ce 
cas la région d'absorption à deux particules est comprise dans l’in- 
tervalle de fréquences 


[o—am|<Til]. 


Les pôles de la fonction (50.111), placés sur l’axe réel des y en dehors 
de cette zone répondent à la formation d'’excitons vibroniques 
(excitations à une particule). La partie imaginaire de la fonction 
G (Q, o), calculée par Sérikov, est représentée sur la figure 65 pour 
quelques valeurs des paramètres p et x (unités arbitraires). 


$ 51. Déformation d’un cristal moléculaire 
électroniquement excité 


Les résultats des paragraphes précédents sont basés sur l’appro- 
ximation (47.3), d’après laquelle l'excitation électronique du cristal 
ne détruit pas sa symétrie translationnelle. Etudions maintenant 
dans quelles limites cette approximation reste valable. 

Lors d’une excitation électronique, l'énergie potentielle d’inter- 
action des molécules varie. et cette variation conduit à un déplace- 
ment des positions d'équilibre. Le déplacement des positions d'équi- 
libre de la molécule modifie à son tour l’état électronique. Par 
conséquent, il faut trouver les états autocongruents (self-consistents) 
entre l'excitation électronique collective et le déplacement des 
positions d’équilibre du cristal. Ces états autocongruents sont dé- 
crits par des équations non linéaires. 

Les premières recherches théoriques relatives à ce problème 
furent réalisées par Rashba (338, 339] et l’auteur [340]. Dans ces 
travaux, on montre que le caractère des états autocongruents dé- 
pend considérablement des dimensions du système. 


51.1. Déformation d’un cristal moléculaire unidimensionnel. 
Suivant les travaux de Kislukha et de l’auteur [341], on se propose 
d'étudier un cristal moléculaire unidimensionnel infini. Soit d 
le moment dipolaire de transition quantique de la molécule à l’état 
électronique excité, dirigé le long du cristal. La position de la mo- 
lécule » est caractérisée par la variable r,. Dans l'approximation 
de Heitler-London, l’hamiltonien de l’excitation électronique dans 
la représentation par sites s'écrit 


Ha= SIAË+D(n)] BB, + Min(iri—rnl) BBn (51.1) 


In 


où AË€ est l'énergie de l'excitation électronique de la molécule, 


D(R)= 3 D (lri—rnl), (51.2) 
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est la variation d'énergie d'interaction statique d’une molécule 
donnée x du cristal avec toutes les autres, lorsque cette molécule 
passe à l’état excité. Contrairement à l’approximation (47.3), nous 
tenons compte maintenant de la dépendance de D (n) en fonction 
de! la variable r,; Min (| rs — ra |) sont les éléments matriciels 
de transfert résonant d'énergie d'excitation entre les molécules 
net l; Bf, B, sont les opérateurs de création et d’annihilation de 
l'excitation électronique sur la molécule n. 

Nous proposons de considérer comme classique le mouvement 
des molécules de masse m. L'énergie cinétique de ce mouvement 
sera 


m :drn\2? 
T=< (Te). (51.3) 


Dans l’approximation des plus proches voisins, l'énergie potentielle 
du cristal est 


U= TS u(Ri), (51.4) 
LL 
Où R, = |rn41 — rx | est la distance intermoléculaire ; 
A 


u (Ra) = — R2°? pP>3g; 


C, À, p, qg sont des paramètres déterminant l'interaction des molé- 
cules non excitées. 
‘ _ Dans l’état fondamental |0) (sans excitation électronique) le 
cristal présente une invariance translationnelle caractérisée par la 
constante du réseau 


Cette valeur correspond au minimum de l’énergie potentielle (51.4), 


soit 
ST JF = — 0. 


Dans l’état | Ÿ) qui tient compte de l'excitation intramoléculaire, 
la distance intermoléculaire À, n'est plus égale à a, de sorte que 


Ra =@—Pn, |Pn|l <a. (51.9) 


Dans ces conditions l’énergie potentielle (51.4) varie. Dans l'appro- 
ximation harmonique cette variation est 
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1 


L=- ( Ou (Ra) 


OR3 Le. 


est un coefficient caractérisant les forces élastiques du cristal. 
D'après (51.5) 


(51 .6a) 


œo 

Le e e e e 
_ Pr = Ta Tn+oZ —Tn. 
an 


Ceci permet d'écrire l'énergie cinétique (51.3) en fonction des varia- 
bles p, sous la forme 


T=+ > BTE (51.7) 


n In 


Dans l’approximation des plus proches voisins, l’hamiltonien de 
l'excitation électronique (51.1) dépend aussi de la variable p,. 
Nous utiliserons son expression approchée 


Ha {Pn} = 2 ([A8—(1+sph/a) D] BiB,— L(BiB n+1 + Bs1Bal}, 
(51.8) 


dans cette expression nous avons fait l’'approximation suivante: 

Das n (Rn-1) + Di, n (Rn) &— gr © —(1+ 5pn/a) D, (51.9) 
2d? 

Mann (Rn) E Mann (Rn == = —L. (51.10) 


as 


Les grandeurs D =+, s, L sont des paramètres positifs de la théorie. 
Etudions les états du cristal décrits par la fonction 


F(H)=Z an() 8310),  Dlan()P=t (51.11) 
n n 
Les grandeurs | a, (ft) |* caractérisent les probabilités de distribution 
de l’excitation sur les différentes molécules du cristal. 
A un instant ? donné, pour un choix déterminé des a, (t), la 
grandeur 


(Et) | Hal Y ())= SAIAË —(1+sp,/a) D] ax (t)a, (t)— 


— L [an (£) Zn+i (£) + An+1 (t) an (£)]} (51 . 12) 


vient s'ajouter à l’énergie potentielle (51.6). Cette grandeur détermine 
les nouvelles positions des molécules dans le cristal excité. La 
condition de minimum de la fonction 


CE | Ha | Y) + AU {pa} 
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permet de trouver, pour chaque ensemble fixe de valeurs a, (t} 
déterminant l’état électronique (51.11), les valeurs de pŸ? caractéri- 
sant les nouvelles positions d'équilibre des molécules du cristal : 


PP (= lan (0 Fe (51.13} 


Pour trouver les valeurs a, (t) correspondant aux nouvelles 
positions d'équilibre, il faut résoudre l'équation de Schrüdinger 


“>. 0 
(in 4) w=—0, (51.14) 
dans laquelle 
H= Hatpn'}+E, (51.15) 


Hatpn}= DUAË—D—G|an(t)[] BBn —LIBrBnr + Bi+1Bnl}s 


EœU{p9}+T (p}= + D ÊF [3 Ian (0 Fl+cla@f}, 


où 

Ç— 57 =" (51.16 
Lorsque la rigidité du réseau augmente (w —> oo) les deux grandeurs 
G et F tendent vers zéro. 


Substituons les valeurs (51.15) et (51.11) dans (51.14); nous. 
obtenons l'équation 


D {—in an (t)+IAË—D—Eja, (t)— 


— L ani (6) + an (91—G Jan (+) Pan ()} B%10)=0. 


Comme l’ensemble formé par les fonctions BX | 0) est complet et 
orthogonal, cette dernière équation entraîne l'équation qui sert au 
calcul de a, (t): 


if Mn E Lans (9) + ans (t)] — 
—[AË—D—Eja,(t)+Gla (ta, (t)=0. (51.17) 


Introduisons la coordonnée sans dimension ë — r/a et passons dans 
(51.17) à l’approximation des grandes longueurs d’onde 


An (t) + (&, t), de telle sorte que © (n, t) = €; (£), 
PE, + PE, De 26, +20. 
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L'équation (51.17) se transforme alors pour donner une équation 
non linéaire de la forme 


RE + L Ô 


2 
Er —Ap+G|pl2p=0, (51.18) 


où‘la quantité 


A=at-D-21++ | a {r[ [an2ietn 12] + 


+GIp(E #1}. (65119) 
La solution normée de l'équation (51.18) se présente sous la forme 


d’une onde solitaire (solitary wave) pour chaque valeur des para- 
mètres v > 0 et E&,: 


V/ Lex GT @50 0 |) 


HE ch 1h Œ— 0 —vt)] Ge) 
où 
G s°D 

HT IL — BuaL ? 0) 

RQ AE DL + IS, 
(51.22) 

1,2 
Meme n = EGE 


est la masse effective de l'excitation, se propageant dans le cristal 
à la vitesse V — av; m* — h/2La* est la masse effective de l'exci- 
tation dans le cristal rigide (molécules fixes aux nœuds du réseau); 
m% = mG?/24Lwa* est une masse effective supplémentaire due à 
la déformation locale du réseau au voisinage de l'excitation. Cette 
masse est directement proportionnelle à la masse moléculaire (m) 
et inversement proportionnelle à l’interaction résonante (L) et au 
cube du module de rigidité (w) du réseau cristallin. Ainsi, lorsque 
la rigidité augmente (x —> co), la masse effective supplémentaire 
m % tend vers zéro. 

D'après (51.20) l'excitation du cristal est localisée dans la région 
ë — £, + vt. A chaque valeur de v correspond une énergie d’excita- 
tion ÀQ, définie par (51.22). A la valeur v —0 correspond une exci- 
tation immobile d'énergie A€ — D — 2L — G*/48L. Cette énergie 
est inférieure à l'énergie A€ — D — 2L des excitations de grande 
longueur d’onde du cristal rigide (w# —> æ). Ainsi la localisation de 
l'excitation est énergétiquement avantageuse si la vitesse de trans- 
fert de l'excitation vérifie l'inégalité 


ac < V G:/(24m"L). 
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En utilisant (51.13), nous trouvons que, dans la région d’excita- 
tion, les distances d'équilibre intermoléculaires diminuent de 


G/2 
p (&, ue Ole (51.23) 
où u est défini par l’expression (51.21). Cette variation sensible de 
la distance intermoléculaire occupe une région du cristal d’étendue 


aAËE = an/u = 4rLa/G 


autour du point a (E, + ct). Cette région se propage dans le réseau 
cristallin à vitesse constante. La valeur moyenne de la distance 
intermoléculaire dans cette région est égale à 


a(1—0,3u V G/2w). 


A l'opposé des excitons libres dans les cristaux tridimensionnels, 
décrits par des paquets d'ondes, les excitations des cristaux unidimen- 
sionnels décrits par les fonctions (51.20) ne « s’étalent » pas au cours 
du temps, mais conservent leur forme. C’est pourquoi ces excitations 
peuvent être appelées excitons particulaires ou solitons. 

Pour des valeurs très faibles du paramètre u, défini par l’ex- 
pression (51.21), c’est-à-dire pour un réseau rigide, présentant de 
grandes interactions résonantes et une faible variation des forces 
d'interaction consécutive à l'excitation d’une molécule, la fonction 
(51.20) peut être décrite par une onde monochromatique simple 


RE 9%) Lepli[ es], u<t (6512) 


Dans ce cas limite, l'excitation n'est pratiquement pas localisée. 

L'étude précédente ne tient pas compte des processus de relaxation 
des états excitoniques dus aux interactions avec les vibrations de 
réseau *). On peut formellement tenir compte de ces effets en rem- 
plaçant l'énergie d’excitation (51.22) par la valeur complexe ÀQ — 
— ihy. Dans l'expression (51.20) apparaît alors un facteur diminuant 
exponentiellement avec le temps exp (—t). Ce facteur définit la 
durée de vie moyenne d’excitation (2y)"!. Il est évident que la gran- 
deur y doit dépendre du paramètre v définissant la vitesse du soliton. 

Une déformation locale d’un cristal unidimensionnel, se pro- 
pageant le long du cristal couplée à une excitation, peut jouer un 
rôle très important dans certains processus biologiques. Les molé- 


*) Nous avons supposé en outre que la déformation de la chaîne accompagnait 
sans inertie le déplacement de l'excitation. Une théorie ne tenant pas compte de 
cet effet a été développée par Kislukha et l’auteur (JETP 71, 293 (1976)). On 
montre que l’approximation dont il est question est valable tant que la vitesse 


du soliton est inférieure à la vitesse du son longitudinal V,. — V'w/M. L'éner- 
gie du soliton tend vers l'infini lorsque sa vitesse Ÿ tend vers la vitesse du son 
Vac- C'est pourquoi pour toutes les valeurs finies de l'énergie du soliton, la 
condition V & Ve est réalisée. 
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cules protéiques, entrant dans la composition des organismes vivants, 
présentent souvent de longues portions en hélice «, dans lesquelles 
H 


se répètent les groupes atomiques peptidiques Àc Par exemple 


Î 

O 
la molécule de myosine, qui entre dans la composition des fibrilles 
des muscles striés, a un poids moléculaire voisin de 500 000 et pré- 


sente des portions spiralées & de — 1700 À. Par certains côtés, ces 
molécules peuvent être considérées comme des « cristaux moléculaires» 
unidimensionnels. Les excitations « intramoléculaires » du groupe 
peptidique (par exemple la vibration de valence à 1660 cm”! entre 
les atomes C et O) présentent un moment de transition électrique 
de valeur importante. C'est pourquoi les excitations moléculaires 
correspondantes doivent avoir le caractère de solitons, c'est-à-dire 
qu'elles se déplacent le long de la molécule protéique avec une dé- 
formation locale. Cette représentation a été utilisée par l’auteur 
(342, 343] pour tenter d'expliquer le mécanisme de la contraction 
musculaire à l'échelle moléculaire. 

51.2. Déformation d'un cristal moléculaire tridimensionnel. 
Etudions pour simplifier un cristal tridimensionnel optiquement 
isotrope à une molécule par maille élémentaire. Pour expliquer les 
conditions de formation d’excitations localisées dans un cristal 
tridimensionnel idéal, il suffit d'étudier les excitations stationnaires 
immobiles d'énergie minimale. Par conséquent on peut négliger 
l'énergie cinétique du mouvement des molécules. 

Dans l’approximation des plus proches voisins, l'énergie po- 
tentielle d'interaction des molécules est égale à 


à u (Ar), 


Arn = Fnya — ln, Ex = dy — 4, = a est la constante du réseau; 
r, est le rayon vecteur de la molécule n. Dans l’état fondamental 
du cristal | 0) (sans excitation électronique) 


Ou (Ar,;) 
(Arai) l, 0 
Dans l'état | W) correspondant à une excitation électronique, 


la distance entre molécules varie de 


Arn =4— Pn. (51.25) 


Dans l’approximation harmonique l'énergie potentielle d'interaction 
des molécules varie d'une valeur égale à 


AU=w D pi, (51.26) 
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où 
4 ( Su(Az,) 
W = + rs . (51.26a) 


est un coefficient, caractérisant l'élasticité du réseau cristallin. 
D'après l’approximation (51.8), l’hamiltonien de l’excitation 
électronique s'écrit 


H'e1 ({Pn}) = > [AË — (1 +s > Pnxa”!) D] BB + 
+ S' MomBñBm. (51.27) 


Etudions les états du cristal décrits par la fonction 


Y= 2 aaB10), Zlanl?=1. (51.28) 
Pour un choix fixé de valeurs de a, nous trouvons 
(FI Hal = 2 [A8 —(1+5 2 pnxa”!) D] aïan + 
+ N° Mnmtam, D>0. 
n, m 


Cette fonction vient compléter l'énergie potentielle (51.26), et permet 
de déterminer les nouvelles positions d'équilibre des molécules 
du cristal excité. 

Ces nouvelles positions d'équilibre sont caractérisées par les 
vecteurs 


Phx = | An (?, (51.29) 


définis par la condition de minimum de la fonction 
(FI Hal Y)+AU 
pour un choix fixé des &@. 
Substituons les valeurs (51.29) dans (51.27) et (51.26). Nous 


obtenons l'opérateur énergie totale du cristal (sans tenir compte 
de l'énergie cinétique du mouvement des molécules) 


H = Ha ({pn }) + AU ({pn }. (91.30) 
où 
Hei({pa”}) = S(AË—D—G]|an|?) BiBn+ À MamBñBm (51.31) 


AU ({p})=+6 D |al=E, (51.32) 
___ 3s3D3 
= —. (51.33) 
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La valeur des coefficients a, définissant l’état (51.28) adapté 
aux nouvelles positions des molécules est donnée par la condition 
E = min J ({a}), 

où la fonction 
J'({an})=(TIH|#)= 


= Sa (AE—D+E—G|anl) ant NN 2iMamam. (51.34) 
n n, m 
Dans l’approximation des grandes longueurs d'onde, les coefficients 


& peuvent être remplacés par des fonctions réelles de r faiblement 
variables, c’est-à-dire 


| an PF —@* (r). (51.35) 
En utilisant l'égalité 
D =+ | dr, v=0, (51.36) 
n No 


on peut passer de la sommation sur nr à l'intégration sur le volume 
Nv du cristal (comprenant V mailles élémentaires). Il convient 
alors de poser 


D Mamm + | —L—-7 v2]9(), (51.37) 
. m(Æn) 
ou 
1 À: Mon) 


ne (51.38) 


est la masse effective de l’exciton libre. Dans un cristal cubique 
(isotrope) dans l’approximation des plus proches voisins, la largeur 
de la bande excitonique est égale à 22, et la masse effective est m*— 
= hi°/a°L. 

Utilisant les expressions (51.35) à (51.37) on peut transformer 
la fonction (51.34), qui devient 


J{p(}=+ [ot x 
Nov 


h3 


X[A8—L—D+2—Gp(r)-25 v2]o(r) dr. (51.39) 
Compte tenu de (51.28) et (51.32), on peut écrire 
_ | p? (r) dÿr = À, (51.40) 


Nov 


2 = | qf (r) dir. (51.41) 
No 
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Etudions la valeur de la fonction (51.4) pour une distribution 
homogène de l'excitation sur tout le cristal (exciton libre). Dans 
ce cas, d’après la condition de normalisation (51.40) @ (r) = V-1/°. 
Substituons cette valeur dans (51.39) 


J (NE) = A8 + D — L — G (2N)*. (51.42) 


Dans cet état la déformation du réseau est homogène. La constante 
de réseau diminue de sD/2waN (d’après (51.25) et (51.29)), cette 
valeur tendant vers zéro lorsque NV tend vers l'infini. 

Cherchons l’extrémum de la fonction (51.39) pour des états 
à symétrie sphérique en utilisant comme fonction d'essai 


À ? 
PO=TRET—S: OKr—ry< oc, (51.48) 


où E est un paramètre variationnel de dimension inverse d'une lon- 
gueur. Les conditions de normalisation imposent 4° = 3vu°n"$. Uti- 
lisons l'identité 


| PV dr = — | (V}* dir, 
l'expression (51.41) et l'égalité La*® — hk“/m* pour transformer la 
fonction (51.39) : 


2 


G [.e) : © 
J(D=AË-L-D-T Àotr) F2 dr + 2e | (vo} tar. 
0 0 


Substituons dans cette expression la valeur (51.43) et effectuons 
l'intégration : 


J (E)—(A8—L—D)= TE opt ES GG à 


Æ 0,37a?E2L—O,013a'EG. (51.44) 


Lorsque la masse effective de l’exciton est positive (L > 0) les 
extréma de J (E) correspondent aux valeurs 
: __ m(n+412)L 491 
E=0 et 2 = Gui 0 ec ST (51.45) 
La valeur £, — 0 correspond à une distribution homogène de l’ex- 


citation dans un cristal infini. Bien entendu, l'énergie de cette 
excitation 


E;,=J(E)=AË—-L—D (51.46) 
coïncide avec l'énergie de l’exciton libre au voisinage du bord 


inférieur de la bande excitonique (4 = 0). La valeur £, correspond 
à la localisation de l'excitation dans une sphère de rayon 


1 __aG 
Re = ST. 
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L'énergie de cette excitation 


S(n2+1 412) L3 L* : 
Es= JT (E) = E+ he espes © Ait (51.47) 


est plus élevée que (51.46). Par conséquent la localisation sphérique 
de l'excitation n’est pas avantageuse du point de vue énergétique. 
Cependant, lorsque E augmente au-delà de E,, l'énergie d’excitation 
diminue. Pour des valeurs importantes de & (R petit), la localisation 
devient avantageuse. Le passage de l'excitation distribuée uniformé- 


E 
d cL 
— =} 
10 & 
1 Lo0 
j 0 
0 IN 
0j  aË -] 
L>0 
-5 
- 2 


Fig. 66. Variation de l'énergie excito- Fig. 67. Variation d'énergie de l'exci- 

nique pour une localisation sphérique ton pour une localisation de l’excita- 

dans un cristal tridimensionnel. tion dans un plan d'un cristal tridi- 
mensionnel. 


ment sur tout le cristal à l’excitation localisée sphérique nécessite 
une certaine énergie d'activation (barrière énergétique). Il ne faut 
pas enfin perdre de vue que lorsque Ë augmente, l’approximation 
du cristal continu, que nous utilisons ici, perd son sens. 

Pour des excitons de masse effective négative, l'énergie d’ex- 
Citation diminue lorsque £ >> 0 augmente. Par conséquent la localisa- 
tion de l'excitation est toujours avantageuse. La figure 66 illustre 
les résultats obtenus. Sur cette figure on a représenté les variations 


de la fonction © (&E) = 10° 1E- QE en fonction de la 


grandeur sans dimension aËë pour la valeur G/| L | — 100. 

Nous avons montré que la localisation sphérique de l'excitation 
dans un cristal isotrope était désavantagée par rapport à l’excita- 
tion uniforme de tout le cristal. Ceci n'exclut pas cependant la 
possibilité d’une localisation de symétrie différente. Prenons le 
Cas par exemple d’une localisation entre deux plans parallèles. 
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Dans ce but, pour étudier les valeurs de la fonction (51.39) choisis- 
sons une fonction d'essai de la forme 


B 

P(x, y, 2) = GC (51.48) 
Supposons que le cristal a une forme cylindrique, de surface de base 
a*o et de hauteur infinie dirigée selon l’axe des x. Les conditions 
de normalisation (51.40) imposent 4° — va/20. Dans ces conditions 
la fonction (51.39) devient 


JV) =A48—D—L — RE ++ vrarL. (51.49) 
Lorsque la masse effective de l’exciton est positive (L > 0), les 
valeurs extrémales de la fonction (51.47) correspondent à 


v] =0, v. — G/20aL. (51.50) 


La valeur x/v, — 21aL/G détermine l’« épaisseur » de la couche 
cristalline correspondant à la zone excitée et déformée du réseau. 
La localisation de l'excitation dans cette zone est favorable énergé- 


tiquement, puisque pour la valeur v, l'énergie du cristal correspondant 
à l'excitation locale 


J (ve) = A€ — D — L — G?/240°L 


est inférieure à l’énergie A8 — D — L de l’exciton libre. Cependant 
pour une grande surface d'’excitation (o grand), cette différence 
est faible. 

Pour un exciton de masse effective négative, les états libres 
de l'exciton sont instables. 

La figure 67 illustre les calculs effectués. On a représenté les 
variations de la fonction © (va) = 0-22 pour des 
excitations de masses effectives positive et négative et pour 
oL/G = 50. 


$ 52. Interaction exciton-phonon 
dans les cristaux ioniques 


Dans les cristaux ioniques, les excitations collectives sans trans- 
fert de charge sont appelées excitons de Wannier-lott. Ils se pré- 
sentent comme des états liés électron-trou. Ces excitons ont été 
étudiés au $ 43, mais nous n'avons pas tenu compte des interactions 
avec les phonons. 

Etudions maintenant cette interaction des excitons avec les 
vibrations de réseau dans les cristaux ioniques. Cette interaction 
conduit à l’absorption « vraie » de la lumière par les excitons, définit 
Jes formes de raies d'absorption et de luminestence et modifie pro- 
fondément la structure interne des excitons. Ainsi, pour une liaison 


28—0534 
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exciton-phonon forte, le caractère du mouvement excitonique change 
sensiblement. En raison de l'émission et de l'absorption de phonons, 
le vecteur d'onde et l'énergie de l’exciton varient et les états cor- 
respondants ne sont plus stationnaires. 

Nous avons montré au chapitre III que les vibrations de réseau 
dans les cristaux ioniques présentaient toute une série de particula- 
rités dues aux charges ioniques. Dans les cristaux ioniques de per- 
mittivité élevée, les rayons de Bohr des excitons sont nettement 
supérieurs à la constante de réseau. Ceci permet d'étudier l’interac- 
tion exciton-phonon comme deux interactions indépendantes : 
celle de l’électron et celle du trou avec les phonons. Dans cette 
approximation l’hamiltonien de l’exciton en interaction avec les 
vibrations de réseau peut s’écrire 


- H = Hex + Hu + Hint, (52.1) 
ou 
h° h? 2 
Hess die (52.2) 


est l’hamiltonien de l’exciton libre; m,, mu, r., rm, A et At sont 
respectivement les masses effectives, les coordonnées et les opéra- 
teurs de Laplace des électrons et des trous; 


r=r—" (92.3) 
est la coordonnée relative ; 
Hyn=A Je (q) basbgs (52.4) 


est l'opérateur vibration de réseau; s est l'indice de la branche 
de vibration, q est le vecteur d'onde; 


Î + 8 æ 

Hint UN >, A (q) [bas + D a, s] tn à. Hi (92.5) 
x, q 8 

est l’opérateur d'interaction de l’exciton et des phonons. Ici 
Fa(g)=uwe(s, q)ee—uw(s, g)et, (52.6) 
où w, (s, q) et w, (s. q) sont des fonctions (à définir plus loin) carac- 
térisant l'interaction de l’électron et du trou avec les phonons de 

la branche s. 

Les valeurs propres et les fonctions propres de l'opérateur 

excitonique (52.2) sont données par les expressions (voir $ 43) 
h3k2 


Exr = Egt Et, (52.7) 
où 

m=me+m, (52.7a) 

[k, A)=—Ù mp, (r) exp (ikp), (52.8) 


Vyv 


$ 52] INTERACTION DANS LES CRISTAUX IONIQUES 435 


F est le volume du cristal; 


Mol + M4ri 


est la coordonnée du centre de gravité de l’exciton; 


=p+ Tr, n=p—-<r. (52.10) 


m 
E, est l'énergie de la bande interdite, E; et œA (r) l'énergie et la 
fonction d’onde des états internes de l’exciton. 
En particulier, dans l’état excitonique interne fondamental 
14 — O0 et 


1 
Po (== — exp ( js 


J. E=—-r, (6211) 


aex 
« m,m » . , 
où pu — = est la masse réduite de l’électron et du trou, 
— EpÂ? 


est le rayon de Bohr de l’exciton. 

Les opérateurs (52.2) et (52.5) sont écrits dans la représentation 
des coordonnées. Il faut souvent connaître leur forme dans la re- 
présentation des nombres d'occupation des états excitoniques k, À. 


Utilisons la règle générale de transformation ($ 21), en introduisant 
les fonctions opératorielles 


Y (r, P)= 2; Bi |k, À), (52.12) 
où Bi. Ba sont les opérateurs de création et d'annihilation de 
l'exciton dans l’état kA, Bf:1 Ba sont les opérateurs des nombres 
d'occupation, de valeurs propres Vi1 = 0, 1, ... Dans la représen- 


tation des nombres d'occupation, les opérateurs (52.2)et (52.5) s'ex- 
priment par 


Hx=(Ÿ | Hoex | P= > > | ExxBiBur, (52.13) 


Hint = (Ÿ | Hint | D | RU #, à Bi+a, ,Bx, à (Ogs — b* gs); 


(52.14) 
où 
1, (q) = as) (q) KA (q) — w$” (a) Ÿ à (q), (52.15) 
15 (9) = | ot, (r) etes (r) dr, 
(52.16) 


T$h (a) = | FX, (r) ea (r) dir, 
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sachant que 


Me 
m 


q. (52.16a) 


mt 
ed Qr = 


En particulier, les éléments matriciels diagonaux dans l’état 
excitonique interne fondamental (lorsque qaez << 1) s'expriment 
simplement : 


(e.{)p— 1 : 2P _ 
160 = | exp (—<2) exp (ipqe, s) dr = 


=" 
C9 


=[1++ qi. raëx | . (52.17) 


Ainsi les fonctions 1 (q) et 74) (q) sont les transformées de 
Fourier de la densité de probabilité (spatiale) des électrons et des 
trous dans l’état excitonique interne fondamental. 


52.1. Interaction des excitons avec les phonons acoustiques. L'’in- 
teraction des excitons avec les phonons acoustiques a été étudiée 
par Anselm et Firsov [344]. Dans ce cas, l'interaction est possible 
seulement avec la branche acoustique longitudinale. Les fonctions 
u<® (q), pour de petites valeurs du vecteur d'onde q, sont déter- 
minées par les potentiels de déformation 


“hlqgl EITIE 
9 (9 =—0,/ HAL, wo (= y HAL, 


où À est la masse des ions de la maille élémentaire; V le nombre 
de mailles élémentaires dans le cristal ; ©. et 0, sont des paramètres 
homogènes à une énergie et caractérisant l'intensité de l'interaction. 
Pour de nombreux cristaux non métalliques, leur valeur est située 
dans l'intervalle de 1 à 10 eV. Ainsi pour de petits q, la fonction 


F® (a) = FS’ (4) dans (52.4) est proportionnelle à V 1q |, comme 
pour l'interaction des phonons avec les excitons moléculaires. 

L'interaction exciton-phonon acoustique est caractérisée par 
le paramètre sans dimension 


m°(0,.—G1)°v 

Fac — ee , (52.18) 

v est le volume de la maille élémentaire. D'habitude ©, > o:. 
La valeur g4 est égale à 2 + 10-* pour les cristaux dont les valeurs 
de o, — 0 = 5 eV; M/v = 5 g/em*, m = 10-%7g,c & 5 - 105 cm/s. 
L'’interaction exciton-phonon modifie la forme et la position 
de la bande excitonique et rend les états excitoniques non station- 
naires. Lorsque l'interaction est faible (£g1c & 1) on peut étudier 
les effets par la méthode des perturbations. Anselm et Firsov [344] 
ont utilisé cette méthode pour calculer le libre parcours moyen 
de l’exciton | Ok), sans changement de son état interne ; les auteurs 
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ne tiennent compte que des transitions quantiques à l’intérieur 
d’une même bande excitonique correspondant à l’état fondamental 
(interne) de l’exciton (À, = À — 0). Dans ce cas, conformément 
à la règle d'or de Fermi, les probabilités d'émission et d'absorption 
d'un phonon de vecteur d'onde q dans l’unité de temps sont 


D 
Wa. x= OT (ng-+ 1) 8(Ex-a— Ex + hicag), 


NM ca 
pie (52.19) 
Wit+a, k — TNMcs nQÙ (Ex+q — Ex — hicag), 
où 
L2k2 
Ex=E,+Eo+ e 


cst l’énergie de l’exciton; 


Cf (6220 
(14e) (14+oat) 


Lorsque les masses de l’électron et du trou sont égales, cette fonction 
devient 


® (q) = (6e — 01)? [1 + _ cg] . (52.20a) 


En utilisant (52.19), on peut calculer le temps de relaxation 
de l'impulsion tx, qui, conformément à (34.44), est déterminé 
par l'expression 

1 qk 
ee 2 ar (Wita, x + Wi-a, x). (52.21) 
Dans ces conditions le libre parcours moyen d’un exciton de vecteur 


d'onde k est égal à 
Ar =hkt,;/m. 


On trouvera les détails du calcul dans [344]. 
Si, dans (52.19), on remplace n4 par sa valeur moyenne, pour 
des valeurs de k et de la température © vérifiant l'inégalité 


hc.k<« 9 (52.22) 


le libre parcours moyen de l’'exciton, dü aux interactions avec 
les phonons acoustiques, est égal à 
2 


R 
2 
Ai = MERE | ©(@ 9 da, (52.23) 
0 


où v est le volume de la maille élémentaire. Dans ce cas le libre 
parcours moyen de l’exciton est inversement proportionnel à la 
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température. Lorsque l'énergie de l’exciton est petite, seules les 
petites valeurs de q contribuent notablement à l'intégrale (52.23). 
On peut alors poser ® (q) = (6, — 5,)° et 
À = rMcifñt 
0 m9 (0, — 01)? ‘ 


Lorsque l'énergie de l’exciton augmente, le libre parcours moyen 
doit dépendre de l'énergie. Le caractère de cette variation est dé- 
terminé par les valeurs de ©,, 6, m. et m, qui définissent la fonc- 
tion ® (q). 

Une analyse théorique détaillée de la forme des raies d’'absorp- 
tion de la lumière dues à la formation d'excitons de Wannier-Mott 
a été réalisée par Toyozawa [176, 177]. 

Ces travaux montrent que pour une liaison exciton-phonons 
acoustiques faible (g::< 1), dans l'« approximation à un phonon » 
la forme de la raie d'absorption est lorentzienne, de demi-largeur 
RAT (0) (si F (k) est l'inverse de la durée de vie de l’exciton, de vecteur 
d'onde k, et si on peut négliger sa dépendance en fréquence w). 
Pour les hautes températures Xl (0) est proportionnel à gac7 (où 
T est la température absolue, g4. le paramètre sans dimension (52.18)). 
Pour une liaison forte (£g2 > 1) la forme de la raie est gaussienne, 
et sa largeur est proportionnelle à É £acT. 

La forme de la raie d'absorption 

= TOO) 
AG) = RAC o+miro an (2-24) 
a été introduite au $ 48. Dans le cas étudié ici, l'opérateur d'’interac- 
tion est donné par l'expression (52.14), la fréquence w (0) est égale 


«: À , A : 
à Ee-| les fonctions A (0, w)et y (0, w) sont les parties 


réelle et imaginaire de l’opérateur de masse À7 (k, &) pour k nul. 


Dans l’approximation à un phonon, l'opérateur de masse est (voir 
(48.12a)) 


= 1 : i+an, n, | 
Orne 2 | Fac (a) | & — © (q) — Q (q) L &—& (q)+Qo (q) J° 
© = © + in, (52.25) 
où 
+ Fae(a) = Lo (cel (a). (52.250) 


Limitons-nous aux processus de diffusion à l’intérieur de la première 
bande excitonique. La forme explicite de la dépendance À (w) 
en fonction de la fréquence w et de la température est déterminée 
par un grand nombre de paramètres: m,, my, Eo, Ce, Or, M/v et par 
le spectre de phonons Q (q). La fonction À (w) a été calculée par 
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Toyozawa (176, 177], Fedosséev, Hizhnjak [345] pour quelques va- 
leurs de ces paramètres. 

Si le bord inférieur de la bande excitonique correspond à la va- 
leur k — 0, pour de petites valeurs du paramètre de liaison sans 
dimension (g< 1) et pour des températures élevées, la forme de la 
raie À (w) est une courbe lorentzienne asymétrique (plus étalée 
du côté des fréquences élevées). Cette asymétrie correspond à des 
transitions indirectes dans des états excitoniques à k = 0. Pour 
des températures basses (6 < mc), le spectre d'absorption est cons- 
titué (voir [345]) d’une raie de résonance fine sans phonon et d’une 
aile phononique du côté des fréquences élevées. La largeur de la raie 
de résonance diminue avec la température en suivant une loi ex- 
ponentielle (lorsque l’on ne tient compte que des processus à un 
phonon). 


52.2. Interaction des excitons avec les phonons optiques. L'inter- 
action des excitons de Wannier-Mott avec des phonons optiques 
longitudinaux dans les cristaux ioniques diffère notablement de 
l'interaction correspondante des excitons de Frenkel dans les cristaux 
moléculaires. Dans les cristaux moléculaires les phonons optiques 
sont dus aux rotations gênées des molécules anisotropes neutres. 
Dans les cristaux ioniques, les phonons optiques correspondent au 
déplacement relatif des ions positifs et négatifs. 

L'interaction des excitons avec les phonons optiques est carac- 
térisée par l'opérateur (52.5) avec la valeur 


F=w® (q)ele— wi (q) et. (52.26) 


Seuls les phonons longitudinaux sont concernés par l'interaction. 
Négligeons leur dispersion (Q, (q) — Q,). Conformément à (36.12), 
nous avons 


———— 
wo (q) = wi (9) = —7/ Er 1 (52.27) 
ve 1q! 
où v est le volume de la maille élémentaire ; = + 
£ 00 


L'opérateur d'interaction des excitons avec les phonons optiques 
dans la représentation des nombres d'occupation des états excitoni- 
ques |k, À) est 


H int = 2* A FRA (a) Bêta, Bu, 2. (bg + bg); (52.28) 
Shi: 


Fa = Un (GA (I. (62.29) 


Les grandeurs Zi, (q) figurant entre crochets sont définies par 
les expressions (52.16). Lorsque les masses effectives des électrons 
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et des trous sont égales, q. — q4 et la fonction d'interaction (52.29) 
est nulle *). D'habitude dans les cristaux ioniques, la masse effective 
du trou est beaucoup plus grande que la masse effective de l’électron. 
Par exemple dans le cristal de CdS leur rapport est supérieur à 
sept [168]. Dans ces cristaux, l'interaction exciton-phonon est 
forte et on ne peut l’étudier par la méthode des perturbations. 

Si le rayon de l’exciton est assez grand, l'interaction de l'électron 
et du trou avec les ions du réseau conduit avant tout à une polarisa- 
tion du cristal. Chaque particule peut être considérée comme entourée 
d'un champ de polarisation. Cet effet a pour résultat d'augmenter 
leur masse effective (voir $$ 35, 36) et de modifier l'interaction effec- 
tive entre l’électron et le trou. L'électron et le trou au repos intera- 


gissent conformément à la loi de Coulomb — — où €, est la per- 


0 
mittivité statique du cristal. Lorsque l'électron et le trou sont 
proches l’un de l’autre, ils se déplacent à grande vitesse, et les ions 
lourds ne peuvent suivre leur mouvement. Dans ce cas leur interaction 


2 
est donnée par la loi — —, où & est la permittivité à haute fré- 
O0 


quence. En fin de compte l'interaction effective exacte de l’électron 
et du trou a une variation complexe en fonction de la distance. 
Cette dépendance a.été trouvée par Haken (346, 347]: 


rs) ler(-+i+ep(-7)], (62.30) 


hi à 
LV x ie; 1, 


Qcpt est la fréquence des vibrations optiques longitudinales. Fédos- 
séev [348] a montré que l’interaction de l’électron et du trou avec 
les vibrations de polarisation du réseau conduisent à la levée de 
dégénérescence des niveaux excitoniques par rapport au moment 
orbital et au nombre quantique magnétique. 

En plus de cette levée de dégénérescence, de la variation de l’é- 
nergie de l’état interne dus au potentiel effectif (52.30) (ces varia- 
tions sont surtout sensibles dans l’état ns, lorsque l’électron et le 
trou sont proches), l'interaction exciton-phonon raccourcit la durée 
de vie de l’exciton et modifie son mouvement. 

Dans l'opérateur d'interaction des excitons avec les phonons 
optiques longitudinaux Q,%#, nous tiendrons compte seulement 
de la bande excitonique d'énergie la plus basse, et nous utiliserons 
les valeurs approchées (52.17) des éléments matriciels 7{) (q). Lors- 


*) Cependant Toyozawa {[176, 177] a montré que dans ce cas aussi la dif- 
fusion de l’exciton sur les phonons fait intervenir une variation de l’état interne 
de l'exciton. 
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que Qüex € 1, 
Hint = à Fo (q) Bi+aPBx (ba + D a); (52.31) 
où 
Fo(q) = ah, Sa, (52.32) 
a est la constante de réseau, 
S = a, (TT) RS (52.32a) 


est un paramètre sans dimension, caractérisant la liaison des exci- 
tons de Wannier-Mott avec les phonons optiques longitudinaux. 
La fonction (52.32) est proportionnelle au vecteur d'onde des phonons, 
contrairement à la fonction (47.23) caractérisant les interactions 
des phonons optiques avec les excitons de Frenkel (pour les petits 
q cette fonction est indépendante de q). 

L'action de l'opérateur (52.31) sur la forme des spectres d’ab- 
sorption à été étudiée par Toyozawa [176, 177], Moskalenko et coll. 
[349] et autres. L’interaction des excitons avec les phonons optiques 
(à basse température, pour des excitons de masse effective positive) 
modifie peu la forme de la raie de résonance. Cependant cette interac- 
tion fait apparaître de nouvelles raies dues à la formation simultanée 
d'un exciton et de un ou plusieurs phonons. 

Pour un exciton de masse effective négative, cette interaction 
conduit à un notable élargissement de la raie de résonance même 
à très basse température [349]. 


$ 53. La méthode des moments dans la théorie 
de l’absorption de la lumière dans les cristaux 


Comme nous l’avons remarqué, l’interaction des excitons avec 
les phonons détermine la forme de la raie d'absorption des cristaux. 
La détermination théorique de la forme des raies d'absorption 
excitoniques n'a pour l'instant été obtenue que pour des modèles 
simples dans les cas limites d’une liaison faible (voir $ 48) ou d’une 
liaison forte (voir $ 49) des excitons et des phonons. Cependant, 
pour des températures pas trop basses, lorsque les effets de la dis- 
persion spatiale ne sont pas encore notables (voir chap. XI), on 
peut obtenir par des méthodes relativement simples quelques carac- 
téristiques intégrales du spectre d'absorption: les moments de la 
courbe d'absorption. La confrontation des résultats théoriques et 
expérimentaux permet d'obtenir dans ce cas des informations es- 
sentielles sur l'interaction exciton-phonon. 

Le facteur d'absorption vraie de la lumière Æ (Q, w) caractérise 
la diminution relative de l’énergie lumineuse par unité de volume 
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dans l'unité de temps. D’après (42.6) il s'exprime en fonction de 
la partie imaginaire de la permittivité 


K (Q, ©) = wlme (Q, w). (53.1) 


Au $ 46 nous avons montré que la partie imaginaire de la per- 
mittivité due à une bande excitonique isolée était donnée par l'ex- 
pression 

4nd? — 
e(Q, &) —E— 5o G(Q, w), (53.2) 


valable dans un cristal isotrope. Ici £&, est la permittivité due aux 
autres excitations électroniques ; 


+ 00 
G(Q, &)=— | G(Q, t)eiStat (53.3) 
est la transformée de Fourier de la fonction de Green retardée des 


excitons; © — © + in. Dans l’approximation de la température 
excitonique nulle (c'est-à-dire lorsque l'énergie des excitons est 
très supérieure à l'énergie d’agitation thermique moyenne) la fonc- 
tion de Green, conformément à (48.3), est égale à 


G(Q = —i0 (1) OIIBeU), Be O0), (53.4) 


le trait indique que l’on prend la moyenne sur tous les états phono- 
niques à la température T'; 


Bo(t)=eiftMBQe-iHt/t 


est l'opérateur d'annihilation des excitons dans l'état Q, dans la 
représentation d’'Heisenberg; H est l'hamiltonien total du systè- 


Dans (53.4), développons le commutateur. On s'aperçoit facile- 
ment que 


G(Q, t) = —:i8 (t)S (Q, t), (53.5) 
où © (t) est la fonction en escalier égale à l’unité pour {>0, et 
égale à zéro pour { <0; 

S (Q, t)=(0] Bo (t) BG (0) 1 0) (53.6) 


est la fonction de corrélation temporelle des opérateurs excitoniques. 
La transformée de Fourier S (Q, w) de la fonction de corrélation 
(53.6) est définie par l'expression 


SQ = | S(Q, Q)e-i2' 40. (53.7) 


$ 53] METHODE DES MOMENTS DANS LA THÉORIE D’ABSORPTION 443 


Substituons la fonction de Green (53.5) dans l'expression (53.3). 
Compte tenu de (53.7) nous obtenons 


= 1 ( S(Q, 949 

G (Q, D)=S— | no (53.8) 
— 00 

Cette fonction est appelée représentation spectrale de la fonction de 

Green retardée des excitons (dans l’approximation de la température 


excitonique nulle). Utilisons l'identité (x + in)! = Pi inÔ (x); 
nous pouvons transformer l'égalité (53.8) : 


Im G(Q, &)=—+S(Q, w). (53.9) 


Les égalités (53.1), (53.2) et (53.9) permettent d'exprimer le facteur 
d'absorption vraie de la lumière 


2wd? 


15 (Q, w) 


directement en fonction de la transformée de Fourier de la fonction 
de corrélation temporelle des excitons. 

La permittivité € (Q, w) détermine (par l'intermédiaire des 
équations de Maxwell) les lois de la transmission de la lumière 
de fréquence w par le cristal. Nous montrerons au $ 56 que, dans 
le cas d’une lumière tombant perpendiculairement au cristal, deux 
ondes planes normales de facteurs d'absorption x; et d'indices de 


réfraction 7, différents se propagent dans le milieu cristallin. Ce- 
pendant, lorsque 


K(Q, w)=wlme(Q, w)= 


[vole Ve (53.10) 
l'une des deux ondes seulement possède une amplitude impor- 
tante et un coefficient d'amortissement faible. Le facteur d’absorp- 
tion x et l'indice de réfraction » de cette onde sont définis par l’éga- 
lité 

[In (w)+ix(w)}?—e(Q,, o), 


où le vecteur d'onde Q, peut être trouvé en égalisant l'énergie de 
l'exciton E (Q,) et l'énergie du photon AcQ,/Ve, dans le cristal 


E(Q)=ñc|Q.1/Ve. 


Dans l'inégalité (53.10) la grandeur y caractérise l'inverse de la 
durée de vie de l'exciton; v, = ÀQ,/m* est la vitesse de l’exciton 
de vecteur d’onde Q, et de masse effective m *; f* = 4ne*mF!v 
est un coefficient caractérisant l'interaction exciton-photon. Dans 
cette égalité e et m sont la charge et la masse de l’électron; v le 
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volume de la maille élémentaire du cristal ; F la force d’oscillateur 
de la transition quantique vers l’état excitonique. 

La grandeur y augmente avec la température, c'est pourquoi 
pour des températures supérieures à une certaine température « cri- 
tique », l'inégalité (53.10) est satisfaite. Dans des cristaux très 
purs et parfaits de sulfure de cadmium, la température « critique » 
est de l’ordre de 40 à 50 K et dans les cristaux d’anthracène la tem- 
pérature « critique » est de l’ordre de 20 à 30 K. En présence d'im- 
puretés ou de défauts du réseau cristallin, la température critique 
s'abaisse. 

La méthode des moments développée plus bas ne s'applique 
qu'aux températures supérieures à la température « critique ». 
Dans toutes les expressions données ci-dessous, qui déterminent 
le facteur d'absorption vraie de la lumière Æ (Q, oo), la valeur 
du vecteur d'onde Q sera prise égale à Q,. Dans l’ultraviolet et 
le visible Q,a € 1. Pour simplifier, nous omettrons l'indice r. 

La fonction de corrélation temporelle (53.7) peut être développée 
en série infinie 


sQn= > EMf(2)"sQ 0]. 
7=0 


= ST OM,(Q. (53.11) 
se n | 
En différentiant (53.7) par rapport au temps, nous obtenons les 
coefficients du développement 
+00 
M, (Q=Z | w"S (Q, o) do. (53.12) 
Les grandeurs M, sont appelées les moments de la courbe d'absorption 
S (Q, «). La fonction de corrélation S (Q, t) est parfois appelée 
fonction caractéristique de la courbe d'absorption. 
D’après (53.12), la surface située sous la courbe d'absorption 
vraie (pour une valeur fixée de Q) est définie par l'expression 


# (Q) = | K(Q, w)do=<4no;dM,(Q, (53.13) 


+00 


M(Q=7% | S(Q w)du=[S(Q, Dl-o=1 (53132) 


est le moment d'ordre zéro de la courbe d'absorption. 


Dans l’approximation utilisée, le moment d'ordre zéro ne dé- 
pend pas de la température du cristal; il est toujours égal à l'unité. 
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Cette conclusion importante est valable tant que les processus de 
relaxation sont assez intenses, à l'exclusion des transformations 
réciproques exciton-photon (voir $ 57.2). Bien que ces processus 
ne soient pas pris en compte dans l’expression (53.2), ils sont tou- 
jours sous-entendus lorsque l’on étudie l'interaction de la lumière 
avec le cristal au premier ordre de la théorie des perturbations. 

Si la fonction S (Q, w) est normée de sorte que M, (Q) = 1, 
le moment du premier ordre 


+ 00 


M, (Q) = | 6S (Q, w)do = 


définira le « centre de gravité » de la courbe d'absorption. 
On calcule souvent les moments de la courbe d'absorption par 
rapport au centre de gravité w, en utilisant l'égalité 


Mn (Q=-zr | (W—u)" S(Q, w) du. 


Dans ce cas la fonction caractéristique de la courbe d'absorption 
devient 


5Q 9= 5 CO A, (Q = 418 (Q, 1), (53.14) 


n=0 


où S (Q, t) est la fonction de corrélation (53.6). Ainsi les moments 
de la courbe d’absorption par rapport au centre de gravité (moments 
centrés) sont définis par différentiation simple de la fonction caracté- 
ristique (53.14) 


— ; Ô Ur. É - 
M, (Q@=[(i+) 5 (Q, e) | (53.15) 
On peut trouver le centre de gravité w, par la condition 
M,(Q)=0. (53.16) 


Etudions les premiers moments centrés de fonctions S (Q, ©) 
simples. Supposons que S (Q, w) coïncide avec une courbe de Gauss 


S(Q, o)= 5, (0)= 7x exp[ — (2-00 ._ (53.17) 


Dans ce cas M, = 1, M, = 0. Le second moment 


M(Q= | (@—w)? 5, (0) dore. 


— 00 
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La demi-largeur de S, (w), définie par la condition 
1 
Sy (So + A) Du S; (@o) ; 


est égale à À = T V21In2. Tous les moments impairs M, sont nuls 
et tous les moments pairs s'expriment en fonction du seul paramètre 
T. Par exemple, M, — 3/4. Ainsi, 

(MM), =3. (53.18) 


Prenons pour deuxième exemple simple une « courbe lorentzien- 
ne coupée » 


F/x 
S(Q, w)=S: «= @—appis Pour [o—@l<L, 340) 
OÔ pour |[w—w|>Z, 


où L ÿ FT. Tous les moments impairs de la fonction (53.19) sont 
nuls. Les premiers moments pairs sont égaux respectivement à 


r nr 2 = 2 
Mo=1, MeTL, Mr TL. 


Ainsi, 


M rl 
Fm => 1. (53.20) 


Compzarons (53.16) et (53.20). On voit que ces rapports diffèrent 
beaucoup pour les courtes gaussienne et lorentzienne. 

Ja fonction totale S (Q, t) est définie par la donnée de tous 
les moments, en utilisart la formule (53.14). C'est pourquoi les 
résultats expérimentaux concernant les premiers moments donnent 
des informations insuffisantes sur la fonction S (Q. «). Or le calcul 
théorique de S (Q, w) ou de la fonction de corrélation S (Q, f) est 


trop complexe. Le calcul des premiers moments W, (Q) de la courbe 
d'absorption est beaucoup plus simple. Ces calculs permettent une 
comparaison plus efficace de la théorie et de l'expérience et donnent 
des informations importantes sur l'interaction exciton-phonon et 
les propriétés des excitations électroniques correspondantes. Ainsi 
par exemple la mesure du moment d'ordre zéro (de la surface déli- 
mitée par la courbe d'absorption) est largement utilisée par les 
expérimentateurs pour déterminer la force d'oscillateur de la tran- 
sition quantique dans l'état électronique excité. Nous montrerons 
plus loin (voir $ 57.2) qu’à très basse température, dans des conditions 
où les processus de relaxation excitonique sont peu importants, 
la comparaison des données théoriques et expérimentales conduit 
à des conclusions erronées. Cependant dans les limites de validité 
de la théorie des moments (effets négligeables de la dispersion spa- 
tiale — états excités localisés ou états excitoniques à relaxation 


=! 
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importante (voir $ 57)) la comparaison des études expérimentales 
et théoriques est très utile. 

La méthode des moments a été appliquée avec beaucoup de 
succès à l'absorption de la lumière par des centres d’impureté (exci- 
tations localisées) [350 à 352]. Cette méthode a été utilisée par 
Dzub {353], Merrifield [354], Morris et Sieats [355, 356], Nitsovitch 
(357, 358] et autres, en absorption. 

D'après (53.15) les premiers moments de la courbe d'absorption 
peuvent être obtenus en calculant directement les dérivées corres- 
pondantes par rapport au temps de la fonction de corrélation (53.14). 
Ce travail est beaucoup plus facile, comme nous allons le voir, 
que le calcul de la fonction de corrélation elle-même. 

Calculons les moments pour un système quantique très simple. 
Supposons que le cristal soit décrit par l'hamiltonien 


H= 3 Ro (k) BiB + D RQ, (a) bb + 
s, q 


1 + = 
+ D Fi(k, 4) BsaBkPgs (53.21) 
s,q. k 


F,(k, q)=F; (k+q, — q), Psq = Osq + O5, -qs 


w (k) sont les fréquences des excitons de vecteur d'onde k: Q, (q} 
les fréquences de la branche de phonons s et de vecteur d'onde q. 

Dans la représentation d'Heisenberg, la variation des opérateurs 
excitoniques Bx et phononiques b,4 du système décrit par l'hamilto- 
nien (53.21) est donnée par les équations 


. dB, Â : 

ln = = & (k) Bx + Li q) Bi+aPsqs (53.22) 
s, q 

. db,q 

= Q (9) ba F À F,(k,—q) Bi-aBx, (53.23) 


, br a 1 : 
LS = Qi (g) br 2 F(k q) Bi-aBx. (53.24) 


Utilisons (53.15) et (53.22) pour déterminer le premier moment 
de la courbe 


M, @=|: + (Q, »].,= — 6 +00. (53.25) 


En annulant le moment du premier ordre, on s'aperçoit que le centre 
de gravité de la courbe d'absorption du système avec l'hamiltonien 
(53.21) ne contenant dans l'opérateur d'interaction excitons-phonons 
que des termes linéaires par rapport aux opérateurs phononiques, 
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coïncide avec la fréquence de résonance wQ et ne dépend pas de 
F, (k, q) et de la température du cristal. 

On peut montrer que les moments d'ordre supérieur dépendent 
de la température. Aïnsi, en utilisant les équations du mouvement 
(53.22) à (53.24), nous trouvons les trois moments suivants différents 
de zéro (357, 358]: 


M (Q= DIF (@ qd) P(1+%4), (53.26) 


8, q 


Ma(Q = SF (Q 0) [2 {loora— vol (1 + 2vx) + Q, (a)}, 
3, Q 


(53.27) 
NT (Q = 3 + DIF, (Q 9)? x 
s, q 


X {(oQ+a T— &Q +0, (q)]° (1 + Vsq) + 
+[oo+a— Do —Q, (q)}2 va}, (53.28) 


Voa= | exp (= 9) — 1]. =*+— 


Si les excitons interagissent seulement avec une branche optique 
de vibration de réseau sans dispersion Q,ht (q) = S,, d’après (53.26) 
et (53.27) 


_ 142% 2 
M, opt (Q) — + 2 | Fo(Q, q) |, 


NF @ q) (0449 —%0) 


M3. opt (Q) = Ë + _. M. opt (Q). 


UN 1Fo(Q, q)l° 1+2vVo 

q 

Les calculs des moments (53.26) à (53.28) ont été réalisés par 

Nitsovitch [358] pour un modèle cristallin simple. Etudions un 

cristal cubique optiquement isotrope, contenant une molécule par 

maille élémentaire, de constante de réseau a. Dans les régions visible 

et ultraviolette du spectre, on a l'inégalité Qa < 1, et on peut poser 

dans le calcul Q = 0. Dans l’approximation de la masse effective 
excitonique, la fréquence des excitons est 


ñk° Lk?a° 2 
Ok — Dot ss Im* . Oo nh ?- (53.29) 
où m*°— us r, ILlest la largeur énergétique de la bande excitonique. 


Etudions l'interaction des excitons avec une branche optique de 
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vibrations sans dispersion Q,ht (q) — ©, et une branche acoustique 
Q,c (4) = |qa |Q2/x, où Q, est la fréquence de Debye. 
Les fonctions d'interaction exciton-phonon F,(0, q) seront 
choisies de la manière suivante (voir $ 47): 
| Fopt (0, q) [* F F, (53.30) 
| Fac (0, g)|?=|qal Fi. (53.31) 


Passons de la sommation sur les nombres d'onde des phonons à 
l'intégration en utilisant l'égalité 


PL 
4 1 
HD |. pa, y=ge, 
q 1 ‘ 


nous obtenons les moments de la courbe d'absorption, définis par 
l'interaction avec la branche optique de vibrations, 


M2, opt & 8 (1+ Av), (53.32) 
M3, opt © 8 | (1+2v0) +0) | (53.33) 


Utilisons les valeurs approchées du nombre de phonons 


Q kT 
: 1+2 exp (——"=) pour B=—<Q, 
œUt—E (5) | pour B>@. 


Pour des températures élevées (B => Q,) le deuxième moment aug- 
mente proportionnellement à la température. Pour des températures 
basses (6 < Q,) il tend vers une valeur constante lorsque la tem- 
pérature diminue. 

La variation en température du moment d'ordre trois, caracté- 
risant l’asymétrie de la courbe d'absorption, dépend du signe de 
la masse effective de l’exciton. Pour une masse effective positive, 
L > 0, le moment d'ordre trois est toujours positif, c'est-à-dire 
que l'aile située du côté des grandes fréquences est plus développée. 
Lorsque la température augmente, l’asymétrie augmente beaucoup 
en particulier pour les cristaux à bande excitonique large (L 5 Q,). 

Pour des bandes d'absorption correspondant à des excitons 
de masse effective négative, le signe du moment d'ordre trois dépend 
du rapport L/Q, et de la température. Pour des bandes excitoniques 
très étroites l’asymétrie de la courbe est toujours positive et dépend 
très peu de la température. Pour ZL/Q, > 1 l’asymétrie de la courbe 
est négative et dépend fortement de la température. Pour L- Q,, 
le moment d'ordre trois peut changer de signe, passant, lorsque 
la température augmente, des valeurs positives aux valeurs néga- 
tives. 


29—0534 
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Dans le modèle considéré, les expressions (53.28) et (53.32) 
permettent d'écrire 


MM 3+ 0, (53.35) 
où 
IL? 7h20? 14RQ 
O aa Eee À ————— 0 : : 
Ta (AV) A3F$ [+2 + A+ 20) L (93.36) 


Comparons (53.35) avec les rapports (53.18) et (53.20) oktenus 
précédemment pour les courbes gaussienne et lorentzienne. On con- 
clut que lorsque D << 1, la forme de la raie se rapproche d’une forme 
gaussienne. Cette condition est favorisée par les hautes températures, 
où la bande excitonique est étroite et la constante d'interaction 
exciton-phonon élevée. Cette condition peut s’écrire 


L'&h2(1+N,)IF2 et Q5 ÇBF:. (53.37) 


Le calcul des premiers moments de la courbe d'absorption cor- 
respondant aux interactions de l'exciton avec la branche de vibration 
acoustique est plus complexe. Dans l’approximation (53.31), Ni- 
tsovitch ee obtient les valeurs suivantes: 


+ DT (er (-2) 
2, ac © pour B<<@;, (53.38) 


3 
< fpour B>0, 


2nF: 
Msn © 5 [ÈL+Q] pour B>Q». (53.39) 


Etudions à présent un système dans lequel l’hamiltonien d'’in- 
teraction des excitons avec une branche de phonons optiques Q,p+ (q} 
est quadratique ge rapport aux opérateurs des phonons: 


Hint = —S > D (qu; q2) Bi,+qi+aPxPa Pa: (53.40) 
K QG: Qs 


zéro le Mu d'ordre un 


D: 


Egalons à 
Ma= — 00+ 5 2%: — q) [1 + Àval + wo: 


Nous obtenons ainsi la re du centre de gravité de la courbe 
d'absorption 


= 00 +77 D (+ 2va) D (q, —q) (53.41) 
ET 
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En particulier en l'absence de dispersion 


Do = DQ + ETS à D (q, — q). (53.41a) 


Dans le modèle d'interaction on décrit par l’hamil- 
tonien (53.40), la position du centre de gravité de la courbe d’ab- 
sorption vraie dépend de la température. Pour des températures 
KT > AQa, cette variation est linéaire. Le signe du déplacement 


du centre de gravité est défini par le signe de © ® (q, —q). 


q 
Le moment du deuxième ordre de la courbe d'absorption vraie 


Mi=2ŒN) 2 | D(q: ge) 12 (1+ vas) (1 + Va) 
augmente toujours avec la température. En particulier, lorsque 
la dispersion des branches optiques est négligeable, sa variation 
en fonction de la température s'exprime par les formules simples 


f 
UTEA DAV ( +) pour p= + <(,, 
| U(2B/S0)° pour =>, 


aæ=2(AN)2 À |O(q q)12> 0. 
At Ts 
Par conséquent, pour B => Q,, la variation du deuxième moment 
est proportionnelle au carré de la température. 

En conclusion de ce paragraphe, étudions l'influence des transi- 
tions indirectes sur la variation des moments de la courbe d’ab- 
sorption en fonction dela température. Pour destransitions indirectes, 
l'absorption d'un photon s'accompagne de l'émission simultanée 
d’un exciton et d’un phonon. Dans ce cas l'interaction du champ 
électromagnétique transversal extérieur avec un cristal optiquement 
isotrope à une bande excitonique isolée est décrite par l’hamiltonien 


Hint= > D (Q vo { Bè—B-8+ 
Q 


++ 2 fe (q) [B&+a— B-0-a] Pa} (53.42) 


Psq — sa + br. _qe 


Les valeurs yo et D (Q) sont définies par les expressions (48.23) 
et (48.30). La fonction f, (q) = f; (—q) est proportionnelle à 
l'amplitude de vibration de zéro correspondant aux phonons de 
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fréquence @, (q) de la branche s impliqués dans les transitions in- 
directes. 

La fonction caractéristique de la courbe d’absorption s'écrit 
maintenant 


5 (Q, 1) —etvt [107 Bot) Be 0) 10) +7 S D fa (M) fà (qe) X 


Se #2 1e As 
X (01 Botas () Pia, E) Bras (0) Pasas (0) 10) |. (53.43) 


Négligeons les effets dus à la diffusion inélastique des excitons 
sur les phonons. Nous obtenons les premiers moments de la courbe 
d'absorption 


Mo=1++ SN] f, (a) 12 (1 + 2), (53.44) 
sq 
Mi=(0g— 60) Mo++ D | fe (@) 12 x 
8, q 


X [(o@Q+a— &Q) (1+v:g) +, (q)]. (53.45) 
L'expression (53.44) montre que la surface située sous la courbe 
d'absorption (due aux transitions indirectes) augmente avec la 
température, à cause de l'importance croissante des transitions 
indirectes. Nous montrerons au $ 57 que pour des températures 
inférieures à la température « critique », la surface embrassée par 
la courbe d'absorption diminue lorsque la température diminue. 
Dans le domaine de températures supérieures à la température 
« critique », la surface reste constante jusqu'à ce que le rôle des transi- 
tions indirectes devienne important. 
D'après (53.45) le centre de gravité de la courbe d'absorption 


_ D 1 fe (Q 12 ogg — 20) A+ 20,9) + Qs (q)] 


Oo = @Q + = 1 : = 
14 D 1 fe (a) 1° (+29) 
s, q 
dépend aussi de la température; cependant cette variation n'est 
pas linéaire pour B > Q, (q). 

Nous avons vu, dans les modèles simples considérés plus haut, 
que les différences de comportement de la courbe d'absorption en 
fonction de la température apparaissait dès les premiers moments. 
Les études expérimentales de la dépendance en température des 
bandes d’absorption vraie de la lumière (Im & (Q, w)) et la comparai- 
son de ses caractéristiques intégrées avec les calculs théoriques 
des moments peuvent donc donner un certain nombre d’informations 
sur l’interaction des excitons avec les photons et les phonons dans 
différents cristaux. 


CHAPITRE XI 


DISPERSION SPATIALE ET TRANSMISSION 
DE LA LUMIERE PAR UN CRISTAL 


$ 54. Permittivité d’un cristal 


Soit un cristal soumis à une onde électromagnétique extérieure 
E (r, t) = E, exp [i (kr — owt)]l (54.1) 


de faible amplitude, de fréquence réelle & et de vecteur d'onde 
k, dans l’approximation des grandes longueurs d'onde (ka 1). 
Nous avons montré dans le chapitre X que la réponse linéaire du 
cristal était décrite par le tenseur de permittivité e (w, k). Pour 
un cristal optiquement isotrope, ce tenseur devient un scalaire. 
Au voisinage d’une bande d'excitation électronique à caractère 
dipolaire électrique et de fréquence (2 (k) *), il revêt la forme 
_ F 

EC, Dee TERRE 9 
où €, représente la partie de la permittivité imputable à tous les 
autres états électroniques sauf Q (k); y (©) est une fonction de la 
fréquence et de la température caractérisant la relaxation des états 
électroniques excités (excitons); cette relaxation est déterminée 
pat l'interaction de ces états avec le système phononique dissipatif ; 


f? = 4ne*F/mv (54.3) 


est un paramètre homogène au carré d’une fréquence et exprimant 
la relation entre photons et excitons; F est la force d’oscillateur 
dans l’état excité; e, m sont la charge et la masse de l’électron; 
v est le volume de la maille élémentaire du cristal. Il est parfois 
plus commode d’exprimer f* en fonction de Q,, et Q,, qui sont les 
limites lorsque k tend vers 0 des fréquences longitudinale et trans- 


versale des excitons: 
f = eo (Of, — Qi). (54.3a) 


Pour illustrer les différentes valeurs possibles de f?, indiquons 
que dans le cristal d'anthracène la grandeur (f/2nc)° est de 2 - 107 cm", 
et dans le cristal de CdS d'environ 10% cm. 


*) Pour déterminer la dépendance Q en fonction du vecteur d'onde, il 
convient de tenir compte exclusivement des interactions coulombiennes non 
retardées entre les charges du cristal. 
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Les variables w et k, dont dépend le tenseur & (w, k), sont réelles 
et indépendantes. La permittivité (54.2), lorsqu'elle est exprimée 
en fonction de w, est appelée dispersion temporelle, tandis que sa 
dépendance en k correspond à la dispersion spatiale. La dispersion 
spatiale résulte du caractère collectif des excitations électroni- 
ques du cristal. Celles-ci sont caractérisées par la largeur énergétique 
de la bande excitonique 


L = fi [max Q (k) — min Q (k)]. 


Au voisinage d'une transition quadrupolaire électronique, ou 
dipolaire magnétique (dans un cristal optiquement isotrope), dont 
la probabilité est proportionnelle à k°, la permittivité devient 


gkic3w-3 

TTFr OP 64.2 
où g est un paramètre caractérisant l'intensité des interactions. 
Dans ce cas, une excitation localisée donne lieu elle aussi à une 
dispersion spatiale. 

Le tenseur de permittivité € (w, k) caractérise macroscopique- 
ment un cristal non magnétique. Il relie les transformées de Fourier 
D (w, k) du vecteur induction électrique à celles du champ électrique 
E (w, k) du rayonnement électromagnétique de grande longueur 
d'onde 


e(o, k)=e 


D(w, k}=e(w, k)E(w, k). (54.5) 


Conformément aux équations de Maxwell le vecteur induction 
D (r, t) du rayonnement considéré et le champ électrique E (r, t) 
vérifient l'égalité 

D (r,t)=Et(r,t) + 4xP (r, 1), (54.6) 


où P (r,t)est la polarisation électrique induite par le champ E (r, t) 
dans l'unité de volume du cristal. Pour un champ extérieur variable 
dans le temps, par suite du retard des interactions, la polarisation 
P (r, t) dépend des valeurs prises par le champ E à tous les instants 
antérieurs. De même, à un instant donné, à cause du caractère col- 
lectif de l'excitation, la polarisation dépend des valeurs prises 
par le champ dans un certain volume entourant le point r. Dans 


# e 


l’approximation linéaire cette relation peut être écrite sous la forme 


D(r, t)=E(r, + [ar | pS(p, T:r)E(t—T,r+p), (54.7) 
0 cr>lipl 


où S (p, tT; r) est un tenseur réel de rang 2. Sa dépendance en p 
traduit le caractère non localisé de la relation (54.7). Conformé- 
ment au principe de causalité et à la vitesse finie des interactions 
(le front avant se déplace toujours à la vitesse de la lumiere c), 
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l'intégration sur p dans (54.7) doit s'effectuer dans la région du cône 
de lumière constituant le passé absolu. D'autre part, pour un milieu 
illimité spatialement homogène, le tenseur S (p, t; r) ne dépend 
pas de r. 

Posons S (p, t; r) = S (0, +) et prenons la transformée de Fou« 
rier de la relation (54.7). En comparant à (54.5) nous trouvons l’ex- 
pression du tenseur de permittivité 


e(o, k) = 1+ [ dt ï dpS (p, t)exp{i(kp+ot)]. (54.8) 


0 ctr>lpl 
Pour des excitations électroniques localisées 


S (p, t) = S (x) à (p), 
et (54.8) prend la forme 


e (wo) = 1 + | dr S (t)eiut. (54.8a) 
0 


Dans ce cas il n’y a pas de dispersion spatiale. 

Dans le cas général le tenseur de permittivité (54.8) est une 
fonction analytique complexe du vecteur complexe k et de la variable 
complexe w, celle-ci devant être située dans le demi-plan supérieur 
(Im w > 0) (312, 40]. Ainsi la fonction € (w, k) ne possède ni pôles, 
ni zéros dans le demi-plan supérieur de la variable complexe «w. 
Par suite les expressions de & (w, k) obtenues sur la base de théories 
microscopiques pour des valeurs réelles de w et de k peuvent être 
analytiquement élargies à des valeurs complexes de ces grandeurs. 
Pour des valeurs de k réelles, les pôles de la permittivité seront 
obligatoirement situés dans le demi-plan inférieur de la variable 
complexe «. 

Pour simplifier, nous considérerons par la suite uniquement des 
cristaux optiquement isotropes pour lesquels le tenseur & (w, k) 
se réduit à un scalaire. 

Pour des k réels, les expressions (54.2) et (54.4) de la permittivité 
ont un pôle unique dans le demi-plan complexe inférieur «: 


© (k) = ©" (k) + io” (k) = Q (k) — iy (Q (k)). 


La partie réelle w’ (k) — © (k) correspond à la fréquence des excitons 
et la partie imaginaire — &”(k) — y (Qk) à leur amortissement 
au cours du temps. D'une manière générale, les pôles w,(k) = oo: (k) + 
+ io; (k) de la permittivité e (w, k) (les zéros de la fonction 8-!(w,k)) 
déterminent pour des k réels des excitations élémentaires dont 
la dispersion est «4; (k) et l'amortissement — w? (k) > 0. 

Si nous écrivons l'égalité (54.5) sous la forme 


E (o, k) = €" (w, k) D (w, k), 
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on constate que les pôles du tenseur & (w, k) pour un k réel corres- 
pondent à des excitations élémentaires du cristal dont le champ 
électrique transversal E (wo, k) est nul (si D 0). Ce sont des 
excitons. Les interactions électromagnétiques qui ne donnent pas 
naissance à un champ électromagnétique transversal sont coulombien- 
nes. Par suite les états excitoniques correspondent à des excitations 
décrites par des interactions coulombiennes entre les différentes 
charges du cristal. 

L’équation e (w, k) — 0, pour un k réel, définit des excitations 
élémentaires du cristal appelées excitons longitudinaux, car dans 
ces états le champ électrique est parallèle au vecteur d'onde. En 
effet, si, dans l'égalité 

D = &E — E + 4xP, 
e — 0, le vecteur P est opposé à E et D = 0. 

Le champ électromagnétique macroscopique (de grande longueur 
d'onde) est déterminé par les équations de Maxwell, dans lesquelles 


interviennent des courants étrangers j (r, t). Pour les transformées 
de Fourier du potentiel vecteur 


A (r, t)= | do | dKA (w, k) exp [i (kr — wt)] (54.9) 


et des courants étrangers 


itr, t)= | do | dkj(o, k)exp [i(kr— ot)] (54.9a) 
ces équations sont dans un cristal isotrope: 
[ke — 5 e (0, k) | A (o, k)=< j (0, k). (54.10) 


La solution générale de l'équation (54.10) est 
A (o, k) — Atorcé (@, k) + Auibre (©, k), (54.11) 


Où Aypbre (©, k) est le champ dans le cristal en l'absence de courants 
étrangers. Il vérifie l'équation 


[ke — Le (o, k) | Auvre (@, k)=0. (54.12) 


Le potentiel 
4 : 2 he 
Atorcs (0, k)= [ke (o, k) | (0, k) 
caractérise les oscillations forcées du champ sous l’action des courants 
étrangers. Si nous le remplaçons par sa valeur dans (54.9) nous ob- 
tenons 


Atorce (r, 1) =c| do | dkT (w, k)j(w, k)expli(kr—ot)], (54.13) 
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D (w, k) = 4n [ke — we (w, k)]-! (54.14} 


est la fonction de Green des photons. 

Le potentiel vecteur du champ libre (sans courants étrangers) 
Aubre (w©, k), conformément à (54.12), est non nul seulement pour 
les valeurs de « et k qui vérifient l'équation 


[k9— € (0, k) | =0. (54.15) 


J1 s'ensuit de l'expression (54.14) que l'équation (54.15) définit. 
les pôles de la fonction de Green des photons. 
L'équation (54.15) admet deux types de solutions: 


A. Champ spatialement cohérent. Si dans 
(54.15) le vecteur d'onde k est supposé réel, nous obtenons deux so- 
lutions 

© (k) = où (k) — iv: (k), = 1,2, (54.16) 


où les fréquences w; (k) sont réelles positives et représentent les 
deux branches des excitations élémentaires appelées polaritons. 
Les fonctions d'onde correspondantes 


Au (r, t)= Age" exp {i [kr — of (k) t]} (54.17) 


sont spatialement cohérentes, c'est-à-dire qu’à un instant donné, 
dans un volume infini, on peut les normaliser à la fonction delta. 
Les polaritons ont une dispersion w; (k) et une durée de vie moyenne 
Ty (k) = 1/y, (k). La figure 68 illustre la dispersion des deux bran- 
ches considérées dans la région des petits vecteurs d’onde, dans le 
cas d’une excitation localisée et dans celui d’une excitation excito- 
nique de masse effective positive. On peut considérer les polaritons 
comme des excitations élémentaires du cristal correspondant aux 
pôles de la fonction de Green des photons (54.14) dans le demi-plan 
complexe inférieur de la variable w, k étant supposé réel. 


B. Champ spatialement incohérent. Si, dans 
l'équation (54.15), la fréquence est supposée réelle, nous obtenons 
un vecteur d'onde complexe 


k:; (w) = Q: (w) . iA ; (wo). (54.18) 


Ce vecteur correspond à une onde électromagnétique qui s’amortit 
en traversant le cristal 


Arr, t)= Aoe "® exp{i(Qr(o)r—wt]}. (54.19) 


Cette solution est appelée onde électromagnétique normale. Les 
solutions (54.19) ne peuvent être normalisées dans un cristal infini. 
Pour A (w) = 0, elles ne correspondent à aucune valeur du vecteur 
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d'onde et ne représentent donc pas des excitations élémentaires 
du cristal. Pour un milieu non absorbant les fonctions À (w) dans 
(54.18) et y (k) dans (54.16) sont nulles. Dans ce cas les polaritons 
et les ondes électromagnétiques normales coïncident. 


a) 


Fig. 68. Courbes de dispersion des deux branches polaritoniques (courbes en 
trait plein). 


a) En l'absence de dispersion spatiale, b) compte tenu de la dispersion spatiale. 


En réalité les polaritons s’amortissent toujours (par réémission 
de lumière ou reconversion de leur énergie en chaleur). 


$ 59. Oscillations forcées du champ 
spatio-cohérent du cristal 


» 


Supposons qu'un cristal infini soit soumis à l'instant t = 0 
à un courant étranger de la forme 
Îx (r, t) = 700 (4) ei, Îy (rt) =j;(r,t) = 0, 


où Q représente le vecteur d'onde réel produit par le courant. La 
composante de Fourier correspondante de la densité de courant 
est : 

jx (w, k) = 00 (Q — À) 6 (k.) 6 (k,)/2n. 


Dans le cristal, ce courant donne naissance à un champ électromagné- 
tique forcé qui, pour les instants { >> 0, est défini selon (54.13) 
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par l'expression 


A, (z,t) = se ec | do Z (w, Qje-ic!, (55.1) 
où 
4 
D (0, Q = ae wo. 0: (55.2) 


Pour le calcul de (55.1) nous utiliserons la forme explicite (54.2) 
de la fonction & (w, Q). Nous considérerons un champ électromagné- 
tique dont la longueur d'onde excède largement les paramètres du 
réseau cristallin. Dans ce cas la fréquence des excitons est reliée 
au vecteur d'onde par la formule 


(2 (Q) = 5 + «Qc, (55.3) 
où a = AQ,/ (m*c), m* étant la masse effective de l’exciton. Par 
la suite nous supposerons m * >> 0. Pour Q, — 25 000 cm”! et 


m* égale à la masse de l’électron libre, la valeur de «& est 6-10”6. 
Dans le domaine de fréquences qui nous intéresse, la dispersion des 
photons dans le cristal est définie par l'expression 


OQ = CON, Ro — V &o: 


où cest la vitesse de la lumière dans le vide. 

La fréquence de résonance Q, est obtenue en égalant les vecteurs 
d'onde et les fréquences de l’exciton et du photon. A la résonance 
la valeur du vecteur d'onde est 


[Ql=Q,nryc,, QG, = 0Q (Q,). (55.4) 
Posons Q = Q,. La permittivité (54.2) devient 
e(w, D = + vr = Y (Q,). (55.5) 


Dans ces conditions le champ (55.1) devient 
+ Q2 —w2—2iy,9, 


À; (z, t) = io. 1 ei: | do Doug +: (55.6) 


O (w, Q) = (5 — w?) (Of — w°— 2iy,Q,) — f2w2/e,. (55.7) 
Les racines de l'équation [}j (w, Q) = 0 sont égales à 
ot, 2=Q— iy,Q, +Q,V fYe—v—ÿiv.f2/Q,e, (55.8) 


sachant que l’on a toujours #7,Q,> f. Il convient de considérer deux 
cas limites [359]: 
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A. Liaison forte des excitons avec les 
photons 


PF > Eeovi. (55.9) 
Dans ce cas (55.8) devient 
of,2= (&01,2+ioi,2) = Qf— iv,Q, + Lo, F 


s(e+£-iy/2). (6510) 


Les égalités 
© se = Q, + f/2ny Ve Æ — Yr/2 (55.10a) 


déterminent respectivement les deux branches et l'amortissement 
des polaritons pour Q = Q,. 

Intégrons (55.6) par la méthode des résidus: 
—101t 


e e—ivet 
++ le (55.14) 


A. (z, t) = e"Qr: ( 


L'expression (55.11) permet de calculer les champs électrique 
| — 2% et magnétique H — rot À ainsi que l'intensité 
du rayonnement. Remplaçons &, et w, par leur valeur (55.10). 
La période d’oscillation du champ étant très petite 21/Q,, il convient 
de prendre la moyenne dans le temps du vecteur de Poynting. Nous 
obtenons ainsi 


W (t) = We”Yricos? (ft/2n,). (55.12) 


Dans le cas d'une liaison exciton-photon forte (inégalité (55.9)), 
la densité d'énergie électromagnétique dans le cristal ne diminue 
pas exponentiellement avec le temps. Ce résultat reste valable 
pour des excitations localisées, car nous n'avons pas obtenu pour 
celles-ci une forme explicite de la dispersion spatiale. La fréquence 
des oscillations de la densité d'énergie est proportionnelle à la dif- 
férence entre les fréquences des deux branches des polaritons pour 


si 
Introduisons le coefficient effectif d amortissement temporel 


ver FO, (55.13) 
fW()at 
0 


Compte tenu de l'inégalité (55.9), remplaçons W (t) par sa valeur 
(55.12) 
Vert & 2Yr- (55.14) 
La courbe 
Werr(t) = W (0) e7Yettt (55.15) 
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délimite avec l'axe des abscisses la même surface que la courbe 
(55.12). 


B. Liaison faible des excitons et des 
photons 


FF € eo. (55.16) 
Dans ce cas (55.8) devient 


oi=(0;+iv)= ti Êr, v=0i—2ivQ.. 


La racine w? de l’équation (55.7) ne donne pas de terme dans l’inté- 

grale (55.6) puisque pour &w° = of, le numérateur sous le signe 

d'intégration est nul. La valeur de l'intégrale (55.6) est donc entière- 
ment déterminée par la fréquence w,: 

Es ici . fat . . ad 

A; (&, t)=—"5 exp (— =) exp{[i(Q@z—Q,t)] (55.17) 

compte tenu de l'inégalité (55.16). Par conséquent, la densité d’éner- 

gie électromagnétique diminue exponentiellement au cours du temps 


_ , ft 
W (t)=W (0) exp 7 2eçY ) ° (55.18) 

Le facteur de l’exponentielle est proportionnel à f*, c’est-à-dire 
à la force d’oscillateur F de la transition quantique moléculaire. 
Ce résultat coïncide avec les résultats obtenus par la méthode des 
perturbations. 


$ 56. Champ électromagnétique créé à la surface 
d’un cristal par des courants étrangers 


Soit un cristal caractérisé par une bande isolée de fré- 
quence Go: 


2 
Co = L+ (56.1) 


pour des faibles valeurs du vecteur d'onde Q. Ici m* est la 
masse effective de l’exciton, supposée positive. Au voisinage 
de cette fréquence la permittivité (34.2) est représentée par la 
formule 


fo 
e(o, D = to ru (56.2) 


Si l’on prend en considération qu'au voisinage de la réso- 
nance Q,=n9Q,/c et la vitesse de l’exciton est 


Vo — hQ,/m*, (56.3) 
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l'égalité (56.1) devient 
Qr = Go + voroQ-/2c. (56.4) 


Soit une lame cristalline à faces parallèles, limitée par les plans 
z = O0 et z = d, sur laquelle tombe perpendiculairement une onde 
électromagnétique de fréquence w. polarisée parallèlement à zx. 
Cette onde crée sur les surfaces du cristal z = O0 et z = d des courants 
étrangers [359]: 


ir (2, t) = ei [SG (2) + jaô (z — d)],  j, (2, ©) = j, (2, t) = 0. 
(56.5) 


Nous verrons par la suite comment on peut relier l'intensité de 
ces courants à l'amplitude des ondes incidente et transmise. 

Conformément à (54.9a) les transformées de Fourier du courant 
(56.5) sont 
—. . LL, dy ô(0'— 
eo", À) = Go + dar 4) LL 6 (ks) 8 (y), jy (©, Æ) = 

— j, (©, k)—0. (56.6) 

Substituons celles-ci dans (54.13): 


iot  i - à 
AG, = | dr ie 


2 21. ’ 
= © ds —2 (©, &) 
À, (2, t) = 4, (2, t)=0. (56.7) 
Introduisons l'indice de réfraction complexe 
=——=n+ix. (56.8) 
(56.7) devient 
ut ETS tN(:-d) 
A, = #— | AN ET ——., (56.9) 


où, conformément à (56.2) et (56.1), 
f3/20 

©—Qp<+ iy —voN?/(2cn0) ? (56.10) 

ni = 80, Lv = hony(cm*) (56.11) 


est la vitesse de l’exciton de vecteur d'onde wn/c. 

Pour calculer le potentiel vecteur (56.9), nous avons dû sup- 
poser que la permittivité e (w, k) était égale à l'unité hors du cristal 
et prenait des valeurs bien déterminées à l'intérieur (0<z<d). 
Mais ceci est une approximation qui revient à remplacer dans (54.7) 


e(o, N)=Ee — 
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le tenseur S (p, tT; r) par le tenseur S (p. t) indépendant de r 
à l’intérieur du cristal. Au voisinage de la surface S (p, t; r) peut 
varier beaucoup avec r. Par suite € (wo, k) ne conserve vraiment 
son sens physique que dans la profondeur du cristal. 

Dès qu’on limite la dimension du cristal, le vecteur d'onde k 
n'est plus une véritable caractéristique des excitations élémentaires. 
Le spectre des excitations électroniques collectives et les paramètres 
déterminant leur relaxation dépendent fortement des effets de sur- 
face. La résolution exacte du problème de la réflexion et de la pro- 
pagation à l’intérieur du cristal pour une onde électromagnétique 
dont la fréquence est voisine des fréquences excitoniques relève 
d’une étude microscopique. A l'heure actuelle la manière dont s'ef- 
fectue la relaxation des excitations électroniques n'est pas encore 
élucidée. et ceci même pour un modèle cristallin idéal bien délimité 
pour lequel les propriétés moléculaires (ou ioniques) resteraient 
identiques à la surface de la lame cristalline. 

Dans la théorie phénoménologique on tient compte du rôle 
de la surface par un procédé artificiel. On définit un indice de ré- 
fraction et un facteur d'absorption pour des ondes électromagnétiques 
normales se propageant au voisinage de la surface, ce qui permet 
de sauvegarder la notion phénoménologique de permittivite. Il 
faut alors introduire des conditions aux limites supplémentaires 
reliant l’amplitude de ces ondes à l'indice de réfraction complexe. 

Naturellement, le choix de ces conditions n'est pas univoque. 
C'est pourquoi il n’est pas étonnant que les auteurs des nombreux 
travaux sur ce sujet [310, 312, 360 à 365] aient choisi des conditions 
aux limites différentes. Ainsi les fonctions d'ondes excitoniques 
seront différentes selon le caractère de la réflexion de l’exciton au 
voisinage de la surface (réflexion totale, réflexion diffuse, etc.). 

Pekar [310] fut l’un des premiers à introduire ces conditions 
aux limites supplémentaires. Supposant nulle la contribution exci- 
tonique à la polarisation à la surface du cristal, Pekar calcule 
le rapport des amplitudes des deux ondes normales *) apparaissant 
pour les fréquences voisines d'une bande excitonique dipolaire 
électrique : Fe = ne , Mi (©) et W, (w) étant les indices de 
réfraction complexes dans la profondeur du cristal. 

Par la suite d’autres conditions aux limites supplémentaires 
ont été proposées: Ginsburg [360], Agranovitch et Ginsburg [312], 
Machkévitch [361], Birman et Sein [364], Agarwal, Pattanyak 
et Wolf (362, 363], Maradudin et Mills [365] et d’autres. Pour établir 
ces conditions supplémentaires certains travaux [366, 367], en plus 
de NW, et N,, font appel à d’autres paramètres phénoménologiques. 


*) En utilisant la notion de dispersion spatiale, Pekar fut le premier à 
montrer la possibilité d’exciter dans un cristal deux ondes de même fréquence 
et de même polarisation. 
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Une analyse comparative des différents aspects du problème est 
réalisée dans les travaux d’'Agranovitch et Hudson [366] et Zeyher, 
Birman et Breing [367]. 

Les conditions aux limites supplémentaires doivent être choisies 
de manière à expliquer le mieux possible les propriétés de surface 
du cristal en utilisant les indices W, et V, caractérisant le cristal 
dans sa profondeur. Ces conditions doivent refléter la nature des 
états excitoniques : excitons dipolaires et quadrupolaires, excitons de 
faible ou de grand rayon, etc. Malheureusement dans les travaux 
mentionnés plus haut, on ne discute pas du rôle fondamental joué 
par les processus de relaxation des excitons à la surface du cristal. 
Comme nous le verrons plus loin, ces processus ont une action dé- 
terminante sur la propagation de la lumière dans le cristal au voisinage 
d’une bande d'absorption. Dans certains cas (excitons de masse 
effective négative, cristaux contenant des impuretés ou des défauts, 
températures pas trop basses) ils réduisent considérablement le 
rôle de la dispersion spatiale. 

Si l’on se place à la surface du cristal ou dans sa profondeur, 
les processus de relaxation diffèrent : ceci est dû en partie aux nom- 
breux défauts de surface. Aussi, si l’on néglige cette particularité, 
il sera difficile de donner une description quantitative détaillée 
des spectres de réflexion. Par contre la propagation de la lumière 
à l'intérieur du cristal sera moins sensible à l'effet de surface. 

Ne pouvant décrire en détail les particularités de la réflexion 
de la lumière par des cristaux présentant une dispersion spatiale 
de la permittivité nous nous proposons d'utiliser l’expression (56.9) 
pour étudier la propagation de la lumière dans la masse du cristal. 
Dans ce cas il n’est pas nécessaire d'introduire des conditions supplé- 
mentaires pour calculer le rapport des amplitudes des deux ondes 
électromagnétiques normales se propageant à l’intérieur du cristal. 
Les résultats obtenus seront exacts dans la mesure où l’on s'intéresse 
à la propagation d’une onde électromagnétique dans le demi-espace 
z > 0, limité par les courants de surface (z = 0) étrangers (56.5). 
Dans ce qui suit nous nous proposons de calculer, dans différents 
cas limites, le potentiel vecteur (56.9), les champs électrique Æ; 
et magnétique A, ainsi que le vecteur de Poynting S.. 


56.1. Champ électromagnétique dans un cristal sans dispersion 
spatiale. Commençons par le cas le plus simple d'un cristal sans 
dispersion spatiale, où la fréquence des excitations électroniques 
du cristal ne dépend pas de k, c'est-à-dire que Qi = Q, et v = 0. 
L'équation 

N°? — e(w) = 0, (56.12) 


* 


ou 


e (&) =e tie, (56.13) 
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a alors deux racines N = + (n + ix). 
——— ,1ti/2 
n = 1_[Ver+e Le] d (56.14) 
y 2 
représente l'indice de réfraction et 
Â ————— 
= —— e’2 eg"? — 8 
73 [Ve?+ 


le coefficient d'absorption. 
Au voisinage de la résonance ces grandeurs deviennent 


à (56.14) 


73 [VE FU + el”, (56.15) 
5 (Ve) — el". (56.15a) 

Loin de la résonance | © — Q, | > », 
BR oO: Le pr (56.16) 


Dans la région 0<z<d, le potentiel vecteur (56.9) est cal- 
culé par la _—. des résidus 


A, (z, t) = Ce LE — tot t[ioexp[ Le in)3]+ 


+jaexp [© (x—in) (2-2 ]]. (56.17) 


Utilisant les équations E = — 22 et H = rot À, nous trouvons 


les composantes non nulles des champs électrique et magnétique 
à l’intérieur du cristal 


E,(z,t)—=e-tot | Evexp— © 2(x— in) + E exp _ (z— d) (x — in) | ; 
H,(z,t)=(n+ix) e-iot [Es exp [ -<z (x— in) | 


— E;exp [®G—d) (x— in) | |, (56.18) 


Eo e 27 


jo 7 c(n+ix) 
représentent l'amplitude des so se propageant le long de l'axe 
des z respectivement dans le sens positif et négatif. Les valeurs 
E, et Eu (et, par suite, j, et ja) peuvent être exprimées en fonction 
de l’amplitude du champ électrique de l’onde incidente perpendicu- 
laire à la surface de séparation vide-cristal (z = 0). 


30—0534 
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Les indices (i), (r), (t) caractérisent respectivement l'amplitude 
des champs de l’onde incidente, réfléchie et transmise de fréquence 
©: E@, H®; En), HG; E®, H. Exprimons les conditions de 
continuité des composantes tangentielles des champs à la surface 
de séparation vide-cristal : 


EŸ + EP = Ej+ Euexp[i % (n+ix)], 
HÔ + HO = (n + ix) {E—E4 exp É # (r+ix) |} 
(56.19) 
EŸ = E, exp Li & (n + ix) | + Ea, 
H® = (+ ix) {Esexp [à  (n+ 509 ]— Es). 
Sachant que 


HÔ=EY, H9=-ET et HŸ—=E, (56.19a) 


on peut résoudre le système (56.19) et trouver les coefficients de 
réflexion et de transmission. Le coefficient de transmission est : 


(t)12 
T (o)= _ = 
16 (n3+»3) exp ( —2 L xd) 
(mao {ape 6 ae [2 (420) Tone) 
(56.20) 
où 


1 
es 


_ 1— N 1—N 
18 — 1 2 — SL 
Vpe 1m Pl Er, 


N, est la racine positive de (56.13). Le coefficient de réflexion est : 


2 
Et) (2 p?|1—exp { 2i © Nd 
RO) = | = ———— 
(o) = ES | — w 27° 
x |1—p exp (2 + Ma) 


Dans un cristal semi-infini (d — ), qui n'est limité que d’un 
côté pour les fréquences « telles que x 0, le coefficient de réflexion 
se simplifie : 


Ra=| EAP 


11 N, 
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Dans ce cas il n’y a pas d'onde se propageant dans la direction 
—z et la densité de flux énergétique moyenne dans le temps est 
représentée par 


. no | Eo |? Ex, s 
S() = (E.Hÿ+E2H,)= "lol e € (56.21) 


Au voisinage de la résonance, conformément à (56.15), tant que 
F & 2Q5Y80, la densité du flux d'énergie décroît exponentiellement 


e f°z 
S(z)=S (0) exp (— es A (56.22) 

56.2. Emission stimulée d’un cristal manifestant une dispersion 
spatiale. Dans un cristal présentant une dispersion spatiale la vi- 
tesse des excitons (56.11) de fréquence w est différente de zéro. Comp- 
te tenu de (56.10), l’expression (56.9) devient [359] 


2e tot TE TS) MT LR 
AG t= 2 — |an TS EE | 
| (56.23) 
où 
E(o, N) = Nt—2 [eo + 6 (o)] N2+e, + 2 (w) Ep — f2cho/(vO?), 
(56.24) 
G (0) = [o —Q, + ir (w)]. (56.25) 
Les valeurs 
Do | | A 250 1 7070 (56.26) 


mc 2c 


représentent la vitesse et la fréquence d'un exciton de vecteur d'onde 
on,/c et de masse effective positive m*. 

Pour une fréquence donnée réelle w, les racines de l'équation 
E (w, N) = 0 sont égales à 


Nis(o)=eo+t(o)+ V E(o)+<. (56.27) 


On peut alors intégrer (56.23) dans la région O<z<d par la 
méthode des résidus : 


AG, Dæe-iut 5 Bi(o)|joexp[ 1? Na |+ 
l==1,2 


+iaexp[i 2 M(d—2)]]. (56.28) 


30* 
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Les coefficients B, (w) représentent les résidus de l'intégrale (56.23): 


N?— 2 (w) — N3— € (w)— 
Bo) en PO) ep (662) 


_1_94 0A 
— 7 Hy =, nous trouvons 


les composantes non nulles des champs électrique et magnétique 


L'tilisant les équations £, 
En(z, = e-tot {Es [ee 4 get" 


Nid z) 


+ Eale’ +ge se" ?]}, (56.30) 


Ld wo 
He, = e tt {E [Ne + gNe 


— EN EN TE}, (56.31) 

où 
Evlÿo= Edlià= = B; (0), (56.32) 
q = _Ba (o)_ (w) M: [N2— 22 (w) —e0] (56.33) 


Bu) Mal) +eo— NM) * 


Compte tenu des valeurs (56.27) on peut représenter cette expression 
sous une forme plus simple: 


B; (w) = N;, (o) [80 — V4 (o)] 
B1 (w) Ne (@) [V3 —20] 


q = 


(56.33a) 


D'après (56.28), (56.30) et (56.31), dans un cristal d'épaisseur finie 
se propagent le long de l’axe des z deux ondes, l’une dans le sens 
positif (d'amplitude proportionnelle à E;), l'autre dans le sens 
négatif (d” amplitude proportionnelle à Æ£3). Chacune de ces ondes 
se présente à son tour comme une superposition de deux types d'onde 
d'indices de réfraction complexes V, et V:. Le rapport de leurs am- 
plitudes est déterminé par le facteur (56.33). 

Nous pouvons exprimer les amplitudes E, et E; (par suite les 
densités de courant j, et ja) en fonction des amplitudes des champs 
électrique E% et magnétique H% de l'onde incidente normale. 
Pour cela il faut écrire les équations de continuité pour les composan- 
tes tangentielles des champs aux frontières du cristal (2 = 0, d). 
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Compte tenu des égalités (56.19a) il vient : 


1 


EP+E = (149) Eotle +4 dé L; 


EV_ EN IN +aN)E [Nec Ne Mn 
( 27 2) Eos —[ e' Né bg ] £a (56.34) 


bat gere NE + (140) Eu 
(Nec CMLES Ne JE, —(N + N°2) Eu. 


Ces équations conduisent à 
E,=2E%M,NM3—G?), Es=—EGJMx+, (56.35) 
ED =E9 (M,M_— on V(M3— Gt), (56.36) 


2E 9 
Eee (124 9 Mi aN a ee 


Nod 


1 
+gIN +(41+29) Ne ° 
Pour simplifier nous avons pose 


Mi=1+N,+qU+N:), 


} (56.37) 


56.38 
4 Nid i-Nod ) 
=(ALN)es +g({+NM)es . 


L'égalité (56.36) permet de calculer le coefficient de réflexion 
de la lumière 
Gr 2 


Ra (o) = 


_ M,M_-—6G,G- F 


ED M3—G? 


Si le cristal n’est limité que d’un côté (d = œ) et G+4 = 0 


= Nita AN) [2 [1 À (0) |? 
où 
\ (o) = 0) 8, ©) (56.39a) 


représente l'indice de réfraction complexe d’un cristal semi-infini, 
définissant le coefficient de réflexion. En l'absence de dispersion 
spatiale, q — 0 et (56.39) coïncide avec la formule de Fresnel. 


56.3. Amortissement du champ électromagnétique dans un cristal 
semi-infini. Dans le paragraphe précédent nous avons obtenu les 
formules générales (56.30) et (56.31) pour les champs électrique et 
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magnétique du rayonnement créé par un champ extérieur de fré- 
quence «© dans un cristal d'épaisseur finie. Pour évaluer le rôle 
de la dispersion spatiale et des processus de relaxation des états 
électroniques il convient de simplifier ces formules trop complexes. 
Nous supposerons donc le cristal semi-infini (d = ), ainsi l’onde 
réfléchie sur la deuxième face z — o du cristal est absente. 

Pour fixer les idées nous supposerons en outre que la dispersion 
spatiale (v = 0) est due à des excitons dont la masse effective est 
positive (cf. (56.26)). Considérons les cas limites. 


A. La dispersion spatiale prédomine. Cette 
condition est réalisée si la fréquence «w de l’onde extérieure coïn- 
cide avec la fréquence de résonance (2, (55.4) et si l’on a 


vof > cnoy” (0), (56.40) 


où v, est la vitesse de l’exciton de fréquence Q,. Dans ce cas, en 
accord avec (56.25) 


L(Q)=ivse, v=Y(Q). 


Les racines (56.27) ont pour valeur approchée 


À.2 = €o + + y = 2 + i US (56.41) 


Pour un cristal semi-infini, à la résonance D champs (56.30) et 
(56.31) deviennent 


. Q, Q, 
E,(z, t)= — 20 67 9r [+ Cou TEE mA en 
| a, a. (56.42) 
H, (z, t) = ter PASS ER 
Calculons maintenant la valeur moyenne dans le temps du vecteur 
de Poynting (56.21). Deux cas se présentent. 


a) La force d'oscillateur f est grande et la vitesse des excitons 
petite. Ceci correspond à *) 


c noQ, 
V4 _— S 7 . (56.43) 


*) Ecrivons (54.3a) sous la forme approchée f= 0 (Q4, —Q3) = 2809, X 
ee Q, — 
X(Q , — Qo). Compte tenu de (56.4) on a j Ve 7/ Li 
noSr r 


On peut donc écrire l'inégalité (56.43) sous la forme 
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Il résulte de (56.41) 
N=n<+ix, N,=%#<+in, (56.44) 
avec 


f “eng \ /2 y FA 
n = ( Q. 2.) à KX — 2 y = F (56.44a) 


Substituons (56.42) dans (56.21). Compte tenu de (56.44) nous ob- 
tenons la valeur moyenne du vecteur de Poynting 


20, 
S (0) 


2Q, 
S (= (re + xe + 


Q, 
€ 


Le etre {(r+x) cos | (n —%*) z]+ 


+ (nr —%x) sin EE (m—»)z |}) . (56.45) 
Si on suppose en outre x <& n cette expression se simplifie 
20, a. 
S()=7S (0) Ce c CAHVTe cos (+ +) |. (56.45a) 
Le flux d'énergie rayonnante présente un amortissement spatial 


oscillatoire dont la longueur d’onde est 
À = 2nc/Q, (n — x) = 2nc/n Q,. 


Lorsque le facteur exp | — É (nr + x) :| diminue très vite, cette 


modulation n'apparaît pas. Mais même dans ce cas la variation de 
la densité de flux pour les petits z ne suit pas une simple loi exponen- 
tielle à cause des deux termes figurant dans l'accolade (56.45). 

b) La force d'oscillateur f est petite, mais la vitesse du mouve- 
ment des excitons est grande. Ceci correspond à 


c noQr 
Ve (56.46) 


Si en outre le paramètre y est petit, de telle sorte que (56.40) soit 
vérifiée, l'expression (56.41) donne 


N=nmtirx Noah: +ix (56.47) 


M,2 © lo + JE V —=— nn Xe RE (56.47a) 


Dans ces conditions la densité de flux d’énergie électromagnétique 
oscillant avec une fréquence f/2 Vençv, diminue conformément 
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à la loi 


Yz 
S(2)=S(0)e 7% cos? —} 
(z)=5 (0) VERS 
Cette oscillation traduit l'échange périodique d’énergie entre les 
photons et les excitons, conditionné par la faible valeur de la cons- 
tante de relaxation . 


B. Influence faible de la po s p a- 


CRoŸ 
VoSèr 


tiale. Au voisinage de la résonance & (Q,) =i , cette faible 


influence équivaut à 
Vof” € CRoŸ”; = y (Q,), (56.48) 
inverse de l'inégalité (56.40). Dans ce cas (56.27) conduit à 


N=e0+ JL … Ni=e +2 (Q,). (56.49) 


Conformément à (56.33) 4 = 0 et pour un cristal semi-infini on obtient 
les champs électrique et magnétique sous la forme 


E, (z, = Hy (2, = Egexp | i®, (£ —t)]: 


Le vecteur de Poynting de l'onde FRNER TE s'amortit 
selon la loi 


S(z)=S (0)exp (— 7 x), (56.50) 
avec 
ne LV + FORTE + al”, 
= IVe + FE) — 60) ds (56.51) 


Ces expressions Dee exactement avec les expressions analogues 
(56.15), (56.15a) obtenues en négligeant la dispersion spatiale (cf. 
$ 56.1). 

Lorsque la température du cristal augmente, la largeur de la 
zone excitonique et la vitesse des excitons v, diminuent, mais le 
paramètre y augmente. L'inégalité (56.40) se transforme alors en 
l'inégalité (56.48) exprimant la faible influence de la dispersion 
spatiale. 

Loin de la résonance, la dispersion spatiale exerce aussi 
une faible influence si se trouve vérifiée l'inégalité 


0 (w) f & cno (où — Q,}°, (56.52) 
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L'expression (56.27) devient alors 


2 
Ni G@)= (n+ip en Hi HO, (56.53) 
N° (o) = 89 +26 (0). (56.53a} 


(56.33) conduit approximativement à gÆ 0, et les champs 
électrique et magnétique s'expriment sous la forme d’une onde 
normale 


E, (z, = 4, (z, t) = Esexp [x +io( Et) |, (56.54) 
où 
eu f? _ vP 
Fo on * out (6-58) 


Ces expressions (56.55) coïncident avec les expressions (56.16) 
obtenues au paragraphe 56.1, en négligeant la dispersion spatiale. 


96.4 *. Transmission à travers une lame à faces parallèles. Nous 
avons montré dans les divisions précédentes que l'inégalité (56.40) 
concrétisait le rôle important joué par la dispersion spatiale pour 
des fréquences voisines de la résonance. Cherchons, lorsque cette 
condition est réalisée, comment l'intensité de la lumière trans- 
mise varie en fonction de l'épaisseur de la lame cristalline. 

Substituant (56.41) dans (56.33) nous obtenons 


go = On SM, (56.56) 


Compte tenu de cette égalité à la résonance l'expression (56.37} 
devient 


EC 
Et) un 
Q, Q, 
i—— Nid 1—Nod 
= 2NiN32 (Ni+3INg)e +(Ns+3Nije 
. 1— Nid HN 
ENa HN) + M AHNDP IN: (Ne SO +MA—-N)e PF 
(56.57) 


Nous étudierons cette expression pour les deux cas limites con- 
sidérés au paragraphe 56.3. 

a) L'inégalité (56.43) est satisfaite. La valeur 
des indices de réfraction complexes NW, et NW, est donnée par les 
expressions (56.44). Le coefficient de transmission de la lame cristal- 
line est 


20n20 (Q,, Q, 
T QT exp | —(n+x) d|, (56.58) 
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ou 
Q, ] Q, 
ch (n—%»x) d I +cos (n—%»x) d+B 
© (Q,, d) = A | — ee I ES , (56.59) 
Q Q 
i—T Nid 4—Nad 
__{[x+id—n—xi]e © —(n+tiGd—n—xtle 
{...}= X+n+i([2x3+2n3tn+x] à 


B = arctg 3—arctg 1/3 = 53°. 


Le dénominateur de (56.59) exprime les réflexions multiples de 
l’onde sur les deux faces de la lame. Le numérateur de (56.59) rend 
compte du rôle de la dispersion spatiale. 

b) L'inégalité (56.46)est satisfaite. La valeur 
des indices de réfraction W, et NW. est fixée par (56.47). Le coefficient 
de transmission devient 


T (Q,) Æ 
er 
œ Æ, : 
[A+ n0)?+ x]? [4 _2Re © cos ( 2 — nod +28 } ] 
où 
_ (mo—1)+x ” 2n0X 
(ro + 1)+ x ? p — arcig Eu arr] . (56.61) 


Les expressions (56.59) et (56.60) montrent que les oscillations 
spatiales dues aux réflexions multiples sur les faces de la lame 
s’amortissent assez rapidement (l'onde réfléchie traverse la lame 
au moins 3 fois) et ont une autre périodicité que les oscillations dues 
à la dispersion spatiale. Dans certains cas, ces dernières oscillations 
n'apparaissent pas non plus. Néanmoins on doit observer dans 
ces cas une variation non exponentielle de 7 (Q,) lorsque l'épaisseur 
de la lame varie. 

Les premières tentatives pour montrer expérimentalement les 
effets de la dispersion spatiale dans les cristaux moléculaires furent 
réalisées dans les travaux de Brodine et de Pékar [368]. Etudiant, 
au voisinage des bandes d'absorption propre (Q — 25 200 cm”), 
des lames minces d’anthracène à 20 K, ils découvrirent que l’inten- 
sité lumineuse absorbée variait de manière oscillatoire avec l’épais- 
seur du cristal (pour de faibles épaisseurs), plus précisément pour 
une fréquence Q = 25 108 cm”! la période des oscillations étant 
de A & 0,06 pu. 

Une variation non exponentielle de l'absorption a été observée 
par Délukov et Klimoucheva [369 à 371] sur des lames monocristal- 
lines de paradichlorobenzène et de paradibrombenzène à 4 K. Les 
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résultats obtenus [369] sont illustrés par la figure 69. On a représenté 
pour deux polarisations de la lumière la variation de Ig (1/7) 
[369] en fonction de l'épaisseur de la lame, successivement pour 
la transition électronique pure Q, (force d'oscillateur — 0,005) 
et pour une transition vibronique (dont la force d’oscillateur est 
environ 20 fois plus petite). On voit sur le dessin que pour une force 


16 Elle 


1,2 Q 


lg(/73) 


4 


BET LÉ R=356%cm" 
: $62.=35660 cm 


Sr + V£p 


04 88 0 04 08 0 84 08 
d, pe 


Fig. 69. Variation de I1g (1/74) en fonction de l'épaisseur d’un cristal de para- 
dichlorobenzène à 4 K, pour {a transition électronique pure 9 et pour la tran- 
sition vibronique Q, + Vep, pour deux polarisations différentes de la lumière. 


Résultats expérimentaux de Délukov et Klimoucheva [369]. Le courbe théorique (à droite) 
répond à la formule (56.45) 


S2,+ Vss 


d'oscillateur petite, la dispersion spatiale n'apparaît pas. La courbe 
théorique de la figure 69, construite d'après la formule (56.45), 
reflète qualitativement la dépendance expérimentale observée pour 
la transition électronique pure. 

La figure 70 montre la variation de Ig (1/74) en fonction de l’é- 
paisseur pour deux températures 4 K et 100 K (cristal de paradichloro- 
benzène, fréquence 35 650 cm”). Lorsque la température aug- 
mente, le paramètre d’amortissement y augmente, le rôle de la 
dispersion spatiale diminue et la dépendance Ig (1/7;) en fonction 
de d tend à devenir linéaire. On observe les mêmes effets lorsqu'on 
s'éloigne de la fréquence de résonance (fig. 71). Si la différence 
| © — Q, | (56.52) augmente, le rôle de la dispersion spatiale di- 
minue et la propagation de la lumière dans le cristal ressemble 
de plus en plus à la propagation d’une onde électromagnétique 
normale. 


56.5. Dispersion spatiale et excitons de masse effective négative. 
Nous avons montré plus haut que les effets de la dispersion spatiale 
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diminuaient loin de la résonance. Pour étudier ces effets lorsque 
Ja masse effective des excitons est négative, il convient de se placer 
à la résonance (w — Q,, Q, = Q,n,/c). 

Dans ce cas la vitesse des excitons 


Vo=—#Q,/|m* | 


est antiparallèle au vecteur d'onde Q,. 
À basse température, pour des excitons de masse effective positive, 
le paramètre de relaxation y (Q2,) est très petit. Par contre pour des 


(56.62) 


16 ElIb 
Q.= 35650 cm? 
O e 
de 4 K = Lo 
FX e LR, = 
D D È 6 52,=35650 cm? 
= 08 G À — 
ï c (os 
d 100 K 
Uk, e 
Û g2 de 0 d 0 
» 82 0,4 0,6 d, 


Fig. 70. Variation de 1g (1/7;) en fonc- 
tion de l’épaisseur d’un cristal de para- 
dichlorobenzène pour les températures 


Fig. 71. Variation de Ig (1/7 ;) en fonc- 
tion de l'épaisseur d’un cristal de pa- 
radichlorobenzène à 4 K pour deux 


K et 100 K. fréquences. 


Résultats ex entaux de Délukov et 
c 


Résultats ex 
Klimoucheva [369]. 


rimentaux de Délukov et 
limoucheva [3691L 


excitons de masse effective négative, même au zéro absolu, y (Q,) 
peut être important. En effet, dans le premier cas m* >> 0, la fré- 
quence de résonance , est proche du minimum de la zone excitonique, 
seuls les processus d'absorption de phonons du réseau contribuent 
à la relaxation. Dans le deuxième cas m* << 0, Q, est voisine du 
maximum de la zone excitonique, l’excitation d’un grand nombre 
de phonons augmente de manière significative la relaxation. Par 
suite la condition 


no & | Vol (96.63) 


exprimant la prédominance de la dispersion spatiale sera beaucoup 
moins souvent vérifiée même pour des très basses températures. 
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Supposons toutefois que (56.63) soit réalisée et déterminons (con- 
formément à [372]) les caractéristiques de la transmission d’une 
lumière de fréquence w à travers un tel cristal. 

Si l’inégalité (56.63) est vérifiée, les racines (56.27) de l'équation 
E (N, Q,) — O0 ont pour valeurs approchées 


N,2(Q,) = (ru, 2 + Ha, 2)? = 89 + ie,» (56.64) 


cn 
ne ( (+vy €) >0. (56.65) 
De l'égalité . il résulte 
ee peite) ”, X — (Vars Fee)”, 
(56.66) 
2 He 1 21 pe? Ne 
Te — x (Vare +0) = (Ve te) 
et > 


né 
Sibstituant (56.66) dans (56.42), nous trouvons les champs 
lectrique et magnétique dans un cristal semi-infini sous la forme 


Q 
exp | i——(n1+ix)z 
LL nie 72 té ER 


H,, (z, t)= —— je {exp .. : | + 


+exp[ (x —ilrahz)}. 


Les champs électrique et magnétique dans le cristal sont représentés 
par la superposition de deux ondes normales de fréquence w — Q,, 
d'indices de réfraction 7, et | 7, |, se propageant à l'encontre l’une 
de l’autre. La moyenne’ temporelle de la densité de flux d'énergie 
est : 


(56.67) 


2Q 2Q 


#12 [nel 7%; 
SQ=SO (re ge + 


+5 e 


2, 
Den {a cos [ É (u+lre p] + 


+bsin [ Ée (u+1r,) ]}) 
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ny [ne | b= #1 “e 


ont 


K 
a = 2 


7 ont nt” ni x 

On constate” ;que la période des oscillations spatiales amorties de 

cette grandeur Îne s’exprime plus sous la forme 
È | P É GOT 1) 


comme pour les excitons de masse effective positive, mais devient 
A TE 
Gr (r1+lnal) * 

96.6. Modification des courbes de dispersion au passage d’une 
température « critique ». Dans les sections précédentes de ce pa- 
ragraphe, nous avons étudié la transmission d’une lumière de lon- 
gueur d'onde déterminée à travers le cristal, à une température donnée. 
Pour des très basses températures, au voisinage de la résonance, 
l'absorption de la lumière par un cristal à bandes excitoniques 
larges ne s’effectue pas suivant une loi exponentielle. Lorsque la 
température augmente, ou lorsqu'on s'éloigne de la résonance, 
l'intensité transmise varie exponentiellement avec l'épaisseur du 
cristal. À présent examinons en détail les conditions de passage 
d’un type de loi à l’autre lorsque la température ou la fréquence 
varient. Le raisonnement utilisé dans ce qui suit est développé 
dans les travaux de Myasnikov et de l'auteur [373]. 

Supposons que le cristal présente une bande isolée d'états ex- 
citoniques dont le carré de la fréquence vérifie, pour ka € 1 (les 
vecteurs d'onde étant parallèles à l’axe z), une équation du type 
(55.3) 

QË = (2 + œk°c*. 


Pour les excitons de la première bande d'absorption excitonique 
de l'anthracène & Æ 1078; pour ceux de la première bande d'ab- 
sorption excitonique du sulfure de cadmium a & 1075, 

Si le moment dipolaire de l'exciton est dirigé parallèlement 
à l'axe x, pour des fréquences voisines de Q,, la composante e,. («, k) 
du tenseur de permittivité peut être exprimée sous la forme (54.2). 
Du fait que nous ne nous intéressons pas seulement à la fréquence 
de résonance w — Q,, il serait erroné de choisir une expression 
simplifiée du type (56.2). Donc on prendra 


Exx (©, k) = € — Flo + iv (o)F — QEy*, 


où le paramètre f* couplant les photons et les excitons s'exprime 
selon (54.3) et (54.3a). Le paramètre d'amortissement des excitons 
y (w) est une fonction de la fréquence et de la température du cristal. 

Etudions les oscillations forcées du potentiel vecteur sous l'ac- 
tion de courants étrangers 


Îx (z, t) = joe” t°t6 (2). Ju (z, t) = j: (2, t) — 0. 
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Conformément aux équations de Maxwell macroscopiques, le po- 
tentiel vecteur À (z, {) pour un cristal semi-infini (0 < z < œ} 
est représenté par l'intégrale 


A, (2, = jo | dk a (o, he“, 2>0, (56.68) 


où 
Dir (©, k) = 4n [ek? — we, (w, k)]”1 (56.68a) 


est la fonction de Green des photons. Cette fonction peut être ana- 
lytiquement généralisée aux valeurs complexes de 4. 

Selon la méthode des résidus, 4, (z, t) s'exprime comme une 
somme de deux termes 


2 
Az (2, )= jo à Bi exp [i (az ot). (56.69) 


où k, correspond aux pôles de la fonction de Green des photons 
Tex (©, k) dans le plan complexe; B, sont des coefficients propor- 
tionnels aux résidus de l'expression sous le signe d'intégration (56.68) 
pour k — k,;. Comme la permittivité n'est définie que dans l’ap- 
proximation des grandes longueurs d'onde, l'expression (56.69) 
n’a de sens que pour 

a | ki | << 1. 


Chaque terme de (56.69) peut être appelé onde normale ($ 54). 
Dans la région des fréquences w réelles correspondant à l'absorption, 
l'amplitude des ondes normales dépend exponentiellement de z 
sous la forme —exp (—z Im k,). En général les ondes normales ne 
coïncident donc pas avec les excitations élémentaires de grande 
longueur d'onde (polaritons), qui par définition sont caractérisées 
par un vecteur d'onde réel (et une fréquence complexe) et sont par 
conséquent spatialement cohérentes. 

L'indice de réfraction complexe, défini par N = ck/w, permet 
d'écrire la fonction de Green (56.68a) sous la forme 


Dax= = £ (w, N)IW?—e5) £ (, N)+PT", 
où 
L (o, N) = (© + iv} — 1 — aN'w°. (56.70) 


Le potentiel vecteur (56.68) s'exprime alors par 


me Z (w, N)exp(iwlWzl/c) 
Az, D =< joe "| ON GE. (56.71) 


Les pôles de l'expression sous le signe d'intégration (56.71) dans le 
plan complexe de la variable NV sont déterminés par l'équation 


(N2— es) L(N, 0)+f= —@wN+p(o) N+q(o)=0, (56.72) 
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Pp(o)= p1+ ip: = [0 + iy (o)]? — + eu, 
= 0 (1+ae)—%—y (0), p,= 207 (0); 
q (0) = Q + ige = 80 (04 — (0 + iv)?], 
D = E0 (0 +v (0)—0°), g=—2e07 (0); 
f? = 80 (Q1 —). 
L'équation (56.72) admet deux racines différentes 


2aw2N? >= p(0) + V A (w) (56.73) 
en supposant &« = 0 (la dispersion spatiale est différente de zéro) et 
À (wo) = p° {w) + 4aq (w) Æ 0. (56.73a) 
L'expression (56.69) devient 
2 
Az t=j0 D Bi exp | io (ait) |, (56.74) 
I=1 | 
où 
@ (N5—&0) a (N?—e0) = 
Bi e-ND LP SN NT- NS (640) 


Ainsi, lorsque la condition (56.73a) est vérifiée, (56.74) est repré- 
sentée par la superposition de deux ondes normales dont les ampli- 
tudes sont dans le rapport : 

_B1, ____ N,(Ni—eo) 

BE, — Ne) (56.76) 


Ce rapport devient très grand quand W, 5 N,. Par exemple pour 
IN: | = 10IN, | &, le rapport | B,/B, | > 10%. L'onde nor- 
male d'indice de réfraction complexe élevé est pratiquement inexis- 
tante. 

Cherchons à présent à quelle condition s’annule le discriminant 
— À (w) de l'équation (56.72) quadratique en W.. Les parties réelle 
A, et imaginaire À, de A = À, + iA, doivent s'annuler simultané- 
ment 


Ai (o) = Lo? (1 + meo) — y? — QE — Aw?y? + 
+ 4aw°es [9 + ÿ* — w°] = 0, (56.77) 
A (0) = 407 Lo? (1 — œe,) — y° — 3] = 0.  (56.77a) 
En général ce système est impossible. Toutefois pour certains cris- 
taux, au voisinage d'une bande excitonique de masse effective 


positive, la condition À = 0 peut être réalisée. En effet la grandeur 
+, fonction de la fréquence, dépend aussi sensiblement de la tempé- 
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rature 7 de telle sorte que À (w, T) = 0 lorsque 


v= VA — a) Q+ af, (56.78) 


et pour une température 7,, telle que 


Y(oo To) =fVa=Y. (56.79) 


La température 7, et la fréquence w, sont qualifiées de « criti- 
ques ». À la température et à la fréquence « critiques » les deux ondes 
normales coïncident (VW, = N,; B, = B:), c'est-à-dire qu’elles ont 
même amplitude, même indice de réfraction et même coefficient 
d'absorption. Comme « est petit, on constate que la fréquence cri- 
tique (56.78) dépasse de peu la fréquence de résonance. Par exemple 
dans l’anthracène (2xc)-! (©, — Q,) est égal à 10-% cm! et dans le 
cristal de CdS, voisin de 1 cm”. Les coefficients d'amortissement 
critiques des excitons y./(2r1c) sont respectivement de 0,4 cm”! 
dans l’anthracène et 3 cm”! dans CdS. 

Peut-on atteindre ces valeurs de y, dans des cristaux réels? Appa- 
remment, pour des cristaux de CdS la valeur (2nc)-"y, Æ 3 cm”!;peut 
être obtenue pour des températures pas trop basses. Comme le mon- 
trent les calculs [318], pour des cristaux d’anthracène à basse tem- 
pérature, y (w) est très petit au voisinage de la fréquence de résonan- 
ce pour les excitons de masse effective positive. Cependant il est 
plausible d'ajuster la valeur de l'interaction exciton-phonon en 
prenant g = 0,01 et d'utiliser d'autres paramètres du cristal d'an- 
thracène définis dans [318]. On obtient alors 7, 15 K. A cette tem- 
pérature, À (w, T,) s’annule au voisinage d’une fréquence située 
10% cm! plus élevée que la fréquence de résonance. 

Les paramètres du cristal d’'anthracène introduits dans [318] 
sont sujets à caution. Ainsi si le paramètre d'interaction exciton- 
phonon g augmente et que la fréquence v des phonons les plus actifs 
diminue, la température critique diminue selon la loi 


gi = 4 Va (exp 7-1). 


Pour des cristaux d'anthracène très purs, dans la région de la pre- 
mière bande excitonique (m* >> 0), la température critique 7, 
dépasse 15 K. Les impuretés et les défauts augmentent sensible- 
ment la grandeur y (Q,, T), par suite abaissent la température cri- 
tique. Dans quelques cristaux la grandeur y (Q,, T) dépasse fV/a 
pour toute température T > 0 et l'égalité (56.79) n’est plus réali- 
sée. Dans de tels cas la notion de température critique perd son sens. 

Pour des excitons de masse effective négative, on doit s'attendre 
à des valeurs de y (Q@,, T) relativement grandes. L'égalité (56.79) 


n'est alors plus vérifiée ou n’est valable que pour des températures 
très basses. | 


310534 


482 DISPERSION ET TRANSMISSION DE LA LUMIÈRE [CH. XI 


Supposons que cette égalité (56.79) soit réalisée pour une tempé- 
rature critique 7, 0. Considérons plus en détail le système des 
ondes normales dans le cristal pour des températures supérieures et 
inférieures à la température critique. Il est commode d'utiliser un 
modèle de cristal d’anthracène, pour lequel la forme des zones exci- 
toniques et le rôle de l'interaction exciton-phonon ont fait l’objet 

de nombreux calculs (276, 318]. Choi- 


Yo) cm” sissons le modèle d'interaction exciton- 
27c ” phonon utilisé dans [318]. Nous sup- 

poserons que les excitons interagissent 
1 avec une branche de phonons acousti- 


ques et une branche optique de cons- 

tantes d'interaction Sac — Sopt —0,01. 

F Les autres paramètres de la théorie sont 
m zx les suivants : 


£o — 4, (2xc)"! nt = 50 cm”, 
(2nc)"! Que = 30 cm’. 


Les valeurs de & et de f calculées 
dans [318] ont été mentionnées plus 
haut. Sur la figure 72 sont représen- 

#7? tées les fonctions y (w), construites 
d’après [318] pour deux températures 
7 10 et 20 K. 
La figure 73, a donne la variation 
Fig. 72. Coefficient d'amortis- de NW; (w) et V, (w) calculée d'après la 
sement des excitons pour deux formule (56.72). La fonction y (w) uti- 
températures. lisée correspond à une température de 
20 K supérieure à la « température criti- 
que » 7, —15 K du modèle. Les courbes continues représentent les par- 
ties réelles 7, et r, des indices complexes W, (w) et V, (w). les cour- 
bes en pointillé les parties imaginaires *%, et x.. L’échelle des ordon- 
nées est logarithmique. On constate sur la figure 73, a que si | N, | > 
> |, | l’onde normale d'indice complexe V, apparaît avec une 
amplitude très faible. Si en outre %x, > %x,, celle-ci s'amortit très 
vite. La lumière qui se propage dans le cristal est décrite pratique- 
ment par une onde normale d'indice de réfraction 7, et de coefficient 
d'absorption x. Ces valeurs diffèrent peu des valeurs calculées dans 
[318] lorsqu'on néglige la dispersion spatiale. 

Pour des températures inférieures à la température « critique » 
la variation de W, et NW. en fonction de la fréquence est représentée 
sur la figure 73, b. Dans la région © << Q,,| N | << | N, |, et dans 
l'expression (56.74) n'intervient que l’onde d'indice de réfraction 
ne 5 Det de coefficient d'absorption x, Æ 0. Dans la région wo >> (2,, 
IN IN, | et c'est la première onde d'indice de réfraction 
nr, << nr, et de coefficient d'absorption x, € x, qui prédomine. Ainsi 


2xc 


, 
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la courbe de dispersion r (w), pour des températures inférieures à 
la température « critique », varie significativement avec la fréquence. 
Pour les valeurs de Q,, lorsque la fréquence augmente, l'indice de 
réfraction augmente; puis au voisinage de Q, on passe brusquement 
de la courbe n. (w) à la courbe 7, (w). À cette fréquence chacune des 
deux ondes normales d'indices de réfraction 7, (w) et nr: (o) con- 
tribue à parts égales à la formule (56.74), si leurs coefficients d’ab- 
sorption #% et x. sont proches. Dans ce domaine de fréquences, l’in- 
dice de réfraction du cristal n’a pas de valeur bien définie, et le 


2xc ? 


ô) 


Fig. 73. Indices de réfraction n, et n, et coefficients d'absorption x, et x, des 
deux ondes normales se propageant us le cristal, pour deux températures dif- 
rentes. 


faisceau de lumière transmis par le cristal perd sa cohérence (super- 
position d'ondes n’ayant pas la même différence de chemin optique). 
La perte de cohérence se manifesterait surtout pour des fréquences 
et des températures voisines des valeurs « critiques » ©, et T,, puis- 
que dans ce cas les contributions des deux ondes normales à la super- 
position sont comparables. Au point critique (w,, T,) les deux on- 
des normales coïncident. En pratique ce cas est difficile à réaliser, 
car il faudrait disposer d’une lumière quasi monochromatique. 
Cette théorie a reçu une confirmation qualitative dans les tra- 
vaux de Brodine, Davydova et Strachnikova [374], qui ont étudié 
la biréfringence dans les cristaux CdS au voisinage de la bande exci- 
tonique A,-, dans l'intervalle de température 4 à 80 K. Les cris- 
taux se présentent sous la forme de lamelles monocristallines d’une 


31* 
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épaisseur de 0,18 u et 0,33 u, fixées sans contraintes de contact. 
La biréfringence entre 4,2 et 15 K au voisinage de la résonance met en 
évidence deux ondes normales, l'indice de l’une d’entre elles, pour 
des fréquences inférieures à la résonance, atteint de grandes valeurs 
(—11). Pour des fréquences supérieures à la résonance apparaît une 
deuxième onde dont l'indice de réfraction est beaucoup moins élevé. 
Pour des températures supérieures à 50 K il y a seulement une onde 
dont la courbe n, (w) correspond à ce que l’on devrait observer en 
l'absence de dispersion spatiale. Ceci montre que pour des cristaux 
très purs de sulfure de cadmium, la température critique de trans- 
formation des courbes de dispersion se situe entre 25 et 50 K. 

Pour une température inférieure à la valeur critique, dans la 
zone d'absorption excitonique, l’une des ondes normales présente 
un indice de réfraction beaucoup plus élevé que celui de l’autre 
onde (pour des valeurs de w inférieures à Q,, x, > x, pour des va- 
leurs supérieures à ,, x, -<<%2, voir fig. 73, b). Une telle onde s’amor- 
tit plus vite. C’est pourquoi lorsque l'épaisseur du cristal augmente, 
l'intensité de la lumière transmise ne décroïît pas d’abord suivant 
une loi exponentielle (au voisinage de la résonance, même pour de 
faibles valeurs de l'épaisseur, les deux ondes participent avec des 
amplitudes comparables). Puis, lorsque le coefficient d'absorption 
diminue, l'intensité décroît exponentiellement (cf. l'expression 
(56.45)). Dans ces conditions l'onde transmise par un cristal pas 
trop épais est cohérente. 

Le coefficient de réflexion d’un rayon lumineux tombant nor- 
malement à la surface d’un cristal épais de CdS. a été calculé en 
détail par Pékar et Strachnikova [375]. Dans ce calcul le rapport des 
amplitudes des deux ondes normales est déterminé par les condi- 
tions aux limites supplémentaires introduites par Pékar [310] (cf. 
(56.11)). Le paramètre de relaxation des états excitoniques est sup- 
posé indépendant de la fréquence. Les résultats de ce calcul sont en 
accord avec les résultats de Brodine, Davydova et Strachnikova [374]. 


56.7. Rôle de la dispersion spatiale lors d’une absorption qua- 
drupolaire de la lumière. Dans ce qui précède nous avons considéré 
la propagation de la lumière dans le cristal pour des valeurs de la 
fréquence correspondant à la formation d'’excitons dipolaires. Dans 
ce cas la dispersion spatiale traduit la dépendance en k de Ia fré- 
quence de l’exciton. Au contraire, même pour des excitations quadru- 
polaires électriques localisées, dont la fréquence est indépendante 
du vecteur d'onde, la permittivité (54.4) varie avec le vecteur d'onde. 
Ces excitations quadrupolaires doivent donc faire l’objet d’une étude 
spéciale 1376]. 

Supposons pour simplifier que le cristal à faces parallèles est 
taillé de telle sorte que pour un vecteur d'onde normal à la surface 
du cristal, la permittivité s'exprime par (54.4). La fréquence de l’ex- 
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citon dans l’approximation de la masse effective (m* => 0) s'écrit : 


L'indice de réfraction étant N = ck/w, on peut simplifier l’expres- 
sion (54.4) qui, au voisinage de la résonance, devient 
gN3 


Exx (0, N) = eg) Gr one 


(56.80) 


où ro = Veo, v = ndfiw/(m*c) est la valeur de la vitesse de 
l’exciton de vecteur d’onde n,w/c. 

Conformément à (56.7) le potentiel vecteur créé par les courants 
étrangers (56.6) est 


12 Nz ie N(d=2) 


A (2, t) = 2e-iot | FLE 7 nes OCz<d. (56.81) 


Pour calculer l'intégrale (56.81) par la méthode des résidus, il con- 
vient de chercher les pôles et les résidus de la fonction 


G(w, M) = {o IN? — e,, (wo, NL (56.82) 


Considérons d’abord des excitations quadrupolaires localisées 
(m* — oo, ou v — 0). (56.82) devient 


G(w, M=ÉÉLIN—E(@)Tt, v=0, (56.83) 


où la grandeur 


— : es Eos 
ë (w) T— ë (@) + iEe (w) — €o O—(Qo—g) + iy (w) (56.84) 
joue le rôle de la permittivité effective. Posons 
Q2 
Eo8 — 70 Fett- (56.85) 


Nous obtenons une expression (56.84) dont la forme coïncide avec 
celle de la permittivité d’une transition dipolaire de force d'oscil- 
lateur effective Fer et dont la fréquence de plasma est Q, *). 

La fonction (56.83) a deux pôles 


Nî >= + (n + ix) — + VE (o), (56.86) 
*) Pour le cristal de Cu,O la bande d y quadru moon M pp 


correspond aux valeurs Ferg — 3-10; e, = 7,5; = 6,5-1015 s-1 
= 3,1-1015 s-1, donc 


Q? 
£ = Taûs ——— Fort = 5,6-105 s71. 
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=! _VYETE 1/2 D Ÿ per +: 1/2 
= y 2 ( E+E +) Ù K — V2 (VE+E ë) : (56.87) 


Substituant ces valeurs dans (56.81) nous calculons le potentiel 
vecteur À, (z, t) et les champs électrique et magnétique dans le 
cristal 


E,(z, t)—=e"tet {E exp [ (—x+ in) +3 | + 
+Eaexp[(—x+in) © (d—2) |}, 


" (56.88) 
H,,(2z, t)=(n+ix)e-tot {E exp [(—x + in) 3 | _ 


— Ejexp{(—*x+in) (d — 2) w/c]} ; 


Ces expressions coïncident formellement avec les expressions (56.18) 
obtenues au paragraphe 56.1 dans le cas de transitions dipolaires 
autorisées, en négligeant la dispersion spatiale. Les résultats du 
$ 56.1 concernant la réflexion et la transmission de la lumière restent 
donc valables. 

Dans la limite d'un cristal semi-infini, la valeur moyenne dans 
le temps de la densité de flux d'énergie rayonnante diminue expo- 
nentiellement lorsque z augmente : 


S (z) =S (0)exp ( 2 xz) : (56.89) 
Conformément à (56.84) et (56.87), le coefficient x est maximum à 
la fréquence de résonance Q, — Q, — g, inférieure à la fréquence 
de la transition électronique. Lorsque n9g € 
Xmax = A0£/2y (Q;). 


Considérons maintenant le cas d'excitons quadrupolaires. La 
permittivité est décrite par l'expression (56.80). Le potentiel vecteur 
du champ électromagnétique dans le cristal est 


A (z, D=<+ e-iet | aN x 


i Nz 1 N(d=2) 
LAS —26 (a) —60— 20 | pige + + jee 7 


ON (56.90) 
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E(o, M=Nt—2[60-+ 4 (w)}° N?+ 
+e[1+2%(0)— 6], (56.94) 


(o)= 2 [0 —Q, +8+iy (0), (56.912) 
Os = Q, + Se est la fréquence d'un exciton de vecteur d’onde 


no@/c. 
Pour une valeur donnée de la fréquence « les racines de l’équa- 
tion (wo, NV) = 0 sont 


Na (o) = (rm, 2-+ d,)2= 804€ (0) + WE (0)-+ 20. (56.92) 


Intégrons (56.90) par la méthode des résidus et calculons les champs 
électrique et magnétique dans le cristal 


o ® Nez 
E, (2, t)=e-ist{Ele © +ge ©" *]+ 
4 © Nid) i © Notd—2) 
+Eife + ge © ]} 
et 
{ LA Ni1z 4 ni Noz 
H,(2, t)=e-ict{E, [Me © +qNe © °]— 
A o 
—EalMNe UN ane e  TJ, (56.98) 
où 
ÆEo __ Ea __ 2n[N?—21(w)—eo—2crog/(vo)] 
‘ —"—, . PA? JA BND , 
J0 Jd CN: (N3 5) (56.94) 


q= Ni [8o+ 22 (0) — 2cn0g/(vw) — Ni] 
Na lNf—-eo—2% (w)+2cnog/(vo)] 


Dans un cristal semi-infini, la valeur moyenne dans le temps du 
vecteur de Poynting est 


Et 2 © 2 1 oz 
S (:)= {ne Ut +iglime + 
be (| K2)z 
Hg INA Ne SE cos[ EGu—m)z+p]}, (56.95) 
où 
Lolets = 2 Mit NE) 


IN + NTI 
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S (z) est une fonction oscillatoire amortie de période spatiale 


27c 
dE On —n2| ° 
Ces oscillations apparaissent au voisinage de la fréquence de réso- 
nance 
Q. —— Q + VoQrn0/(2c) — £&. (56.96) 
Nous avons supposé que 
HE € nr Yo = Y ()). (56.97) 


Dans ce cas (56.92) devient 


NE 2@)= (rat ba, = 80 + V/ AE eut +; 2e (56.98) 


Pour des transitions quadrupolaires électriques, " ps d’oscilla- 
teur effective (cf. (56.85)) est habituellement faible (3 -1019) *), 


ce qui se traduit par 
V 2cnog € no V voQ-- 
Alors 


Cno£ ____ CYo 
ra, = LE ’ — 20Q, * 
Substituant ces js dans (56.95) on trouve: 


S (2) = ME 6770 bn (56.99) 


8x 
g=1—27/ 2 


Pour des valeurs élevées de l'amortissement 
CP > 2700807 (56.100) 


en. "4 


et (56.92) donne 
Ni = no + inog/(2vo), Ne = €o + i2cnoYo/(VoQr). 


Cette condition étant réalisée, (56.94) devient | q | Æ g/yo & 1 et 
les oscillations spatiales de (56.95) n’ont pratiquement plus lieu. 
Ces oscillations sont de même absentes loin de la résonance. Dans 
ce cas en effet 


| 6 (o) F > 2eon0c£/v00 (56.101) 
et 
N° (@) = 29 — —75 0 — Ni (0) & e&o+ 2 (o), 


O—Qy+g+iy (0) ” 


*) Par exemple pour le cristal de Cu,O, d’après [377], Fer S 102. 
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par conséquent 


D CE 
ere <1- 


Pour calculer les coefficients de réflexion R (w) et de transmis- 
sion 7 (w) il convient d'utiliser l’expression (56.93) des champs élec- 
trique et magnétique. La continuité des composantes tangentielles 
des champs à à la surface du cristal (z — 0 et z — d) impose EË — H( 
pour l'onde incidente, E%) — —H{ pour l’onde réfléchie et EO = 
— H{ pour l'onde transmise. 

Si la condition (56.97) est vérifiée, on a à proximité de la résonance 


ie 


4eo (no+1Ÿ € % [4492429 cos ( d Ve 2noEtèr Er ) | 


1+ Re Y0d/%0 [Re Yod/%0 _2 cos TRE . 
= no —1 2 
Ro = no+1 | 
Le coefficient de transmission présente une variation oscillatoire 
amortie en fonction de l'épaisseur du cristal, déterminée par le facteur 
exp (—Yod/v,) et la période 


T(Q,)= (56.102) 


: 2rc _ CUo 
À, —= DATE == 27 V4 2noeQ, . (56.103) 


Les caractéristiques de ces oscillations dépendent de la dispersion 
spatiale des excitons considérés. Les interférences dues aux ondes 
multiples conduiraient à des oscillations s’amortissant plus vite 


(exp (— né) et à une période spatiale plus petite À = nc/n,Q,. 


Les travaux de Gorban et Timoféev [378] mettent en évidence, 
pour des cristaux de Cu.O, dans la région d’absorption excitonique 
quadrupolaire #7 — 1 (longueur d'onde À — 6125 À), une variation 
oscillatoire du coefficient d'absorption en fonction de l'épaisseur. 
La période des oscillations 2nc (Q, | nr; — n2 |)! correspondait à 
la valeur |, — n, | & 10%. 

Conformément aux données de Gross et Kaplianski [377], la 
force d’oscillateur effective de la transition quadrupolaire À — 


— 6125 À de Cu.O est égale à 3-10-2. Posant v, Æ 105 cm/s et uti- 
lisant (56.85) et (56.103) on trouve la valeur théorique 


Panel = 7/20 à % 4,7.10%. 


D'après une estimation du coefficient d'absorption on trouve 
hÿo Æ 3 10° eV. Cette valeur de y, vérifie l’inéquation (56.97). 
Pour © = Q, et pour des températures basses, une petite valeur de y, 
doit être reliée au fait que la fréquence de résonance Q, est inférieure 
à la fréquence Q, du minimum de la zone excitonique (Q, = 9), — g). 
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$ 57*. Théorie quantique statistique de la propagation 
de la lumière dans les cristaux 


Dans les paragraphes précédents de ce chapitre nous avons étu- 
dié la transmission de la lumière dans le cristal, en utilisant les 
équations phénoménologiques de Maxwell. Ainsi les propriétés 
optiques du cristal étaient définies par la permittivité e (w, k), 
caractérisant la réponse linéaire du cristal à un champ électromagné- 
tique extérieur de fréquence «w et de vecteur d'onde k. 

Dans ce paragraphe nous développerons une théorie microscopi- 
que de la propagation de la lumière dans le cristal, basée sur une 
description quantique d’un système de photons, excitons et phonons 
en interaction. : 

En réalité, dans un cristal idéal l'absorption de la lumière est 
conditionnée par la dégradation de l'énergie des photons en énergie 
de vibration de réseau — les phonons. Ceux-ci constituent un systè- 
me dissipatif, caractérisé par un nombre énorme de degrés de liberté 
de fréquences quasi discrètes, et par l'établissement rapide (10-!° à 
10-5 s) de l’état d'équilibre thermique entre les phonons. 

Considérons d’abord des photons qui n'’interagissent pas avec 
les phonons, la fréquence des photons concordant avec la zone d’ab- 
sorption excitonique. Dans ce cas le processus d’absorption passe 
par un stade intermédiaire, dans lequel les excitons formés intera- 
gissent avec le sous-système dissipatif. 

Le comportement d’un ensemble de particules en interaction avec 
un tel sous-système doit forcément être décrit par des méthodes quan- 
tiques statistiques. Nous utiliserons la méthode de la matrice densité 
{de l’opérateur statistique, voir chap. XIII dans [5]). Cette méthode 
permettra d'étudier tout d’abord l’affaiblissement dans le temps de 
l'intensité du rayonnement électromagnétique spatialement cohérent 
dans le cristal, puis la transmission à travers le cristal d’une lumière 
monochromatique. Pour cette dernière question, le déplacement des 
excitons et des photons sera décrit par des paquets d'ondes. Nous 
suivrons le développement utilisé dans les travaux de Serikov et de 
l’auteur [379]. 

Dans ce qui suit, nous poserons pour simplifier À = 1, de telle 
sorte que l'énergie aura la dimension d’une fréquence. Soit un cristal 
optiquement isotrope avec une bande quasi discrète d'états excito- 
niques dipolaires, caractérisés par l'hamiltonien 


Hex = o ExAïAr; (57.1) 


où Àÿ$ et Ai sont les opérateurs de création et d’annihilation des 
excitons dans les états de vecteur d'onde k et d'énergie &1. La som- 


me ÿ’ comprendicitoutes les V — 3 valeurs du vecteur d'onde de la 
kK 
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première zone de Brillouin, sauf la valeur k — 0. L'énergie de l’état 
fondamental de k = 0 est choisie pour origine des énergies, c’est-à- 
dire 69 = (. 

Nous ne nous intéresserons pas à l'interaction entre excitons, par 
conséquent nous supposerons les opérateurs 44 et Aj définis seule- 
ment dans l’espace des fonctions orthonormées 


Ak |0), (0 | Axdi | 0) = Or 


qui représentent des états à un exciton pour k 0 et l’état sans 
exciton pour k = 0. 
Le champ des photons transversaux est décrit par l’hamiltonien 


H y = pH OxAËA x, (57.2) 


où ox = c|k/|/Ve; cest la vitesse de la lumière dans le vide; 
la permittivité e tient compte de tous les états électroniques excepté 
celui que l’on étudie dans (57.1) ; af et ax sont les opérateurs de créa- 
tion et d'annihilation des photons dans l’état de vecteur d'onde k 
et d'énergie wx- Ils sont eux aussi définis seulement dans l’espace des 
fonctions orthonormées 


ax |[0), (0 | axais | 0) — Oux, 


qui représentent des états à un photon pour k = 0 et l’état sans 
photon pour k = (0. 

Les opérateurs A4 et ak commutent et agissent respectivement sur 
des fonctions du nombre d'’excitons et de photons. Par suite les états 
vides respectifs sont différents. Mais, pour simplifier l'écriture de 
ces états, représentons-les par le même symbole. 

Supposons que l'opérateur (57.2) concerne seulement les photons 
dont le vecteur champ électrique est parallèle au moment dipolaire 
électrique de la transition quantique vers l’état excitonique consi- 
déré. Dans ce cas l’hamiltonien d'interaction exciton-photon est [291] 


Hint = (2r0)"! > fr (at Ax + ax Ai), (57.3) 


où no = VEo fx — Q; V Fêx/ox est la fonction qui caractérise 
l'intensité de l'interaction exciton-photon (à la résonance (ox = 6x) 
la valeur ff est définie par l’expression (54.3)); F la force d’oscilla- 
teur de la transition quantique entre l’état fondamental et l'état 
excitonique; Q5 — 4ne*/(mv) le ca ré de la fréquence de plasma; 
v le volume de la maille élémentaire du cristal. Par exemple, si 
v & 107% cm, nous obtenons Q, & 3-10 s”1. 

Le système formé par les excitons et les photons en interaction 
est appelé système dynamique; il est décrit par l’hamiltonien 


Ho = Hex + Hon + Hint- (57.4) 
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L'interaction des excitons du système dynamique avec les phonons 
des vibrations de réseau conduit à la dégradation partielle ou totale 
de l’énergie d’excitation du cristal en chaleur. On appelle thermostat 
le système de phonons, à l’état d'équilibre thermique à la tempé- 
rature 7. Ainsi l’interaction avec le thermostat crée un processus dis- 
sipatif et les états' excitoniques A£ | 0) (k = 0) deviennent quasi 
stationnaires — ils sont caractérisés par une durée de vie 1/yx. Le 
système dynamique, en interaction avec le thermostat, devient ouvert. 
Ses états sont décrits par la matrice densité, qui contient à la fois des 
opérateurs du système dynamique et des paramètres phénoménologi- 
ques y (k) fonctions de la température et caractérisant l'aspect dis- 
sipatif du processus. Cette matrice densité p ({) pour 7 = 0 doit 
vérifier l'équation ([5], chap. XIII) 


D D ifp, Hl-— D, v(){IAidx, pe—24p4i}, (57.5) 
k 
sachant que 
(a, bl4 = ab + ba. 
Cherchons la solution de (57.5) sous la forme 


4 
p (t) — Mo+ à > > wi (k1, k2; ?) Milk, ko), (57.6) 


ou 
V2M,= AA, + a$ar, (57.7a) 
V2M,(k, ko) = Au Ai, + auai, (57.7b) 
V2 Milk ke) = AxAËs — arab, (57.7c) 
V2M;s(ka ke) = Aou + Auot (57.7d) 
V2Mi(ki, ke) & i (AË,Gre — Août). (57.7e) 


Les opérateurs My (1—0, 1, ..., 4) vérifient 
Tr {M (k1, ke) Mi (k,, k,)} ns Ôr, l'Ôka, k'Ôkz, ke (57.8) 
Utilisant (57.8) nous tirons de (57.6) 
wi (ki, Ka: 0) = Tr p (9) Mi (ka, ki)}, (57.9) 
Trp(t)=wo(t)+ 2 (we (k, k; t)+wpm(k, k; #)]=1, (57.10) 


*« 


ou 
V2vx (ki, k; t)=w(k, kb; t)+uw(k, k; à), 


(57.41) 
V2 wpn (ka, k25 1) = (kr, ke; t)—w2 (ki, ko: t). 
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Compte tenu de (57.7b), (57.7c), (57.9) et (57.10) on voit que les 
fonctions 


Wex (k, k; t) > 0 et wm (k, k; t) > 0 


représentent respectivement la probabilité de trouver dans le système 
dynamique un exciton ou un photon à l'instant t avec un vecteur d’on- 
de k; w, (t) > 0 représente la probabilité pour que le système dyna- 
mique ne contienne ni photon ni exciton. 

Substituant (57.6) dans (57.5) et utilisant (57.8) nous trouvons 
un système d'équations pour les fonctions w, (t): 


à ’ 
F2 vw (k, k: t) (57.12) 


et pour les fonctions w, (k,, k,; t) pour chaque couple de valeurs k;, 
k,. Dans ce qui suit, considérons seulement le cas où k, et k, s'écrivent 


k =k+E, k =k+E,, (57.13) 
où ë, et E, vérifient 
bn Fée = 0, [hill |Ee IAE &IkI  (57.13a) 
Dans l’approximation 
fun Flu ef  Y() & y (k) & ? (ki) (57.14) 
les variables 
w, = wi (k + &, k + E; t), l — 1, 2, 3, 4, 
sont solutions des équations 
Lui ={[—7(k) + iQ (—)]w2, 
: 1 
Lu; ={[—7(k)+iQ:(—)] 1 a rer | (k) w,, 
(57.15) 
Lws= Qu, 


1 
Lw, = — Quws——Î (k) w>, 


0 : 
= À + y (k)— Qu (+), 
2071 (+) = Ëner — Éks Æ (Oise — Ou), (57.16) 
20 = Oui + Our — (ns + Ékz). 
Il convient de résoudre ce système dans deux cas limites: a) à 
l'instant initial il n’y a pas d’excitation et le champ électromagné- 
tique emplit uniformément tout le cristal, et on cherche sa variation 


dans le temps; b) la lumière tombe normalement sur la surface du 
cristal et on ‘’herche comment elle se propage à l’intérieur. 
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57.1. Amortissement au cours du temps d’un champ électroma- 
gnétique spatialement cohérent. Supposons que le cristal de grand 
volume U soit limité par des parois réfléchissantes, ou alors que le 
champ et les excitons vérifient aux frontières du cristal les mêmes 
conditions cycliques. Dans ce cas il suffit de considérer les états 
correspondant à une valeur déterminée du vecteur d'onde k, — 


——. — 
— o — 


Si, à l'instant initial & = 0, il y a un photon dans le cristal, les 
fonctions w, (k, k; t)}=w,(t) sont 


Wph (0) = 1, wex (0) = w3 (0) = uw (0) = 0. (57.17) 
Dans ce cas w, (0) — —u, O7. Les équations (57.15) de- 


viennent : 


Lu, (++ vwr()=0, Lars (#)+ vus (#)—— fur (#) =0, 
(57.18) 
Liw,(t)—Auw,(t)=0,  Lur,(t) + Auws(t) + 7e Jw2 (4) =0, 


LD 


ou 


y= Y(k), Î= fx, L=y+—, A = OK — Ëke (57.18a) 


Les fonctions 
rex (!) = Fri | [wi (t)+uw2(t)],  rpn() TZ [ui (t) — we (#)] 
(57.19) 


définissent la densité d’excitons et de photons du cristal au moment t. 

Résolvons le systeme (57.18), vérifiant les conditions initiales 
(57.17), en utilisant la transformation de Laplace, où le temps sera 
la variable d'intégration. Posons 


L{ui(t)}=Wi(p) = | e-Ptun (t) dt. (57.20) 
0 


Sachant que 
LIT 2210 = p£ {wi (t)}— ui (0) 


et compte tenu des ET initiales (57.17) le système (57.18) 
devient 


+) Wi(p)+v%W2(p)=1/V2, 

(+) W26@)+7%W:1(0b)—fW,= —1/V2, 
(p+%)Ws@)—AW;(p)=0, 
(P+V%)W.G@)+4W.G)+fW2(p)=0, 
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et les solutions sont 
Wen CE, p)= = ER (LP ++ DE (HIT — 
—{[@+%)}+D(—)11, 


(bi pj= Ps. (PEACE EC), pe nAC ER) 
Won V2 (P+v—Di(+) @HYP+Dr(—) ? 
2 2 2 ” 
Wa(k, p)= MATE D y. RS (57.2) 
où 


A(+)= 


2: 
A3— fa, 
Da (te elle) 
1 
2. 


VS2æ (v—A— fe), 


S2= VA — FT) + 4742. 


Si nous inversons la transformation (57.20) nous obtenons les fonc- 
tions nr, 


Wex (k, = À 5Es T_{ch{tD(+)]—cos(tD (—)}, 
wpn (k, = et {A (+) ch [4D (+)1+ 4 (—) cos [ED (—)1+ 
+ D sh[tD(+)]+ D sinftD(—)]}. (57.22) 


Les fonctions (57.22) se simplifient au voisinage de la résonance k — 
— ko, où Ako + . 
Wex (ko, {) = € RO (a, t/2) exp (—it), 
ph (ko, t) = [O, (a, t/2) + y9®, (a, t/2)F° exp (—Yot), (57.23) 
Ws (ko ?) = 0, w (ko, t) = (280) "/?f9D2 (a, t) exp (—Yot); 
où 


(57.21a) 


a=Y—E fo (57.24) 


Les fonctions O, (a. r)et ®, (a, x) sont définies par le tableau 19. 
Les expressions (57.23) montrent que dans le cas général la densité 
de photons (proportionnelle à w,2) ne décroit pas au cours du temps 
suivant une simple loi exponentielle. Ces équations prennent une 
forme particulièrement simple en l'absence de relaxation (y, = 0). 
La probabilité de trouver le système, soit sous la forme photonique, 
soit sous la forme excitonique, varie dans le temps de manière oscil- 
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latoire avec une période t = no7/fo: 


fot 


Lph (ko, ) = cos? 


, (57.25) 


. fot 
—— 2 RE 
> Ver (ko; t) = Sin 2 


les deux autres fonctions étant 


Ws (ko, t) = 0, uw (ko, t) — 73 sin (ot). (57.26) 


La fonction w, (ko, t) est proportionnelle à la vitesse de transfert 
de l'énergie du photon à l’exciton. 

Le tableau 19 montre que le caractère des solutions (57.23) dé- 
pend du signe de a = y} — f$/eo. Il convient donc de discerner deux 
cas limites. 


Tableau 19 
Valeurs des fonctions @,(a, x) 


Da, x) ch(r Wa) | cos(r Vial) 


sh(zV a) sin(r V |al) 
Va Vial 


®, (a, x) 


A. L'inégalité 
fn > Eoÿs (57.27) 
est satisfaite. Par définition cette inégalité définit la condition de 
liaison forte des photons et des excitons (relative au problème spatio- 
cohérent). Dans ce cas 
gi t 72 
Wph (Ko, t) — [ cos “2 Re _ n—— EXP (— Yot) 
Lex (ko; t) + (w5e0)” lfe = sin? (@ot), (07.28) 
w=0, w, (ko, t) = (n5@0 V 2)! e-Yot sin (@vt), 


= V fe fo/noe (57.29) 


. Les graphes des Wph et we, Sont représentés sur la figure 74 
par des lignes continues (on suppose fs — 8Yoto). 
B. L'inégalité 
fi  EoY: (57.30) 
est satisfaite. On l'appelle condition de liaison faible des excitons et 
des photons (relative au problème spatio-cohérent). Alors Va & y — 
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— f$/2y et on trouve approximativement 
ee É sr t 2 
Uph (ko, t) & 7 Yo [ch (+ Va)+sh (+ Va) | 
exp (— fét/25v0), 


à 


{ot 
we (ko, 1) A [eee —2e-t+exp ( — 2vot +) |. 
97.31 
” (97.31) 
w, (ko, t) = ee (e 2€oYo — e—=vot], 
0 


Les graphes des fonctions w,n et we; Sont représentés sur la figure 74 
par des lignes continues (on suppose fo — 0,6Yon0). 


0 | 20 


Mt 


Fig. 74. Variation de la probabilité de trouver le système dans un état photo- 
nique ou excitonique pour une liaison faible et forte des photons et des excitons. 


Les courbes pointillées représentent eyes exponentiel effectif de la densité de 
photons. 


Lorsqu'il n’y a pas’ résonance (k + ky, Ai D), les variations 
dans le temps des fonctions w,n (k, t) et wex’(k, f) sont. définies 


32—0534 
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dans le cas général par des expressions extrêmement compliquées 
(57.22). Si l’on ne s'intéresse qu’à la valeur moyenne de la probabi- 
lité &,n (k, t) de trouver le système dans un état photonique de 
vecteur d'onde k, il est commode de réduire la fonction w,n (k, t) 
à une forme exponentielle exp (—Yers (k) {) en choisissant yes tel 
que 


| wWpn (k, t) dt = | eYettt dt. 
0 0 


Le paramètre effectif Yesr caractérise la décroissance exponentielle 
effective au cours du temps du flux de photons: 


ver (k)= ( | w (dt). (57.32) 


0 


Comparant (57.32) avec (57.20), on constate que Yerr (k) s'exprime 
directement comme la transformée de Laplace de W,2 (k. p) lors- 
que p —--0: 

| Ki /2t0 se 
Yerr (k) = (lim Won (k, p)) =  : (57.33) 
p— 


VE AE + /E/480 


Si l'énergie des photons et des excitons dépend de la valeur absolue 
de k, compte tenu de (57.19) l'expression (57.33) peut s’écrire sous 
forme approchée 
2 Yolë/20 2 - 
Vert (OR Tor es Ps 


fo = fker Yo — Ykss Do — € (ko)- 


Ce vecteur k, est déterminé par le point d'intersection des courbes 
de dispersion excitonique et photonique. c’est-à-dire par l'égalité 


€ ( o) V & 

57.2. Transmission de la lumière à travers le cristal. On admet 
habituellement, en spectroscopie expérimentale d'absorption d'une 
lumière monochromatique. que l’intensité de la lumière transmise à 
travers le cristal décroît exponentiellement avec l'épaisseur traver- 
sée (loi de Bouguer-Lambert) 


J (z) = J (0) exp (—%xz2). (57.35) 
Le coefficient d'absorption de la lumière x caractérise le degré d'’af- 


faiblissement de l’onde monochromatique au fur et à mesure de sa 
propagation. On le mesure par le rapport J (z)/J (0). 


— Coko. 
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Pour décrire théoriquement ce phénomène d'amortissement 
spatial, il convient de remplacer cette formulation par une autre, 
qui consiste à étudier l'amortissement des photons au cours du temps. 
La règle d’or de Fermi (théorie des perturbations dépendantes du 
temps au premier ordre) permet d'exprimer la probabilité d’absorp- 
tion de la lumière par unité de temps 


dJ = 
= —IJ (57.36) 


caractérisant la transition quantique du cristal de l'état fondamen- 
tal vers l’état excité. Dans ce calcul ne figurent pas explicitement 
les paramètres de relaxation des excitations du cristal. Toutefois, 
lorsque ceux-ci atteignent des valeurs assez élevées pour ralentir 
suffisamment le processus inverse d'émission, la méthode reste va- 
lable (voir ci-dessous). Si F est constante, (57.36) devient 


J (1) — J (0) exp (—Tt). (97.37) 

L'expression spatiale de (57.37) s'obtient simplement en remplaçant t 

par 2.Co. où co est la vitesse de la lumière dans le cristal. Le coeffi- 
cient d'absorption est 

x = T0. (57.38) 

La théorie microscopique. basée sur les équations (57.15). défi- 

nit les limites d'application des approximations définies plus haut. 

Pour décrire les processus de transfert des quasi-particules dans le 

cristal, il est nécessaire de définir leurs états par des paquets d'ondes. 

Le vecteur d'onde de ces paquets est caractérisé par une indétermi- 


nation AË << — le long de la direction de propagation (a est la cons- 


tante de réseau). 

L'état correspondant au paquet d'ondes centré sur k et d'exten- 
sion spatiale Az Æ 2n AË (l'axe z est orienté suivant k) est décrit 
par la matrice densité (57.6) où seules les fonctions 


ui(k+E, k-+E: Dæux, (kit) (57.39) 
sont différentes de zéro. &, et &, sont des vecteurs d’onde parallèles à 
k et vérifiant les conditions 
[él |é1<AE, 8 +86 = 0. (57.40) 
Il s'ensuit 


à (En + 2) muse exp li (bi —E)r]=0, 


1. 62 


D (1 — 82) wi. expli(—E)rl= 


; (57.41) 
[4 
bbz 


Ô l gi 
—œ > Wpits XP [é (61 —E2) rl. 
bte Es 
32* 
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Pour des états décrits par des paquets d'ondes de centre k on 
peut écrire les égalités approchées 


Extr © Ex +EVi Ok+s © Ou + Eco, (57.42) 


Où Vr = 06k/0k est la vitesse des excitons, ©, la vitesse des photons 
dans le cristal. 
Les fonctions (57.39) vérifient le système (57.15) déterminé par 
les expressions (57.16). Compte tenu de (57.42) 
Cor (+) FF (Be = 81) Vr (Æ), 2Vr (+) = = Co E Vk; (57. 43) 
Qu & 4x + Ve(—) Gi +6), Ar = Ox — 8v. 
Substituons (57.43) dans (57.15), multiplions les deux membres de 
chaque égalité par (2x) exp {i (ë: — &:) r} et sommons sur tou- 


tes les valeurs de &, et &.. Compte tenu de (57.41), on obtient le 
système 


Le, = —-ve+Vi(—) 2, 
Le, i=| — —vm+V(—) + ]2 + — — fai 


(57.44) 
Le, RATÉ = Ar, 


Caeut not s | Cm. 
Le, = — Aus — ee fur 
pour les fonctions 


w=uw(k;r, =-— DS >. LEE (k, thexpli(é—6&2)r]. (57.45) 
61. 62 


Dans (57.44) nous avons posé 


Lei a+ ++ (V) (+) 
Les fonctions 


7 Wex (k; r, t), hr vs (k; r,t), (57.46) 


Nez = Ü 


ve(k;r, De (+ un (Gi) 


définissent à l’instant t la densité d’excitons et de photons au point r 
dans le volume U. 

Cherchons la loi de variation. des :fonctions-w, = w, (k'; z, t) 
dans la région z >> 0 pour un flux stationnaire de photons de densité 
1/U traversant ]a surface. z + O dans une direction définie par k. 
Dans ce cas, l'étude de la propagatiôn de la lumière dans le milieu 


Dr 
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optiquement isotrope se ramène à un problème stationnaire unidi- 


mensionnel. Toutes les fonctions w, = w, (k, z) ne dépendent pas 
du temps. Ainsi à la surface z — 0, nous obtenons les conditions aux 
limites wph (k, 0) = 1, wez (k, 0) = O ou 


w,(k, 0)=—w,(k, 0)=1/V2, w;(k, 0) =w,(k, 0)=0. (57.47) 
Posons 
Î= fu V = Ÿk A = Ar = Ox — Ëk 
L,=y+V(+)+, wf)=w(k; 2), 

le système (57.44) devient 

Lu, (2 =[V(—) vue), Liws(2) = Aun (2), 

Lau (2) =[V (—) 5 y | ui (2) + 2 fun (0), (57.48) 

Lau, (2) = — Au (2) fus (2). 


Pour résoudre ces équations, compte tenu des conditions aux limi- 
tes (57.47), il convient d'utiliser la transformation de Laplace où z 
sera la variable d'intégration. Posons 


Li G)}=Wi(s) = | dz “un (2). (57.49) 
Sachant que 
fe) 
£ (= wi G)} = 5 £ {ur (z)} — ui (0), 


compte tenu des conditions initiales (57.47), prenons la transformée 
de Laplace du système (57.48): 


aWi—BWa=co/V 2, 
aaWi— BW: — ÏWilno= — co/V 2, 


aW;—AW,=0, (57.50) 

asWi+AW3+ Wan =0, 

où 
ds = SV (+) +v Ps = SV (—) — 7%. (57.51) 
En résolvant le système d'équations (57.50) on trouve en particulier 
_ cotsf%/220 
Wex (6, 2) = pr (+49 Poe ? 

(57.52) 


_ 1 &s (Gs— Ps) f/280 
Won CE, 2) = [1 — En er a0 el 
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J1 semble impossible de chercher les pôles de (57.52) et d'effectuer 
la transformation inverse de (57.49) dans le cas général. Cependant 
c'est facile lorsque A = 0, c'est-à-dire à la résonance entre exciton 
et photon. Dans ce cas après transformation de (57.52) on obtient 


Lex (Ko, 2) = CE exp (HE )[ ou, E}+ 


Y (co — vo) 2 … YV(co—tv)z = 
HE Os (us) exp], (67.53) 


os (E 
= 


| [ (Arte Ro, 20) ©, (un, E)+ 


a 3 
+v (avr — five EE) a, (2/00) — 


or V2 (co — vo) : 
— fèco < exp L (57.54) 


Wph (Ko, Z) = 


où 

u = Ÿ* — folo/(co€o); = 4y°ci — E0 fo (Co + Lo)”. 
Les fonctions D, et. ®. sont Fr par le tableau 19. Dans ces ex- 
pressions k,, Vo, Co Sont dirigées selon z. 

Comparant (57.53) et (57.54) avec les fonctions (57.22) on constate 
qu'elles coïncideraient, à condition que la vitesse v, des excitons soit 
égale à la vitesse c, des photons. En général v, << cs, c'est pourquoi 
on ne peut pas trouver directement l'affaiblissement spatial de la 
densité de photons (dans le cas de liaison forte exciton-photon fs > 
 Ÿ“Eo) à partir de la loi d'amortissement temporel en remplaçant 
simplement { par z/c,. Cette substitution est cependant possible dans 
le cas de la liaison faible (f < yes) (voir ci-dessous). 

Examinons plus en détail les expressions (57.53) et (57.54) dans 
quelques cas limites : 


A. Absence de relaxation (y = 0). Ce cas a un inté- 
rêt méthodique. Les états excitoniques ont une largeur finie, c’est-à- 
dire tv, # (. 

Sachant que y = 0 et v, Æ 0. (57.53) et (57.54) donnent 


— 200 2 10 
ex (or = SE SN one 


Wph (ko; 2) = 1 — ce Wex (Ko, 2). 


La somme des flux photonique et excitonique 

J = Vobex (Ko, 2) + CoWph (Ko, 2) = Co 
ne dépend pas de z (il n’y a pas d'absorption vraie). La partie pho- 
Co (Co — Vo) 


tonique du flux diminue depuis la valeur c, jusqu'à la valeur cp 
0 0 
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pour une distance À = x V voco80/fo. Parallèlement le flux d'exci- 

ë : . 2Colo : 
tons augmente de zéro jusqu'à la valeur PT Pour une distance 
double, l’énergie des excitons se transforme à nouveau totalement 
en énergie photonique. Pour v, = c, le transfert de l'énergie entre 
photons et excitons est complet, comme dans le cas du problème 
spatio-cohérent (57.24). Les photons et les excitons participent au 
transfert énergétique en proportions égales. Inversement, si v, = 0 
les excitations électroniques sont immobiles et le transfert d’éner- 
gie n’est assuré que par les photons. 


B. Il yades processus de relaxation.mais 
pas de dispersion spatiale (4, Æ 0, y: # 0). Lors- 
que Yo 0, dans le cas limite de zones excitoniques infiniment 
étroites (v, Æ 0) les expressions (57.53) et (57.54) deviennent 


lex (ko, = | exp (É—) exp (-<)], 
3 = 
ir | _ exp (— ne: )— 
“or (-2e)] 


Co 


(57.55) 


ph (ko, 2) = 


De plus 
roll, 2=0, wiki, rm IVe (lo 2). (57.55a) 


Les courbes de (57.55) sont représentées sur la figure 75 pour deux 
rapports différents fo/Yono- 

Lorsque 2yz > co. la densité d’excitons et de photons varie pres- 
que exponentiellement. La vitesse de décroissance de la densité de 
photons est alors déterminée par la vitesse du processus le plus lent : 
a) transfert d'énergie des photons aux excitons, b) transfert d'énergie 
des excitons au thermostat. 

Dans le cas d'interaction exciton-photon faible (relativement au 
problème de l'interaction des excitons avec le thermostat), c’est-à- 
dire si #5 & Ee,sy:. c'est le processus a) qui est le plus lent. Les fonc- 
tions w1 (ko, z) prennent alors les valeurs 


Lph (ko, 2) Æ EXP ( - » ex (kp, 2) ph (ko, Z); 
(57.56) 
2 2 
W3 (ko, 2) = 0, w, (ko, 2) Æ 4 foUph (ko; 2). 
(57.56a) 


Les fonctions w&pn (ko. 2) et Wex (ko, 2) coïncident avec les fonctions 
(57.31) après substitution à £{ de z/c,. Le coefficient d'absorption de 
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la lumière est proportionnel à la force d’oscillateur F, de telle sorte 
que f? = Q5F. 

Dans le cas d'interaction exciton-photon forte (relativement à l’in- 
teraction des excitons avec le thermostat), c’est-à-dire si fà © &oY”, 


Up=0 
Vo “0,5 Vons 


0,5 7,0 Yo2/c 45 


Fig. 75. Variation de la densité de photons et d’excitons avec l’épaisseur du 
cristal en l'absence de dispersion spatiale. 


le processus le plus lent est b). Les photons échangent rapidement leur 
énergie avec les excitons, si bien que les fonctions densité de pho- 
tons et d’excitons (pour 2yz > c,) sont presque égales 


2 
Lex (ko 2) & win (ko, 2) & exp ( = =) (57.57) 
Le coefficient d'absorption de la lumière dépend alors uniquement 
du paramètre y, qui détermine le processus de relaxation. 


C. Rôle des processus de relaxation en 
présence de dispersion spatiale. Nous avons 
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montré dans les paragraphes 56.2 à 56.4 que dans le cadre phénomé- 
nologique le rôle de la dispersion spatiale ne devient essentiel que- 
lorsque 


Vofà © YiCoEo — Y'Cro- (57.58) 
Cette inégalité permet de simplifier les expressions (57.53) et (57.54): 


Lex (Kos 2) =—2Ÿ exp (— 2vo5 ) — exp (— 2%) cos Joz |: 


Co + Lo Co + Lo Vo V von 
(57.59): 
2Voz ; 
Lph (ko, 2) & exp ( — ar )— x (ko, 2). (57.60): 


Par suite, lorsque z>c,/2y, le flux de photons diminue avec la dis- 
tance selon la loi 


2Yo= 
J'pb (Kor 2) = CoWph (Ko, 2) = er [ coexp ( _ Re ) + 


 f _ Voz fo  ! — RA\. 

+ vo XP ( : ] cos Er |: (57.61) 

D. Coefficients effectifs d'affaiblisse- 

ment spatial du flux de photons dans le. 

cristal. Si l'on ne s'intéresse pas seulement à l’absorption au 

voisinage de la résonance, il est commode d'introduire le coefficient. 
d'absorption effectif %err (Æ) défini par 


[ Won (k, 2) dz= | e*ett” dz, 
0 0 
d’où on tire 
œ 4 : 
Xerr (k) = (| wpn (k, 2) ds). (57.62) 
0 
On peut exprimer %ess directement comme la transformée de Laplace- 
de Won == [WA (k, s) + W, (k, s)] (cf. (57.49): 
Kert (X) = [lim Woh (k, s)J"{. 
W, (k, s)et W, (k, s) sont des solutions du système (57.50). Procé- 
dant de la même transformation que pour (57.33) il vient 


e vof8/2cno 5 
Kerr (©) = @—w) + VI Ie | (57.63): 


où cest la vitesse de la lumière dans le vide, e, — n? la permittivité- 
qui tient compte de tous les états électroniques, sauf ceux qui for- 
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ment la zone excitonique étudiée &%. y, et f, correspondent à la 
résonance &p — 6x9 Où k, est déterminé par l'intersection des cour- 
bes de dispersion de l’exciton libre &4 et du photon ck/n,, et vérifie 
donc la condition €x = cko/no. 

Conformément à (57.63) et (57.34) les coefficients effectifs d’amor- 
lissement spatial %xerr (w) et temporel Yerr (w) des photons définis 
par les expressions (57.62) et (57.32) sont liés par le rapport simple 


Kerr (©) = Yerr (@)/Co, Co = CRo. (57.64) 


De l'expression (57.63) on tire la demi-largeur F de la courbe d’ab- 
‘sorption %erfr: 


T=V Y+ 74e. (57.65) 


L'amortissement y, augmente de manière monotone lorsque la tem- 
pérature augmente. Si, pour des températures très basses, on a l'iné- 
galité 57?  f5, lorsque la température augmente, la demi-largeur F 
varie depuis la valeur f,/2nr, jusqu'à la valeur y, (lorsque l'inégalité 
EoY; > fa est vérifiée). 

La valeur maximale du coefficient d'absorption effectif est déter- 
minée par 


/(2 = 
MAX Xeft =. (57.66) 


Dans l’approximation définie plus haut, il commence par augmenter 
à partir de la valeur 2n,y,/c, passe par un maximum f,/2c, puis dimi- 
nue jusqu'à la valeur f?/(2ynoc). 

Calculons enfin la valeur intégrée du coefficient d'absorption ef- 
fectif 


Kar= | er (0) do = ZE) 57.67 

cff err ( ) V3 3480 ( ) 

Dans le cas de la liaison forte exciton-photon (f? 5 v“eo), la valeur 

Kett = TYofo/c. Lorsque la température augmente (c’est-à-dire lors- 

que y augmente) l'absorption intégrée X4, augmente jusqu'à la 
valeur : 

Kert = nfs/(2n0c), (57.68) 


lorsque l'inégalité vie, > f? est satisfaite. Cette valeur de X+rs 
-est proportionnelle à la force d’oscillateur de la transition F. 

On utilise généralement la formule (57.68) pour calculer la force 
d'oscillateur d’une transition (on mesure la surface délimitée par 
la courbe d'absorption). Ceci n’a de sens que si la condition 


Voeo > 


-est satisfaite. Cette approximation revient à négliger les variations 
de l'absorption intégrée Kerr lorsque la température augmente. 
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Un certain nombre d’auteurs (370, 371, 380, 381] ont récemment 
évalué les variations de l'absorption intégrée d’une bande isolée 
lorsque la température augmente. Délukov et Klimoucheva [370. 
371] ont montré que la surface limitée par la bande d’absorption 
électronique pure du cristal de paradichlorobenzène était presque 
multipliée par 6 pour une augmentation de la température de 4 
à 100 K. De la même manière, le maximum de la courbe d'absorption 


L 10 
Kerr MOT Xeff 
.$ 3 
20 40 60 T,K 20 40 IN 


Fig. 76. Variation relative avec la température du coefficient d'absorption inté- 
grée et du maximum d'absorption de la bande électronique du paradichloroben- 


zène. 
Les données expérimentales sont de DéLUROE et Klimoucheva (370, 371]. L'épaisseur du cris- 
es 0H 


varie qualitativement en bon accord avec la formule (57.66) (voir 
fig. 76). Par ailleurs Voigt [380] a étudié l'absorption de cristaux 
de sulfure de cadmium dans l'intervalle de températures 1,8 K à 
180 K, pour trois bandesexcitoniques. Pour la première, A,., (E 1 c) 
‘d'énergie d’excitation minimale (—2,55 eV) et de force d'oscillateur 
F = 0,026, lorsque la température augmente l'absorption intégrée 
‘est presque multipliée par dix, puis elle se stabilise vers 77 K. Pour 
la bande d'absorption B,., (E || ce) d'énergie 2,57 eV et de force d’os- 
Cillateur F & 0,016 la variation de l'absorption intégrée est moins 
remarquable. La saturation se manifeste déjà pour des températures 
supérieures à 4 K. Pour la bande c,.… d'énergie 2,63 eV et de force 
d'oscillateur F & 0,008 on n’observe plus de variation de l’absorp- 
tion intégrée. 
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Kreingold et Makarov [381] ont étudié l'absorption de la lumière 
dans le cristal de Cu,O, pour des excitons quadrupolaires, dans l’in- 
tervalle de températures de 1,8 K à 120 K pour Q, = 3-1015 si. 
Pour les meilleurs cristaux (sans défauts). on observe une variation 
très significative de l’intensité intégrale avec la température (entre- 
1,8 K et 30 K). Malgré la faible valeur de f, (Æ2,4:1019 s-1) la dis- 
persion spatiale joue un rôle d’autant plus important que y +0 
lorsque T7 —+0. Cette dernière particularité laisse à penser qu'il 
s’agit bien d'une absorption quadrupolaire dont la fréquence de- 
résonance , est inférieure à la fréquence ©, du minimum de zone- 


excitonique, Q, — Q, — g; g — En (cf. (56.7). Pour tes CZ 
Z 6,5 1016 s-l, e, = 7,5 et F = 3. 10-10 la valeur g & 5,6-105 s 


CHAPITRE XII 


EXCITONS TRIPLETS DANS LES CRISTAUX 


$ 58. Propriétés fondamentales des états 
excités triplets 


La plupart des molécules neutres contiennent un nombre pair 
d'électrons. Si l’on néglige les interactions spin-orbite dans l'ha- 
miltonien des états électroniques de la molécule, la résultante des 
spins de tous ses électrons est une intégrale de mouvement. Dans 
l'état fondamental de la molécule, les paires électroniques de spins 
opposés effectuent un même mouvement orbital avec la même éner- 
gie. Par conséquent la somme des spins des électrons est égale à 
zéro pour un état de spin sirgulet. Les exceptions à cette règle sont 
les molécules O, et NO, qui dans l’état fondamental ont un spin égal 
à un. 

Les états excités des molécules sont liés à la transition d’un élec- 
tron dans un état orbital libre d'énergie supérieure. Ces états peu- 
vent avoir un spin égal à zéro ou égal à 1 (en unités À). Les premiers 
sont appelés états excités singulets et sont notés S,. Les autres s’appel- 
lent états excités triplets et sont notés T, (n = 1, 2, ...). 

D'après le principe de Pauli, pour un même mouvement orbital, 
les deux électrons de spin antiparallèle correspondant à l’état sin- 
gulet sont en moyenne beaucoup plus proches l’un de l’autre que les 
deux électrons à spins parallèles correspondant à l'état triplet. 
C'est pourquoi dans l’état singulet, les répulsions coulombiennes 
sont plus importantes que dans l'état triplet. Par conséquent l'éner- 
gie E (T;) de l’état excité triplet le plus bas est généralement infé- 
rieure à l'énergie Æ (S,) de l’état excité singulet le plus bas. 

Sous l’action de la lumière, les transitions quantiques les plus 
intenses ont lieu entre états de même multiplicité (sans changement 
du spin moléculaire). En particulier, les transitions partant de l’état 
fondamental ne peuvent aboutir qu’à un état moléculaire singulet. 
Ce sont ces transitions qui sont justement les mieux étudiées sur le 
plan :thébrique et expérimental (en particulier S, «+ S;). 

-: Dans ne théorie qui ne tient pas compte des interactions spin- 
orbite les frahsitions entre états singulets et triplets sont interdites 
pèr: rapport:aui spin. Lorsque'l’on:tient compte de‘ces interactions, 
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l’hamiltonien de la molécule devient 
H = Ho + Hip (58.1} 


Hp.o = (2m2c2)"t 8, [grad Up:] (58.2) 
î 


est l'opérateur d'interaction spin-orbite (voir [5], $ 64). s, est l’opé- 
rateur de spin et p; l'impulsion du i-ième électron, U est l'opérateur 
énergie potentielle. Dans un champ central symétrique, (58.2) de- 
vient 


H;p.0 — _— > : où 1 s (58.2a} 


TE ôr{ tb 


où Î, et s, sont les opérateurs de moment orbital et de spin du 
i-ième électron.La sommation est effectuée sur tous les électrons de 
la molécule. 

Lorsque l'on fait intervenir l'opérateur H,,, dans l’hamiltonien 
(58.1), le spin des électrons n’est plus une intégrale du mouvement, 
et l’on ne peut plus distinguer les états moléculaires singulets des 
états triplets. Cependant, comme les interactions spin-orbite sont 
faibles, on peut utiliser la méthode des perturbations. Soient Es 
et Er les énergies et 4%? et jf? les fonctions propres de l'opérateur F7, 
correspondant aux états triplet et singulet (approximation zéro). 
En première approximation de la théorie des perturbations l’opéra- 
teur total (58.1) possède les fonctions propres 


Vs = VS + Ab,  Vr = VT +Arbs, (58.3) 


" (PP | Hsp.ol PS? 
|Es— Er 


Les transitions quantiques, autorisées par symétrie, entre des 
états de multiplicité différente (S «+ 7), et répondant à une pertur- 
bation indépendante du spin des électrons, sont appelées intercom- 
binatoires. Ces transitions ont une probabilité environ 10 $ fois plus 
petite que celle des transitions autorisées par symétrie et par spin, 
car elles sont dues à une proportion très faible d'états de multipli- 
cité différente (58.3). 

Les excitations en triplet présentent, par rapport aux états exci- 
tés singulets, toute une série de particularités. La durée de vie de 
ces excitations est beaucoup plus grande que celle des excitations en 
singulet. car le retour à l’état fondamental singulet est, à l’approxi- 
mation zéro, interdit par spin. Cette durée de vie relativement grande 
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et la présence d'électrons non appariés augmente la réactivité de la 
molécule excitée dans l’état triplet. C'est pourquoi ces états jouent 
un rôle important en photochimie. Cette durée de vie importante don- 
ne la possibilité de créer dans un cristal une grande concentration 
d'excitons triplets, et l’on voit apparaître des interactions entre 
eux. Les états triplets sont triplement dégénérés suivant les valeurs 
de la projection du spin de la molécule. Cette dégénérescence est levée 
dans un champ magnétique ou par interaction spin-spin. 

L'émission de lumière correspondant à des transitions quantiques 
entre états de même multiplicité est appelée fluorescence. Elle est 
caractérisée par une durée de vie de 1077 à 10-19 s. L'émission de 
lumière correspondant au retour de l’état triplet d'énergie la plus 
basse à l’état fondamental singulet présente une durée de vie plus 
longue (10 à 10% s) et est appelée phosphorescence *). 

Ces excitations collectives correspondant aux états moléculaires 
triplets sont appelées excitons triplets. Les bases de la théorie des 
excitons triplets ont été établies par Merrifield [382], McConnell et 
coll. (383, 384], Jortner et coll. [385, 386]. D’importantes recher- 
ches expérimentales concernant les excitons triplets ont été effectuées 
par Hochstrasser [387], Robinson et coll. [388 à 390], Faïdych et 
coll. [391 à 394], Avakian et coll. 1395, 396] et autres. 

Ces recherches mettent en évidence le caractère migratoire des 
excitations en triplet dans le cristal et permettent d'évaluer la gran- 
deur de l'élément matriciel de transfert intermoléculaire résonant 
de l'excitation en triplet. 

La description théorique des excitations stationnaires en triplet 
diffère peu de celle des excitations en singulet étudiées aux paragra- 
phes 44.1, 44.2. Dans la représentation des coordonnées, l’hamiltonien 
d'un cristal comportant quelques molécules anisotropes identiques 
dans la maille élémentaire s'écrit (on suppose les molécules rigide- 
ment fixées aux nœuds na) 


H — > Har ++ > Va, mp» (58.4) 
na nœ, mp 


OÙ Vho mp eSt l'opérateur d'interaction des molécules deux à deux; 
Hna est l’hamiltonien de la molécule située au point na. Soient qu 
la fonction propre (contenant les variables de spin) de l’hamiltonien 
Hna Correspondant à l’état fondamental d’une molécule isolée, 
4% la fonction de l’état excité triplet f de la molécule libre, l'éner- 
gie correspondante étant E°° (s,) pour la projection de spin s.. Lors- 
que le nombre des excitations en triplet n’est pas trop grand, ces 
fonctions sont décrites dans la représentation de seconde quantifi- 


*) La durée de vie des excitons triplets dans le cristal d'anthracène est. 
de 102 s. 
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cation par l’hamiltonien 


Hp= >, > [E;(s2) ôna, m6+ Mna, mB(f, S:)] Bia(fs Sz) BmB(f, Sz)s 
s, D@, mp 
(58.5) 


OÙ Pia (f, Sz) et Bna (Ü, S-) sont les opérateurs de Bose des excita- 
tions en triplet de la molécule na; E; (s.,) est l’énergie d'excitation, 
qui inclut la variation d'énergie statique d’une molécule avec tou- 
tes les autres, lorsque celle-ci passe à l’état excité f 


Mac, m8 (fr Sz) =Jna, mB (fr Sz) + Ana, mB(f; Sz); Mhna, nx =0, (58.6) 
OÙ 
Kna, m8 (fs 52) =((c# —1) pl) (52) pm8 (0)1Vna, mslPna (0) PA}, (52)) 
(58.7) 


représente l’élément matriciel d'interaction d'échange résonant entre 
les molécules nœ et mf (4 est un opérateur d'antisymétrisation). 
L'ordre de grandeur de cet élément matriciel pour deux molécules 
voisines dans le cristal d’anthracène a été obtenu dans [386]. Ces 
auteurs trouvent une valeur —10 cm”. Lorsque la distance intermo- 
léculaire augmente, les éléments matriciels (58.7) diminuent expo- 
nentiellement. 


Jna, mB8— (pa) (52) Pm8 (0)]Vnæ, mslPna (0) po (Sz)) 


est l'élément matriciel de transfert résonant de l’excitation en triplet 
entre molécules. Lorsque l’on néglige les interactions spin-orbite dans 
les opérateurs H5% les éléments matriciels J,., mf disparaissent en 
raison de l'orthogonalité des fonctions relatives à des états de spins 
différents. D'après les évaluations de [386], la valeur de Ju. ms 
de molécules voisines est de l’ordre de 10% cm”. 

Pour diagonaliser l'opérateur (58.5), il convient de passer à la 
représentation excitonique en utilisant la transformation canonique 
suivante : 


>, D'eiéneu(f, s.; k) Bu (f, 5,5 k), (58.8) 


k p—1 


1 
Bna(f; Sz) or 
© est le nombre de molécules non équivalentes par translation dans 
la maille élémentaire ; na = n + p, est le vecteur déterminant la 
position de la molécule nœ dans le cristal; uou est une matrice uni- 
taire vérifiant les conditions 


- 2 Uäutign À Bass L'ubutlar = Ouv- 2. 
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Substituons (58.8) dans (58.5). Nous trouvons l'opérateur des états 
excitoniques triplets du cristal 


H = À EU (s,, k) Bi (f, 5,3 k) Bi(f, 5.3 k). (58.9) 


Ici 8? (s, k) est l'énergie de l’état excitonique de vecteur d'onde k 
de la ‘bande L, correspondant au f-ième état excité triplet de la molé- 
cule. Cette énergie, ainsi que la matrice unitaire w,, sont détermi- 
nées par le système 


DL (6er K) uen (, 523 1) = 88 (62 Nan (f, 525 K), (6810) 


LA (s2 k)=E;(s,)+ LA (s,, k), (58.11) 
LE (s., k)= br : MS. mp Xp [ik (na — mf)]. (58.12) 


Comme les éléments matriciels diminuent rapidement lorsque la 
distance intermoléculaire augmente, la fonction LA (s,, k) est une 
fonction analytique de k au voisinage de k Æ 0 

On se propose d'étudier le cas d’un cristal moléculaire monocli- 
nique, de groupe d'espace C5, (naphtalène, anthracène, diphényle) 
à deux molécules par maille élémentaire. Pour des vecteurs d'onde k 
perpendiculaires au plan de clivage (ab), la matrice unitaire u,, 
ne dépend pas de k et a pour valeur 


1 —1 
un (K)=—— 7 (, 1) (58.13) 
Dans ce cas l’équation (58.10) a une solution simple 
E (s,, k)=E;(s.)+LŸ (2 k)—(—1)" Li (ss, k). (58.14) 


L'éclatement caractéristique des excitons — « l'éclatement de Davy- 
dov » est égal pour k Æ 0 à 


Dy(s)=|E"(s,, 0)—ET(s,, 0] —2/L (s,, 0). (58.15) 


De nombreux efforts tendent à définir la valeur expérimentale de 
l’éclatement de Davydov correspondant aux états triplets des cristaux 
moléculaires de composés aromatiques. Les difficultés expérimen- 
tales sont liées à la faible probabilité des transitions directes S, —T; 
sous l’action de la lumière. 

Le calcul théorique des intégrales de l'interaction et de la struc- 
ture de bandes excitoniques a été réalisé par Jortner et coll. [386], 
pour les cristaux de naphtalène, d’anthracène et de diphényle, et 
pour trois directions du vecteur d'onde, le long des trois axes cristal- 
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lographiques. Les résultats de ce calcul pour l’anthracène sont repré- 
sentés sur la figure 77. On peut montrer que la principale contribu- 
tion à l’éclatement de Davydov est due aux interactions entre les 
deux molécules translationnellement non équivalentes d'une même 

7 maille élémentaire. La valeur 
de Jl’éclatement dans l’anthra- 
cène est —40 cm! dans le 
naphtalène 30 cm” et dans 
le diphényle-—3 cm”!. Les éner- 
gies des deux bandes situées 
aux frontières de la zone de 
Brillouin perpendiculaires aux 
axeshélicoïdaux coïncident. Ce 
phénomène résulte de la symé- 
trie par rapport à l’inversion du 
signe du temps. 

Choi et coll. [397] montrent 
par un calcul théorique qu'il 
est nécessaire de tenir compte, 
—— £a en plus des interactions 
E£=hb d'échange entre molécules neu- 
ne tres, des interactions avec 

=Âc 


transfert de charge. Cette inter- 
Fig. 77. Structure de bandes des excitons 


tripléts dans un cristal d’antlracène. 
Calculs de Jortner et coll. (386). 


action peut contribuer pour 
50 % à la largeur de la bande 
excitonique. Il convient cepen- 


dant de tenir compte du fait 
que l'interaction des excitations électroniques avec les vibrations de 
réseau conduit à une diminution de la largeur de la bande excito- 
nique (voir $ 60). 

Avakian et coll. (398] donnent la valeur expérimentale des élé- 
ments matriciels Mac. ms dans le cristal d’anthracène. Lors du cal- 
cul du transfert de l'excitation en triplet, on peut ne tenir compte que 
des interactions entre proches voisins. Dans le cristal d’anthracène, 
il y a deux types de proches voisins, il y a donc essentiellement deux 
types d'éléments matriciels. 

1) Br = Mn, n+v est l'élément matriciel de transfert d'excita- 
tion entre deux molécules voisines situées dans la direction de l'axe b 
du cristal monoclinique. 


2) B a = M, a+ (a+b) 


tation entre deux molécules voisines, translationnellement non équi- 
valentes, situées dans le plan ab. Cette simplification permet d'écrire 
l’énergie des excitons sous la forme 


e (k) = er + 28, cos (kb) + 24 [ cos SE + cos SE : 


est l'élément matriciel de transfert d'exci- 
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où e- est l’énergie d’excitation d’une molécule dans l’état triplet. 
Les auteurs de l’article [398] ont mesuré la grandeur de l’éclatement 
de Davydov pour k = 0, exprimée en fonction de f, par la formule 
A =8 ||. La valeur t ouvée pour By est Ba = 2,1 + 0,8 cm1. 


58.1. Excitation d'excitous triplets dans les cristaux. Comme la 
probabilité de transition quantique de l’état fondamental singulet à 
l’état triplet est petite, la formation directe d’'excitons triplets dans 
les cristaux purs nécessite une intensité lumineuse importante. 

A l’aide de l'émission intense d'un laser à rubis (kw — 1,8 eV), 
Kepler et coll. [395] purent exciter des états triplets dans un cristal 
d’anthracène. La présence de ces états triplets dans le cristal est dé- 
tectée par la fluorescence retardée de l'état singulet (fw = 3,42 eV) 
de symétrie !B.,, résultant de la fusion de deux excitations en tri- 
plet de spins antiparallèles. Conformément à la cinétique bimolé- 
culaire l’intensité de cette fluorescence dépend du carré de l'intensité 
du rayonnement de laser. 

Une autre méthode d'excitation des excitons triplets dans l’an- 
thracène est utilisée par Weisz et coll. [399]. Dans cette expérience, 
la formation d'’excitons triplets est réalisée indirectement, en exci- 
tant par la lumière l’état singulet :B... L'énergie de l'excitation en 
singulet ?B,, est transférée à l’état triplet étudié par un processus 
non radiatif. On observe la formation d'excitons triplets grâce au 
phénomène de fluorescence retardée des états singulets !B.,, peuplés 
par la collision de deux excitons triplets. 

Gaididey et Petrov [400] étudièrent théoriquement la possibilité 
de former par une excitation lumineuse une paire d'excitons triplets, 
en faisant intervenir un état singulet virtuel. Nous nous proposons 
de développer les bases de leur théorie. Pour simplifier les notations, 
nous étudierons un cristal à une molécule par maille élémentaire. 
Supposons que ces molécules soient rigidement fixées aux nœuds n 
d'un réseau cubique simple. 

Introduisons l’opérateur d'excitation simultanée de deux états 
moléculaires triplets n et m conduisant à un état de spin résultant 
nul 


Cim= (115: — 5,100) Bi (s.) Ba (—s), s:=0, +1, 


où (415, :; — 5, | 00) sont les coefficients de la somme. Si l’on tient 
compte de leurs valeurs numériques, on a 


Cm Ce 7z D (1) TB (n) En (a). (68.10 


L'opérateur hermitique conjugué de (57.16) Com caractérise l’anni- 
hilation d’une paire d’excitations en triplet (de spin résultant nul) 
située sur les molécules n et m. 


33* 
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Lorsque le nombre d'excitations en triplet dans le cristal est 
petit, les opérateurs d'excitations en triplet isolées B, (s,) vérifient 
les relations de commutation de Bose, et les opérateurs Cm vVéri- 
fient les relations 


(Cam: Chi) = (ônpômt + Ôn10mp)- (58.17) 


Dans la représentation par sites, l’hamiltonien de l'excitation en 
singulet H, et celui d'une paire de triplets de même type de spin 
résultant nul H,r, s'écrivent 


Hs= YŸ (Es (N) ônm + Mn (1 Bi (f) Bm(f), (58.18) 


Her = _ >) [2E7 (1 — Ünm) + Vam] CimCnm+ 


+ Si MinCpCmp (1— 60p) (1—8mp), (58-19) 


où Es (f) est l'énergie de l’état excité singulet f, compte tenu des 
interactions statiques de la molécule excitée considérée avec les 
autres molécules du cristal ; £, est une grandeur analogue pour l’état 
triplet de la molécule d'énergie la plus basse; M5 (f) et MT, 
sont les éléments matriciels de transfert de l’excitation entre les 
molécules n et m respectivement dans l’état singulet f et dans l’état 
triplet d'énergie la plus basse ; V,n est l'élément matriciel d'inter- 
action entre les molécules n et m dans l'état triplet. Dans ce cas 
M (f) = Mi, = Vin = 0. Les facteurs du type (1 — ônm) per- 
mettent d'exprimer l’impossibilité pour une même molécule d'avoir 
simultanément deux états triplets. 

Supposons que l'interaction entre les excitations d'états tri- 
plets couplés et d'états singulets soit définie par l’hamiltonien 


Hs 27 = + D [Wam (f) CimBn (f) + c.h.}, Wan = 0. (58.20) 
n,m,/ 


Il convient d'exprimer l'hamiltonien total du système d'’excitations 
d'états singulets et d’états triplets couplés en interaction mutuelle 


H = Hs + Er + H 5-7 (58.21) 


dans la représentation excitonique. Utilisons pour cela les transfor- 
mations unitaires 


Ba (N= 757 Di Ba (N exp (kn), (58.22) 
k 


Cam => Cu(gexp {i [5 (n+m)+q(m—m)]}, (58.23) 
k,q 
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où 
Cx(q)=Cix(—q)= 


À D (— 1) Bipxta(s:) Biyx-g(—5:).  (58.23a) 


Dans (58.23) le vecteur d’onde k est la somme des quasi-impulsions 
k = k, + k, des deux excitons triplets, et 2q la différence k, — k.. 
Les opérateurs B4 (f) et Cx (q) commutent entre eux. Ils vérifient 
les relations 


[Bx(P), Bi; (f1)] = ôrn Or 
[Cx(q), Cix (q2)] = Ours (Oag1 + Ÿa. -a1)- 
Substituons (58.22) et (58.23) dans (58.21) : 


H= 3 {D Er (PBE (f) Bx (f) + 
k J 


(58.24) 


+ Di EE (a) Ci (q) Cx (a) ++ D Va (a, qu) Ci (a) Cx (a) + 


q q, q1 


1 + } 
++ 2 [Wa (a) Ci (a) Bx(N+e.h. |}, (58.25) 


Eÿ (f) = Es (f) + Ÿ Mo exp (ikn) (58.26) 


représente l'énergie des excitons singulets de vecteur d'onde k dans 
la bande }j; 


Er (9) =Er+ D Mioexp{i(5+a)n|, (58.27) 


Vk(q, ) =+ D {Vo exp [i (1 —q)n]— 
_2M n0€kn/2 [exp (—iqn)+exp(iqin)]}}— Er, (58.28) 
Wi (a) =+ 3 Wao exp |: (3—a) a |. (58.29) 
D'après (58.23a) Ci (q) " (q) et CÉ(—a)Cx(—q) décrivent 
une paire d’excitons triplets de spins opposés et de vecteurs d'onde 


k=k + q et k, = k— 9. Par suite nous obtenons, à partir 


de l’équation (58.27), l'énergie d’une paire d'excitons (sans tenir 
compte de leur interaction) 


EËT (q) = EX (q) + EX (— q) = 2 (Er + > Mioe""/* cos(qn)). (58.30) 
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Dans l'expression (58.28) le premier terme de la sommation dans 
l’accolade représente l'interaction entre les deux excitons triplets 
de la paire, les deux termes suivants caractérisent « l'effet de répul- 
sion » dû au fait que deux excitations en triplet ne peuvent coexister 
sur une même molécule. 

Selon l'expression générale (46.34), le tenseur transversal de 
permittivité complexe, décrivant dans l'approximation Qa «1 
la réponse du système (paires de singulets et excitons triplets en 
interaction) à une perturbation électromagnétique extérieure de fré- 
quence «, est 


e(Q, &)=20——— ZE, (1 416, (Q &), G=u+iy, (58.31) 


où d; et y, sont le moment électrique dipolaire de transition et le 
paramètre de relaxation de l’état singulet f considéré; 


pe rs 4 a 
G(Q &)=(Bo(f: Bas =r | 2/56, (Q, #) dt (58.32) 
est la transformée de Fourier de la fonction de Green retardée des 
excitations en singulet correspondant au vecteur d'onde Q de la 
lumière 
G; (Q, t) = —i6 (:) (0 | [Be E, t); BG G, 0)110), (58.33) 
où l'opérateur 
Be(f, t)=etftMmBoe-tAtmR, 
Dans (58.33), la moyenne (0| ... | 0) est prise sur l’état fonda- 
mental du cristal. 
Pour calculer la transformée de Fourier (58.32) de la fonction 
de Green retardée (58.33), utilisons l'équation (E.6) des complé- 


ments mathématiques. Nous obtenons alors, compte tenu des rela- 
tions de commutation (58. ke 


lo — EG (116; (Q, w)=i+ 7 2 We (a)K(Co(a); BG (NP) (58.34) 


Appliquons de nouveau Nb. (E.6) à la transformée de Fourier 
({Co (4); BG W)})+. Nous obtenons une deuxième équation 


(Lo — ES (q)I(Co (a) ; Bé(N))+ = We (0 + Wol— 4) 6 (Q, &)+ 
++ > (Vetq a)+Vo(—qmK(Co(a); BP); (58.35) 
qi 


Dans l'approximation des grandes longueurs d’onde qui nous 
intéresse ici (Qa € 1), on peut poser Q Æ 0 dans les équations (58.34) 
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et (58.35). Divisons alors les deux membres de l’équation (58.35) 
par © — E?T (q) et multiplions-les par = exp (iqn). Après somma- 
tion sur q, compte tenu de (58.28) et (58.29), nous obtenons 


F(, &)=+ D (o—E* (g)11{G; (0, ‘@) Wo COS (qm)+ 


m,q 
+ [Vmo/cos (qm)—2ManollF;(m, w)}exp(iqn), (58.36) 


où on a utilisé la notation 
Fin, &)=F, (ne d)=—7 D (Co(a): Bi (Dexp (in). (58.37) 
q 


Portons la valeur (58.29) dans (58.34). Compte tenu de (58.37) 
on peut transformer (58.34) de la manière suivante: 


à Pn 
(ü—E6(N1G: (0, &)=1+5 YWaoFs(n, w). (58.38) 
a 

Eliminons entre les équations du système (58.36) et (58.38) la fonc- 
tion F, (n, ©). Nous trouvons l'expression explicite de la transformée 
de Fourier G; (0, ©) = G; (&) déterminant dans (58.31) la permitti- 
vité. Comme les éléments matriciels W,o, Vo et M, décroissent 
rapidement lorsque croît la distance | n |, dans la sommation sur n 
on peut se limiter aux plus proches voisins. 


En particulier pour un cristal unidimensionnel on peut poser 
avec une bonne approximation 


Wao/W = Vno/V = MT/Mx = + (6na+ 6n,-2). (58-39) 
Pour fixer les idées posons M4 > 0. Introduisons la fonction 
F@=5[(, &)+F(—a, &] (6840 


et les grandeurs sans dimension 


w—2E y W 2Er— ES (f) 
E= Mr L—= Mr)? = 577 = (58.41) 


Pour les valeurs (58.39), les équations (58.36) et (58.38) deviennent 


F; (©) = [1 + I: (Ë) — al, (E)] ! PZ, (Ë) G; (©), 


- D u (58.42) 
+4) 6; ()=7- +BF; (0), 
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où 


F1 4 
LE = + x 2 E ms + ( cos lz dx 11, 2 


— Cos (qa) J &—cosx ? 
0 


Calculons Te Nous trouvons 


n@= EVE, JE, pour [E>1, (58.44a) 


V'E—1 
n@=- ER, 1,287 pour [E<1. (58441) 


Eliminons la fonction F; (w) entre les deux équations (58.42). 
Nous obtenons l'expression finale de la transformée de Fourier de la 
fonction de Green retardée correspondant à la bande f d'états exci- 
toniques singulets pour Qa € 1: 


us 1 € = PET A] ri 
G,@)= 377 {£+a, rod ‘dE (58.45) 
D’après (58.31), la partie imaginaire dans (58.44) fournit une con- 
tribution à la partie imaginaire de la permittivité, donc à l’absorp- 
tion d’une onde lumineuse de fréquence w donnée. 
Supposons que la fréquence w corresponde au domaine de fré- 
quences de la bande des deux excitons triplets (58.30) pour k = Q = 
= 0. Dans ce cas d’après (58.41) on a l'inégalité 


[El <1. (58.46) 
En négligeant la partie imaginaire petite de Ë et compte tenu de 
(58.44b), on trouve que dans le domaine de fréquence considéré 


(58.46) la partie imaginaire de G; (&) est différente de zéro et est 
égale à 


Im G, (@)=— VITE (TE+a,+ B2 (a — Eee | + AE) = 


2M Tr (®)  (&) q? (E) , 
(58.47) 
où 
p (E)=1 + a — 2aë. (58.48) 


L’absorption définie par l'expression (58.45) est due à la création, 
par l’intermédiaire d’un état virtuel singulet f, d'une paire d’exci- 
tons triplets de spins opposés. La contribution relative de chaque 
état singulet virtuel f (qui peut être aussi bien un état vibronique), 
ainsi que la distribution d'intensité dans la bande d'absorption dé- 
pendent de la valeur des paramètres d,, A;, a, B et M4. Etudions 
quelques cas limites. 
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1) L'énergie de l’état excitonique singulet ES$ (f) est proche de 
l'énergie de la paire d’excitons triplets 2£,, soit 


2Er— ES : 
JA; = | ci. (58.49). 


Dans ce cas, dans l'intervalle de fréquences « défini par l'inégalité 
(58.46), il y a une fréquence w, pour laquelle 


— Es LR 58.50 
Eo+ AY — 2Mr 7 0. ( ) 
Pour © — &, la fonction (58.47) a un maximum. Ceci correspond à 
l'excitation « résonante » d’une paire d'excitons triplets par l’inter- 
médiaire d’un état singulet réel d'énergie ES (f). Lorsque B*/œ (Ec) —+ 
—0, ce maximum devient une fonction delta 


Im G; (0) — 797 Ô(E+ A), +0 IE] 1. 


Lorsque f°/œ (E0) = 0, le maximum est moins accusé et la paire 
d’excitons triplets est excitée avec une certaine probabilité dans 
tout un intervalle de fréquences «w défini par l'inégalité 


—2My < © — 2Er < 2My. (58.51) 


La grandeur 4M,, conformément à (58.30), correspond à la lar- 
geur de la bande énergétique des excitations libres de paires de tri- 
plets. 

2) La fréquence de la lumière correspond bien au domaine de fré- 
quences correspondant à l’énergie de la paire d’excitons triplets, 
mais l’énergie du niveau singulet virtuel ÆES$ (f) diffère notablement 
de l’énergie de la paire d’excitons triplets de sorte que 


2Er— ES : 
D >, B et 1. (58.52) 


L'expression (58.47) donne alors simplement 


ImG, Ge — 1705 V TE, [ESA (58.53) 


[Al = 


Il s'ensuit que la probabilité d’excitation d’une paire d’excitons tri- 
plets par l'intermédiaire d’un niveau singulet virtuel est proportion- 
nelle au rapport 


Le ( _ ) 
8ÿ \2Er—Ei(f 
Etudions enfin le domaine de fréquences situé hors de la bande 


(58.51) des excitations de paires de triplets. Dans ce cas | E | > 1. 
Portons (58.44a) dans (58.45). Nous obtenons alors 


GG) © 2® 58.54) 
OR TE an op Se, 
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Si la fréquence w tombe dans l'intervalle correspondant à l'inégalité 
ap <|p(E)1= 11 + a? — 208 |, (58.55) 
(58.54) peut être simplifié. On obtient alors la valeur approchée 


G, (0) & (2M7 É+A)t= [0 —E (fr! 
avec 
Im G, (5) = — +}, 58.56 
1 (@) [o— ES (NP +7? Ss. 
Cette fonction détermine, conformément à l'expression (58.31), 
l’absorption due aux excitons singulets de la bande f. 
Etudions maintenant les valeurs de (58.54) pour des fréquences 
ne vérifiant pas (58.55), c'est-à-dire pour 


_ lo—ES (Pl 
E1>1 et (+= #0, (58.57) 


(la fréquence ne correspond pas au domaine des bandes de singulets 
‘et de paires de triplets). Posons 


— HE | (58.58) 

Alors @ (E) = 2a (E, — E) et (58.54) devient 
2M16, (©) = EE 58.59 
TA (w) (—E,) (£—E,) , ( ) 


Ba + As —b0 + VA EE 2. (58.60) 


Posons E, > E£.. Séparant dans (58.59) la partie imaginaire, nous 
trouvons la fonction déterminant l'absorption 


Im {2M-rG; (@)}= [(A;+ Eo)2+ 2B217 ‘© x 


Er —Ë0) v (Eo — Es) Y 


dans le domaine de fréquences discrètes 
Os — 2Er + 2Mr£i li — 1: 2: (58.61a) 


Dans le cas particulier où | A; + &, | > Bet Eo >> 0 les maxima 
d'absorption correspondent à des valeurs de & vérifiant 


1 © A+ B (Ar + Ëo) "th, Ea = —60 — B (As + bo). 


On ne pourra observer d'absorption dans l'intervalle (58.61a) que 
si |£o | >> 1 (58.58), donc pour 


a =|V|(CMr)t>1. 
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$ 959. Influence d’impuretés paramagnétiques 
sur la formation d’excitons triplets 


Les expériences d’'Evans [401, 402] montrent que la présence d’im- 
puretés paramagnétiques dans les cristaux moléculaires renforce nota- 
blement les transitions en triplet. L'un des mécanismes de ce ren- 
forcement est basé sur les interactions d'échange entre la molécule 
d'impureté et les molécules de base du cristal. La théorie de ce phé- 
nomène a été développée par Gaididey [403]. Dans ce qui suit nous 
étudierons les principaux traits de cette théorie du renforcement de 
la probabilité d'excitation par la lumière des excitons triplets (par 
l'intermédiaire d’un état excité singulet virtuel de la molécule). 

Supposons que le nœud n = 0 d’un cristal moléculaire cubique 
simple soit occupé par une molécule paramagnétique (atome, ou 
molécule O,, ou NO, etc.) de spin S,. Nous tiendrons compte seule- 
ment de l’état fondamental singulet du cristal, du premier état tri- 
plet et de différents états excités singulets des molécules du cristal. 
Sous l’action de la lumière le passage du cristal dopé à l’état excité 
triplet peut être réalisé en même temps que le retournement du 
spin de la molécule d'impureté. Ainsi le spin résultant de l’état 
excité de l’ensemble molécule de base plus molécule d’impureté reste 
égal à S,. Cette excitation sera appelée plus bas « excitation couplée ». 

L'opérateur d’annihilation relatif à cette excitation couplée est 


Cno = [259 (So+ 1)17 1°? x 
X [S5Bn (Sz —— 1) + SBa (Sz GE 1) — V2 SBn (S: — 0)] (59.1) 


et l'opérateur hermitique conjugué Co est l’opérateur de création 
des excitations couplées. Ici les opérateurs de spin S5, So et Si 
(voir $ 17) sont tels que le premier augmente d’une unité, le deuxième 
diminue d’une unité et le troisième laisse invariante la projection du 
spin de l’impureté sur la direction de quantification considérée. 
Lorsque le nombre d’excitations est petit, les opérateurs d’excita- 
tion couplée vérifient les relations de commutation *) 


[Cno; Co] NE Ênms [Cn0» Cmo] =0 (59.2) 


L'opérateur énergie de ces excitations couplées peut s'écrire, 
compte tenu de l'interaction d'échange entre les excitations en 
triplet, 


Hr= D) ErCiÿCn0 + D MimC30C moe (59.3) 
n ‘2,m 


*) Pour obtenir ces relations de commutation, nous avons pris la moyenne 
sur toutes les valeurs de la projection du spin de la molécule d'impureté. Dans 
les développements ultérieurs toutes les grandeurs correspondantes seront 
moyennées de la même manière. 
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Ici E-+ est l'énergie d'excitation d'états triplets de la molécule (on 
ne tient pas compte de la variation d’énergie de la molécule d'impu- 
reté, lorsque la projection de son spin est inversée, car elle est bien 
plus petite que l'énergie des excitations d’états triplets); Mi, 
est l'élément matriciel d'échange de l'excitation en triplet entre les 
molécules n et m; M1, = 0. 

En plus des excitations couplées, il convient de tenir compte des 
états excités singulets f dont le moment dipolaire électrique de tran- 
sition d, est différent de zéro. Si l’on néglige les interactions d’échan- 
ge dues à différents f, l'opérateur énergie des excitations d'états 
singulets s'écrit 


H,= © E,(N Ba (f) Bn(9+ À Mau (9) Bin () Ban. (59.4) 


Ici Bi (f) et B, (f) sont les opérateurs de création et d’annihilation 
de l'excitation en singulet d'énergie E, (f) sur la molécule n, compte 
tenu des interactions statiques de l’environnement; 5%, (f) est 
l'élément matriciel d'échange d'’excitation f entre les molécules n 
et m, An — 0. Comme il n’y a pas de molécule de base au nœud n, 
dans les sommes (59.3) et (59.4) il faut exclure les termes n = m = (. 
Pour simplifier les calculs nous ne tiendrons pas compte par la suite 
de cette limitation. 

Ecrivons les interactions d'échange entre les molécules excitées 
dans les états singulets f et la molécule d’impureté sous la forme 


Hin= > [Wno (f) CnoBn (+ c.h.], Woo =0, (59.5) 


où Wo est proportionnel à VS, (S, + 1) et à la concentration en 
impuretés. Nous supposons pour simplifier que l’impureté n'altère 
pas le réseau et peut se trouver avec une probabilité identique à n'im- 
porte quel nœud du cristal. 

Pour calculer la permittivité (58.31) il faut connaître la trans- 
formée de Fourier 


G,(Q, o)= 2 e%n-m(B(f) ; Bi (Pa, (59.6) 


© = & + iy, 
((Bn (9); Bn Ds =+ { etut ({Ba(f); Bh(fndt, (59.7) 


par rapport au temps et aux coordonnées d'espace de la fonction de 
Green retardée 


(Ba (9); Bn(f)h= —i0 (1) (0|[Ba(f, t); Bn(f;, 0)]10) (59.8) 
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des opérateurs d'excitation dipolaire en singulet. 
Ba(f, t)=etHMB, (f) eur (59.9) 


est la représentation d’'Heisenberg de l'opérateur B (f) du système 
d’hamiltonien 


DH = Hy + H, + Hit (59.10) 


On peut calculer la transformée de Fourier (59.7) par rapport 
au temps, en utilisant l'équation (E.6) figurant dans les complé- 
ments mathématiques. Appliquons (E.6) à ((Bn (); Ba (f)})>, pour 


no, m#0 
io—E,](Ba(f); Ba (NN = 
= dam + 2 Map ((Bp ; Ba))> + Wao ((Cno 1 Ba)}>. (59.11) 


Appliquons une deuxième fois (E.6) à la transformée de Fourier 
((Cno; Bn))>, nous obtenons la deuxième équation 


Law — Er] (Cao; Ba})z = 
= 2 Map (Cao; Ba) + Woo (Bai Bag. (59.12) 


Multiplions (59.11) par exp [iQ (n!— m)] et sommons sur (n — m). 
Nous obtenons 


(ko—E,, (Q)] on elQn-m)((Ba(f); Ba (f)))5 = 


=1+ X dm-mWe (Co; Ba) (59.13) 
où 


Es (Q=Es+ à Map(f exp liQ(n—p}l (59.14) 


représente l'énergie des excitons singulets dans la bande f. 
Transformons de manière analogue l'équation (59.12); nous 
trouvons 


pe eQa-m{[ño Er(Q](Cno; Ba); — 
— W0 ((Bn (N) ; Ban (P)}}z} = 0, (59.15) 
Er(@=Er+ À Miam exp (iQ(n—m)] 


est l'énergie des excitons triplets 
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L'équation (59.15) est vérifiée lorsque 


. R+ _ Wn0 . D+ 
((Cno , Bi (P)}}s = ho—Er (Q) ((Ba (P) » Ba (P)}s . 
Substituons cette valeur dans (59.13). Compte tenu de (59.6), nous 
obtenons l'expression finale 


_ Ko— Er (Q) 
Gs(Q a)= (Â6 — Er (Q)] [20 — Es (Q]1—W3 ? 959) 


où la grandeur W, est donnée par l'expression 
» et@-m)]W,0[2((Bm (f); Bin (Ps = WG; (Q, &). 


n-m 
D'après (58.31) la distribution spectrale d'absorption de la lumière 
est donnée par la fonction 


Im e (Q, @) = Fri >» Ed; Im G; (Q, &). (59.17) 

Î 
Dans le domaine de fréquences fw = £} (Q) correspondant à la 
formation d'excitons triplets, la contribution à l'absorption de l’état 
singulet virtuel f est donnée, conformément à (59.15), par l'expression 


| — | Av; (WF + %2}) 
RG 0) RE QE IE PP 


Plus l'énergie du niveau singulet virtuel Æ,; (Q) se rapproche de 
l'énergie de l'excitation d’un état triplet, plus la contribution de 
ce niveau à la probabilité d'apparition d’un état excité triplet est 
importante. 

Pour simplifier le calcul nous avons négligé les perturbations 
apportées à la symétrie translationnelle par la substitution au nœud 
n — 0 d’une molécule de base par une molécule d’impureté. Lorsque 
l’on tient compte de ce fait, la lumière n’excitera plus seulement un 
sous-niveau de la bande d'’excitons triplets (de vecteur d'onde Q), 
mais d’autres sous-niveaux de cette bande. Cependant la probabilité 
totale d'excitation par la lumière d’excitons triplets ne change pas. 


(59.18) 


$ 60. Interaction des excitons triplets 
avec les vibrations de réseau 


L'interaction des excitons triplets avec les vibrations de réseau 
apparaît nettement dans les propriétés de ces particules. En particu- 
lier, cette interaction définit les caractéristiques de leur mouvement 
dans le cristal. La théorie de ce phénomène a été étudiée par un 
certain nombre d’auteurs [404 à 406]. Dans ce paragraphe nous dé- 
veloppons les éléments de base de la théorie sur l'exemple d’un 
cristal à une molécule par maille élémentaire. Nous porterons plus 
spécialement notre attention sur l'interaction avec des vibrations 
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de réseau d'états électroniques à bande excitonique étroite. Nous 
dirons qu'une bande excitonique est étroite lorsque sa largeur énergé- 
tique est inférieure à l'énergie d’agitation thermique moyenne. 

Ecrivons l'opérateur énergie des excitons dans la représentation 
par sites 


Hex = > (Eônm + M nm) B5, Bn ; (60.1) 


ici e est l’énergie de l’état moléculaire excité, non dégénéré, com- 
prenant les interactions statiques de cette molécule avec son environ- 
nement ; Mam est l'élément matriciel d'échange d’excitation entre 
les molécules n et m; Bà et B, sont les opérateurs des états excités 
de la molécule n. Lorsque le nombre des excitations est petit, ces 
opérateurs vérifient les relations de commutation 


[Bas Ba ] = 0, [Bas Ba] — Ônme (60.2) 

L'opérateur énergie des vibrations de réseau (sans tenir compte de 
l’énergie de zéro) est 

Hyn=fñ >, Q,btb,. (60.3) 


Il s'exprime en fonction des opérateurs de création b; et d’annihila- 
tion b, des phonons de fréquence @,, qui vérifient les relations de 
commutation 


(b,, ,1=0, [b,, 84] = ôr 


Enfin l'opérateur d'interaction des excitons et des vibrations de 
réseau s'écrit en approximation linéaire par rapport aux déplace- 
ments des coordonnées normales 


Hint= >) Dam(s) BiBmPs. (60.4) 


4, n, M 
Ici et dans ce qui suit nous utiliserons les opérateurs de phonons auxi- 
liaires 
1 


ed: + — 1 pt 
Ps nn V2 (b,+ 0;), Ts V2 (6; b,), (60.5) 
vérifiant les relations de commutation 
[Ps Ha) — Os: [Ps Pa] — [Ts Ts] = (0. (60.7) 


La principale caractéristique de l'opérateur simplifié (60.4) est de 
représenter, dans un cristal idéal, des processus à un phonon, dans 
lesquels l’énergie de l’exciton libre varie, mais son quasi-impulsion 
reste constante. Cette approximation convient pour des états à bande 
excitonique étroite. 

D’après la théorie générale des fonctions retardées [407, 408], 
pour définir les excitations élémentaires dans un système de parti- 
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cules en interaction, il suffit de calculer les transformées de Fourier 
des fonctions de Green retardées. Dans le plan complexe des énergies 
E, les pôles (E;) de ces fonctions définissent l'énergie (Re E;) et 
l'amortissement (—ÏIm Æ;) des excitations élémentaires, ainsi que 
la dépendance de ces grandeurs en fonction de la température. 

Etudions la fonction de Green doublement retardée des opéra- 
teurs d'excitations électroniques moléculaires du cristal 


| (Bai Bÿ)h = —16 (+) Tr {p [Ba (#); Bp (0)]}, (60.7) 
où 
PB, (t) = exp (iHt/h) B, exp (—iHt/h) 


est la représentation d’'Heisenberg de l’opérateur du système d'’ha- 
miltonien 
H = Eex + Hoi + Hint- 


D'après l'équation (E.4) des compléments mathématiques la 
transformée de Fourier de la fonction de Green (60.7) par rapport au 
temps est 


Cup ( = (Bi Byr= | 68t(Bm; Bphedt, (60.8) 


où E—ho(o—o@—+iy, y—> +0) vérifie l'équation 


E (Bm; B5))5 =1Bm B5]+(lBm, H]; Bi)ÿg. 
Compte tenu de la forme explicite de A, on obtient l'équation 
(E — €) Gmp (Ë) = Émp+ > Mnm;Gmgp (Ë)+ 


+2 Dreams (S) Pmyp(ss Æ), (60.9) 


Dmp (5, E) = (K(BmPs 5; Boh)g 
est la transformée de Fourier de la fonction de Green des trois opé- 
rateurs Bn p, et B5. Pour établir l'équation définissant cette fonc- 
tion, on utilise encore (E.4): 
(Ë—c) Dap(s, E) = à Mon Dmp (5, E)+ AQTImp (S, E) + 

1 

+ 2 Drm (s) (PeBmiPsi B5))E, (60.10) 
8, 


Où Ilmp est une nouvelle fonction de Green des trois opérateurs 


[np (S, É)= (Bmis; Bi})ge 
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nd 


En utilisant (E.4) on trouve l'équation donnant Ils, (s, Æ) 
(E —e) Hp (s, Ë) — 2 M mm1m;p (s, E) + 
1 


+ 2 Dam; (51) ({PstsBm | B5)}z ns 
ss on. Dm;m: (s) ((BmBmgPm;: : B;h)g — RQ, Danp (s). (60.11) 


Les équations (60.10) et (60.11) contiennent des fonctions de 
Green à quatre opérateurs. Utilisant (E.4), on peut obtenir des équa- 
tions contenant des fonctions de Green d’ordre plus élevé. En con- 
tinuant ce processus, on obtient un système infini d'équations im- 
briquées les unes dans les autres. La résolution exacte d’un tel système 
est impossible. Il convient de le limiter à une étape déterminée. 
On peut alors exprimer de façon approchée les fonctions d'ordre plus 
élevé par les fonctions d’ordre moins élevé. Ce caractère approché 
de la solution est inévitable. Il reflète l'impossibilité de séparer 
complètement les excitations élémentaires à une particule dans un 
système constitué d’un nombre énorme de particules en interaction. 

Limitons le système considéré en introduisant les simplifications 
suivantes : 


(PaBmPe: B5))g & Os (is + ‘/2) Gmp (Ë), 
(PBmts ; Big & + 6e, Gme (E), 


(BnBnyBm: ; B3))g © ômm; (Ne+ 1) Gm:p (Ë) + ÉmimyNeCmp (Ë); 
où 
_ 1Qs _ 2 
ny =(b;b,)={eNT —1P1;, N=(BiB1)= {ent — 1] 
sont les nombres moyens de phonons et d’excitations électroniques à 


la température T. Dans notre cas e 5 ÀT, c’est pourquoi W, = ©. 


Compte tenu des simplifications ainsi introduites, les équations 
(60.10) et (60.11) deviennent 


(Ë£— €) Dump (s, E) — > MwomOm;p (s, E) + 


m1 


+ (n+5) D Din (5) Gmip (Ë)+ HO, lmp(s, É), (60.12) 


(E—c) up (S, £)= 3 Mmmillmp(s, £)— 
—+ D Dm (5) Gp (Ë)— A0, Dmp(S, É). (60.13) 
34—0534 
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En éliminant entre les équations (60.9), (60.12) et (60.13) les 
fonctions D mp et IImp, nous trouvons la transformée de Fourier Gmp (£) 
de la fonction de Green cherchée. Les pôles de Gmp (Æ) déterminent les 
excitations élémentaires du système excitons-phonons en interaction. 
Bien entendu, ces excitations vont dépendre de la température. Dans 
les sections suivantes de ce paragraphe, nous étudions des cas par- 
ticuliers de ces excitations élémentaires. 


60.1. Excitations élémentaires spatialement cohérentes. Dans un 
cristal idéal les éléments matriciels D, (s) et Mam dépendent seu- 
lement de la différence n — m. C'est pourquoi les états quasi station- 
naires des excitations élémentaires à une particule sont caractérisés 
par des valeurs réelles du vecteur d'onde k situées dans la première 
zone de Brillouin de l'espace k. D'une manière générale, l'énergie 
de ces excitations élémentaires sera complexe. La partie imaginaire 
de l'énergie représente l'aspect quasi stationnaire des excitations 
élémentaires à une particule, dû au fait que l'on ne peut en principe 
les séparer tout à fait des autres types d’excitations du cristal. 

Les transformées de Fourier de la fonction de Green figurant 
dans les équations (60.9), (60.12) et (60.13) ne dépendent elles aussi 
que de la différence n — m. Îl est donc commode de prendre la trans- 
formée de Fourier de ces équations par rapport à la coordonnée 
d espace n. Pour réaliser cette transformation, multiplions les équa- 
tions concernées par exp [ik (m — p})l et sommons sur (m — p). 
Nous obtenons alors le système 


[(Ë—e(k)]G(k, Ë=1+350D(s, k)O(s, k:; Ê), 


[E—e(k)]®O(s, k; £) = 


= (n.+ 7) D(s, k)G(k, E)—RQ(s, k; E), (60.14) 


(É—e(k)]l(s, k; Ê)=—-D(s, k)G(k, Ê—RQN(s, k; Ë), 


® 


ou 


c(k)}=e+ © eikm-n)yf 
m-n 


est l'énergie des excitons libres; 


Dis, k)= D etkm-nD,, , (s) 


m-n 
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est la transformée de Fourier de la matrice d'interaction; 
G(k, Ë)— 2 elk(m-n)G, A (E), 


O(s,k; E)= ae eiktm-nDn(s, E), 
I(s, k; E)= Ÿ P2 etkm-n)T ni (s, E). 


Éliminons du système (60.14) les fonctions ® (s, k; Ë) et II (s, 
k; £). Nous trouvons une équation définissant G (k, Ë) 


[(É—e(k)—£(k, É)]G(k, E)=1, (60.15) 
où 
E (k —_— 2 ns+1 CS 
EH r > (6, D —e (k)—AQ, FE b+ re, ’ 
(60.16) 
Ê—E+in. (60.17) 


Le petit paramètre positif n caractérise l’auto-amortissement des 
excitations électroniques, par exemple l’amortissement radiatif dû 
aux interactions avec le champ électromagnétique du vide, dont 
nous ne tenons pas compte explicitement ici. 

La fonction € (k, E) est appelée énergie propre ou opérateur 
de masse des excitons. Dans notre cas cette fonction représente l’inter- 
action de l’exciton avec toutes les vibrations de réseau du cristal 
(dans l’approximation monophononique). En général l'opérateur 
de masse (60.16) est une fonction complexe des variables réelles k 
et E, de sorte qu'on peut écrire 


| E(k, É =E (k,E)—-iT(k, E), (60.18) 
ou 


__< Ds, k) f (ns+1)[E—e(k)—AQ] , 
B(k, E= 2 2 "[E—e(k)—2Q,P+n 7 


ns [E—e (k)+AQ,] 
+ moon), (60.19) 


_ DA (s, k) n (ns+ 1) UE 
TO DD {= mer mer) 
(60.20) 


Les pôles de la fonction G (k, Æ) figurant dans l'égalité (60.15) 
définissent de manière implicite l'énergie des excitations élémentaires 
conformément à e 


E=e(k)+£E(k, Ë). (60.21) 
34° 
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Ainsi, pour chaque valeur fixée de k, la partie réelle de l'énergie 
des excitations élémentaires est donnée par 


E(k)=e(k)++ 3 D2(s, k)+ 


S 


D3(s,k) f (ns+1)[1E (k)—e (k)—AQ,] 
A CIE EE" 
ns [E (k) —e (k)+ AQ,] 
[E (k)—e (k)+ A0, +03 ° 


Si la fonction D (s, k) ne diffère de zéro que pour quelques va- 
leurs discrètes de Q, le spectre des excitations élémentaires sera consti- 
tué d'une excitation sans phonons d'énergie E, (k) et d’excitations 
satellites à un phonon d’énergies E+ (k) et E_ (k), que l’on peut obte- 
air en cherchant les solutions de l’équation (60.22). Cette solution 
-peut être obtenue par une méthode graphique. 

Lorsque D (s, k) < %Q,, l'équation (60.22) peut être résolue 
-par la méthode des approximations successives. Substituons dans 
Je second membre de (60.22) la valeur E (k) = e (k). En première 
approximation nous trouvons l'énergie de l'état sans phonons 


E(k)={k)—+ D Dis k)/AQ,. 


+ (60.22) 


Si les excitons n’entrent en interaction qu'avec une seule branche 
de vibrations optiques s = 0, en ne gardant dans le second membre 
de (60.22) qu’un sul terme 


no+1 
E (k)—e (k)—#%Qo 


nous trouvons l'énergie des satellites monophononiques: 
| RD Te UV 
Ey(k)=e (k) ++ AQo+ + VO)? + 2 (m0 1) DE(0, k), 
E_(k)=e(k)— +0 V (A0) + 2n0D2 (0, k). 


no 
OÙ EH—etk) FAQ ? 


Pour des températures pas trop élevées, ces expressions se simpli- 
fient encore: 


E+ (k) = e (k) + %Qo + (no + 1) D? (0, k)/2%0,, 
E, (k) =e(k) — Go — n0D° (0, k)/2KQ. 
Dans l’approximation de la masse effective de l'exciton libre 
e (k) — #*k3/2m*. D'après (60.22) l'interaction avec les phonons 


modifie l'énergie des excitons, et par suite la masse effective des 
excitons. La nouvelle masse effective 11* (dans le domaine des fai- 
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bles valeurs de k) est donnée par la condition 


h3k2 __ R?k3 | ; 
2M®%  2m* —7 À D?(s, 0), 
8 


d’où 


Mv=me[1—5 ÿ D2(s, 0) | >m*. 


60.2. Excitations élémentaires spatialement incohérentes. Lors- 
que l’on étudie la migration de l'énergie électronique dans un cristal 
homogène, il faut étudier les états non stationnaires constitués, à 
l'instant initial, d’une excitation électronique limitée à une petite 
région du cristal. Dans ce cas, comme dans le cas d’un cristal pré- 
sentant une impureté ou un défaut du réseau, dans la résolution des 
équations (60.9), (60.12) et (60.13) il est commode de conserver la 
représentation par sites. 

D'après les travaux de Takeno [409], nous considérerons les 
grandeurs suivantes figurant dans ces équations 


Gmn(E), On (E); Imn(£), Don (5), 
Lun = €ômn + Mmns Mmm=0 (60.23) 


comme les éléments matriciels d'une matrice carrée de rang N. 
Le système d’équations étudié devient alors 


(EI—L)G(E)=I+YD(s@(s, E), 


(EI—L)O(s, Ë)=(n,+"/2) D (s)G(E)—AQ,N(s, E), 
(EI—L)N(s, E)= —1/,D(s)G(E)—RQM(s, E, 


où JZ est la matrice unité. 
Eliminons de ce système les matrices ® et II. Nous obtenons pour 
la matrice G une équation écrite symboliquement sous la forme 


[Ël—L—E(E)G= I, (60.24) 


où la matrice « opérateur de masse » ou « énergie propre » est définie 
par l'expression 


S(É=+ D D(s){R+1)1(Ë—AQ)1—LTt+ 


+Ln,[(E+AQ,)I-LI1}. (60.25) 
Explicitons l’élément matriciel m, n de l'équation (60.24) 
© [É6mm, — Lam; — Emm, (Ë)] Gmyn (E) = 8mn. (60.26) 
m1 
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Cette équation montre que les excitations élémentaires à une parti- 
cule sont des solutions du système homogène correspondant à (60.26). 
Les équations de ce système peuvent être écrites sous la forme 


© LE 6mn — Lmn — Emn (£)] Y (n)=0, (60.27) 
n 
où Ÿ est une fonction auxiliaire, caractérisant la répartition de l’exci- 
tation suivant les sites du réseau. L'équation (60.27) s'appelle 
« équation d'onde effective» (voir [408]). Elle n’est pas linéaire en ÆE 
car l’opérateur de masse (60.25) est une fonction composée de E. 


Supposons que nous connaissons les valeurs propres et les fonc- 
tions propres de l'équation 


2 (Ex 0mn — Lmn) Pa (n) =(, (60.28) 


qui ne tient pas compte des interactions excitations électroniques- 
phonons. L’opérateur LA, est hermitique, c’est pourquoi les valeurs 
propres e1 sont réelles et les fonctions propres vérifient la condition 
d'orthonormalité 


Zqa(n)pt(n)=6m, Xqu(n)qt(m)=6am. (60.29) 
Maintenant les éléments matriciels de l'opérateur inverse [EI — 


— L]”!, figurant dans l'expression (60.25) de l'opérateur de masse, 
peuvent être écrits sous la forme 


A _— | n) s m 
gon (É)=IËT- Lin D ET, (60.30) 
à A 
où 
E—ELin. 
Dans un cristal idéal à une bande excitonique À —k, e: —e (k), 


Pr (n) = . etkn, c’est pourquoi 


F 1 k (n— 
Eau (Ë)= 7 D EL. (60.302) 
k 


Dans l'approximation de la masse effective, pour un cristal isotrope 
e (k) = *°k*/2m*. Dans ce cas, passant dans (60.30a) de la somma- 
tion sur k à l'intégration, nous obtenons pour n =£ m 


(60.30b) 


où v est le volume de la maille élémentaire du cristal. 
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Les éléments matriciels de l'opérateur de masse (60.25) peuvent 
être exprimés par la fonction (60.30) 


Em (À =+ D} Dap (5) [G3+ 1) gp (Ë—RQ,)+ 


s, P, 1 
+ nsgpi (E + AQ,)] Dim (s). (60.31) 
Séparons la partie réelle et la partie imaginaire de (60.31) 
Enm (Ë) Sn Dam (£E) — il am (E)- (60.32) 


Compte tenu de la forme explicite des fonctions (60.30), nous trou- 
vons la partie réelle de l'opérateur de masse 


s 4 ns A1) E—e1—AQ, 
BCE) = D Don(s) D np) RO (EE + 
s, P: 


ns(E— RQ, 
“a ee OR } Dim (s). (60.33) 


La partie imaginaire de l'opérateur de masse (60.32) a pour valeur 


Lan (E)=+ 3; Dap(s) D: x (P) 9200) {D + 
s, P, 1 À 


# TETE CAEN } Fe OR (0) 


La solution de l’équation (60.24) pour la transformée de Fourier 
de la fonction de Green 


G(É)={[EI—L—S(Ë)y: 
peut s'écrire sous la forme de l'équation de Dyson 
G(É)=IEI — LI +(£EI — LI 8 (Ë)G(É) (60.35) 
En utilisant les fonctions (60.30), les éléments matriciels de cette 
équation s'écrivent 
Gam (E) = Eux (E)+ À gup (E) Ent(E) Gim(E). (60.36) 


Appliquons les expressions générales trouvées ci-dessus aux cris- 
taux à bandes énergétiques étroites. Dans ce cas les éléments matri- 
ciels (60.23) vérifient l'inégalité 

Lon = > l Lo | | Mn |. (60.37) 


Par conséquent, dans le système (60.27) on peut négliger les éléments 
matriciels non diagonaux. Le système d'équations considéré se trans- 
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forme en un système d'équations indépendantes 
(E—e— Sp (Ë)] y (n) == 0. 


Les valeurs de l'énergie complexe des excitations élémentaires sont 
donc définies par l'équation 


E = en + Enn (Ë). (60.38) 


La résolution de cette équation est possible lorsqu'on connaît 
les fonctions Dam (S), a (n) et les fréquences propres Q, et e,. Sup- 
posons que l'excitation électronique interagisse seulement avec la 
vibration locale au voisinage du nœud n = 0. Alors 


Dm (s) = D (s) On0Ômoe (60.39) 


Dans ce cas le seul élément matriciel non nul de l’opérateur de masse 
(60.31) sera 


Bo (Ë) = D D2(s)t, (Ë), (60.40) 
où | 


Le (E) = (ns + 1) 800 (E— RQ) + nsg00 (E+AQ,). (60.41) 
Compte tenu de (60.40), l’équation de Dyson (60.36) devient 


Gnm (Ë) = £nm (Ë)+ + Eno (E) D} D? (s) te (E) Gom (E). (60.42) 
Posons dans cette équation n = 0. Nous obtenons 
Gom (Ë) = gom (Ë) + 800 (Ë) D D? (s) &, (Ë) Gom (Ë), 
d’où il résulte | 


Gom (Ë) = £om (Ë) A'(EË), (60.43) 
avec 


A (Ë) = 1—<+ 800 (Ë) D} D? (s)t, (Ë). (60.44) 


Substituons (60.43) dans le second membre de l'équation (60.42). 
Nous trouvons la valeur de la fonction de Green 


Gun (Ë) = £am (Ë)+-7 A1 (Ë) £n0 (Ë) £0m (Ë) D D2(s) t, (E). 
| (60.45) 


Par conséquent les pôles de la fonction de Green (60.45), qui carac- 
térisent les excitations élémentaires excitoniques en interaction avec 
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les vibrations locales, sont donnés par l'équation 
A (E) = 0. (60.46) 


Pour résoudre cette équation il faut connaître l'expression des fonc- 
tions D (s) et £g00 (£). Différents cas particuliers ont été considérés 
par Takeno [405, 4091]. 

Dans un cristal idéal, les solutions de (60.28) sont des états exci- 


toniques d'énergie e: (k) et de fonctions d'onde = elkn, Si l’on se 


limite à une seule bande excitonique €, (k), d’après (60.30) la fonction 
_n 1 at _ 
go0 (Ë) = D IÉ—60 (WI. 
k 
Dans cette approximation l'équation (60.46) devient 


Le - 2 (5) {at 
1 7 À [E —e (k)] : 2 D (s) = (k)—AQ, # 


LP de 
TE ere, } + 


$ 61. Mouvement des excitons triplets 
dans les cristaux moléculaires 


La première preuve de l'existence d’un transfert non radiatif 
de l'excitation en triplet dans des systèmes condensés fut apportée 
par Térénine et Ermolaïev [410] en 1952. Depuis de nombreux tra- 
vaux sont venus justifier ce résultat. La mobilité des états triplets 
est attestée par de nombreux phénomènes. En particulier le phénomè- 
ne de fluorescence retardée dans les cristaux organiques fut expliqué 
par Hochstrasser, Avakian et autres [411 à 413] comme la trans- 
formation à la suite d’une collision d'une paire d'’excitons triplets 
en un exciton singulet. Cette « annihilation» triplet-triplet est 
De RS utilisée pour étudier les propriétés des excitons triplets 
4131. 

Les processus d’annihilation triplet-triplet sont généralement 
décrits par l'équation phénoménologique 


pr t)= —vp2(r, ?), (61.1) 


où p (r, t) est la densité d’excitons au point r et à l'instant t. Le 
paramètre y est déterminé par deux types de processus: 1) par la 
migration des excitons triplets l’un vers l’autre et 2) par une collision 
entraînant leur transformation en exciton singulet. 

Sur neuf collisions possibles de deux excitons triplets, une seule 
conduit à la formation d’un état singulet, puisque l’addition de deux 
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états triplets donne un état singulet, trois états triplets et cinq 
états quintuplets. 

Le déplacement des excitations électroniques dans le cristal est 
conditionné par les éléments matriciels M, d'échange d'’excitation 
entre les molécules n et m. Cet échange d'excitation conduit 
à la formation de bandes excitoniques d'énergie e (k) = 
= ©, Mam exp lik (n—m)]. Par suite les excitations élémentaires, 

n —m 
groupées par paquets d'ondes, se déplacent dans le cristal avec la 
vitesse de groupe 


v=— gradu e (k). (61.2) 


Ce mouvement est cohérent. Dans un modèle unidimensionnel M,n = 
= M (ônn+ta + Ôn,n-a), nn = na (r —0, +1, + 2, ...) et e (k)— 
— 2M cos (ka). Dans l’approximation des grandes longueurs d’onde 
4 — 2Ma*k/h. Par conséquent la vitesse moyenne des excitons peut 
être prise égale à 

v = 2Mafh. (61.2a) 


L'interaction de l'excitation électronique avec les vibrations de 
réseau conduit à deux effets: a) la diminution de la valeur des élé- 
ments matriciels Mam — l’exciton « s’alourdit »; b) il se produit 
une diffusion (élastique ou inélastique avec perte d'énergie) des exci- 
tons sur les phonons. Dans ce cas le mouvement de l'exciton reste 
cohérent seulement entre deux collisions successives avec les phonons. 
Le libre parcours moyen de l’exciton est déterminé par le rapport des 
éléments matriciels d'échange d'excitation Mim à l'énergie d'inter- 
action des excitons et des phonons. Si ce rapport est très petit, le 
libre parcours moyen des excitons devient comparable à la distance 
intermoléculaire. Le mouvement de l'excitation devient totalement 
incohérent et se présente sous la forme de « sauts » d’une molécule 
à l’autre. On parle alors de mécanisme saltatoire de transfert d'exci- 
tation. Le premier modèle de mouvement cohérent à été développé 
par Merrifield [414] et un modèle de transfert incohérent par Trlifaj 
1404] et d’autres auteurs [385, 398]. 

Dans le cas des excitons triplets, les éléments matriciels d'échange 
d'excitation sont dus aux échanges d'électrons entre molécules, 
cette excitation décroissant exponentiellement avec la distance entre 
les molécules. Pour les plus proches voisins, l’ordre de grandeur de 
<es éléments est de 5 à 10 cm-!. C’est pourquoi, si la température 
n'est pas très basse, le transfert saltatoire des excitons est plus pro- 
bable. Pour un modèle continu, ce mouvement saltatoire de la pro- 
babilité d’'excitation est décrit par l'équation de la diffusion, qui 
s'écrit pour un mouvement linéaire 


» t 03p (zx, t) 
269 -p FE? (61.3) 
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Dans la théorie phénoménologique, le coefficient de diffusion D 
relie le flux d’excitons au gradient de leur concentration. Dans un 
cristal isotrope on peut écrire 


D=æ— D) wonn?, (61.4) 
D 


OÙ Won est la probabilité par unité de temps du transfert d'excita- 
tion de la molécule 0 à la molécule n. Dans des cristaux anisotropes, 
cette probabilité dépend notablement de la direction. Par exemple, 
dans l'étude d’Avakian et coll. [412], on montre que, dans le cristal 
d’anthracène, le mouvement des excitons se produit essentiellement 
dans le plan ab. Le coefficient de diffusion mesuré à la température 
ordinaire est égal à 6,2 -10-8 cm°/s. Dans ces conditions l'excitation 
sur une molécule donnée se maintient pendant —3-10-1! s. Sachant 
que la durée de vie de l’exciton triplet est rt, Æ 10-*s, pour de fai- 
bles concentrations des excitons, la longueur de diffusion sera égale à 
= V2Dr, & 3,510 cm. D'après les résultats expérimentaux 
(398], les éléments matriciels de transfert d’excitation entre molé- 
cules voisines d'’anthracène se trouvant dans le plan ab sont égaux à 


92,1 cm1. Par conséquent pour a = 8,56 À, conformément à (61.2a 
la valeur de la vitesse pour un mouvement cohérent des excitons 
triplets serait v, = 3,4-10% cm/s. La vitesse moyenne de ces parti- 


cules pour un mouvement diffusionnel serait v, = = 3,4-10"6 cm/s. 


61.1. Théorie des interactions des phonons et du mouvement des 
excitons triplets. La théorie du mouvement des excitons triplets dans 
des cristaux à bandes énergétiques étroites a été développée dans de 
nombreux travaux : Trlifaj [404], Takeno [405], Haken et Reineker 
[406], Avakian et coll. [398, 412]. 

Lorsque l’on tient compte des interactions excitons-phonons, le 
déplacement de l'excitation électronique dans le cristal correspond 
aux nouveaux éléments matriciels 


Ham (E) = M am + Enm (Ë), (61.5) 


où Mhm sont les éléments matricieis de transfert de l'excitation dans 
un réseau rigide. Ces éléments déterminent la bande énergétique 


e We 2 M nm exp [ik (n — m)] (61.6) 


des excitons libres, & (£) sont les éléments matriciels de l'opérateur 
de masse (60.31). D'une manière générale l’opérateur de masse est 
complexe et dépend de l'énergie de l'excitation élémentaire ainsi que 
de la température du cristal. 

Pour expliquer les caractéristiques essentielles des éléments 
de matrice (61.5), étudions l’approximation introduite par Takeno 
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[405] d'après laquelle les éléments matriciels Dam (s), caractéri- 
sant l'interaction exciton-phonon, s'écrivent sous la forme 


Dam(s) =, Mnm/V NW, (61.7) 


où «, sont des coefficients déterminant la contribution à l’interac- 
tion de la branche de vibration normale s. Sachant que dans un 
cristal idéal la fonction de distribution des excitons libres est 


1 exp{ik (n—m)] 
£nm (E) TN > E —e (k) , 
k 


et utilisant l'égalité (61.6) et l'expression (61.7) nous obtenons 
2 2 (L ik (n— 
3 Dar (9 Ent (E) Din(s) = D LÉ RRI 
P. 
2 
= (E2gom (E) — Eônm— Mam}. (61.8) 


A l'aide de l’égalité (61.8), nous pouvons transformer (60.31), 
qui devient 


E(E)— — 10 M on +7 Sa x 


x [(n, +1) (E—%Q,)? gnm (Ë—hQ,)+n, (E+ RQ) gnm (E + AQ,)] — 


27 Oom D at [(2n,+1) Ê— AG), (619) 


w= y D) ai (2n,+ 1). (61.10) 


Les éléments matriciels (61.5) du transfert d'excitation entre les 
molécules n et m, compte tenu de l’interaction avec les vibrations 
de réseau, deviennent alors 


Ham (Ë) = (1— 0) Mam+ gr D Gi XI 


X [(n,+1)(E—%Q,)? gnm (É—hQ,)+n,(E + RQ) gnm (E + #iQ,)], 
nm, É—E+in. (61.11) 
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Dans les cristaux centrosymétriques, pour de faibles valeurs 
de n, la partie imaginaire de o#am (E) est 


Im # nm (Ë) = 
= — 5% Doif(n,+1)(Ë—h0, 3° RCE + 
s k 


—€ (k) —AQ,]8+n? 


_ (1/9) — 
+n, (E +0.) > Le RL 1 ; (61.12) 
k 


ici la sommation sur k s'étend seulement à la moitié de la zone de 
Brillouin (par exemple pour 4, > O). 

L'’interaction des excitons et des phonons conduit donc à l’ap- 
parition d’un terme imaginaire dans les éléments matriciels Mam 
et à la diminution de leur module. Ces variations augmentent avec 
la température. 


Pour étudier le déplacement de l'excitation électronique du 
cristal introduisons la matrice densité 


p (£) = D Pam (t) BaBme 


Ses éléments matriciels sont définis par l'égalité 


Pom (t) = Tr {p (t) BiBm}. (61.13) 


La moyenne est prise sur le même ensemble canonique que celui 
qui a été utilisé pour définir la fonction de Green (60.7). L'élément 
diagonal Pnn ({) caractérise la variation au cours du temps de la 
probabilité de présence de l'excitation sur la molécule n. 

Pour une énergie E donnée de l'excitation élémentaire, l’opéra- 


teur correspondant à l’« équation d'onde effective » (60.27) s'écrit 
sous forme matricielle 


Ham — il um (61.14) 


Où Ham = Lam + Re Eam(E), lnm = — Im nm (ÆE). La partie 
imaginaire [am tient compte des processus dissipatifs dus aux in- 
teractions entre l'excitation électronique et les vibrations de réseau. 
Conformément à (61.14), les éléments (61.13) de la matrice densité 
doivent vérifier l'équation de Liouville généralisée 


Ô t 
Fm (Hp — pH )am — il nm (1 — Ônm) Pnm — il nnPnmônm. 


(61.15) 


Etudions cette équation pour un cristal unidimensionnel, en ne 
tenant compte que des interactions entre plus proches voisins. 


ih 
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Posons 
H,m = M (ôn, ata+ Ôn, na)» 
on = 10 om=T (ôn, n+a + ôn, n—a)- 


Le paramètre y représente la perte d'excitation du cristal résul- 
tant de l’émission et d’autres processus; d'habitude on a y T. 
C'est pourquoi, si l’on s'intéresse aux temps inférieurs à la durée 
de vie d’excitation 1/7, on peut poser y Æ 0. Dans ces conditions, 
si l’on ne garde que les éléments matriciels Pam relatifs à deux mo- 
lécules voisines, on obtient le système 


Pas 


(61.16) 


U 


— Pn,n+a + Pn+a, n—fn,n+a) — 
— ir (Pn-a,n+Pn,n-a+Pn+a.n—/Pn,n+a)» 


Pn-a,n 
>" = M (Pnn — Pn-a. n-a) — il Pn-a, n (61.17) 


ot 
OPn.n-a 
ôt 


il 
if —= M (Pn-a, n-a — Pnn) — il Pn,n-a; 
h Potan = M (Pan — Pn+a. n+a) — il Pn+a, ns 
jh Pants M (Pn+a,n+a — Pnn) — il Pn, n+a- 


Eliminons de ce système les éléments non diagonaux de la matrice 
densité 


8 an 2M3 T n 
T9 2 (Pn+a, n+a+ Pn-a, n-a — 2Pnn) À a ’ (61.18) 


Lorsque Pan (t) varie de façon monotone dans l’espace, on peut 
passer au modèle continu, en posant Pan ({) = p (x, t). L’équation 
(61.18) devient alors 


039 (x, t) 2M3a3 Gp (x, t) FT px, t) ET. (61.19) 


ot  h? 013 À ot 
Lorsque la condition M > l est réalisée, c'est-à-dire quand le rôle 
des processus dissipatifs est faible, la solution de (61.19) est une 
onde plane 
p (x, t) = po exp li (x — vt)], 


où v — Ma V 2/h. Dans le cas inverse T 5 M, et dans l'équation 
(61.19), on peut négliger la dérivée seconde de p par rapport au 
temps. Par conséquent quand l > M, l'équation (61.19) se réduit 
à l'équation de la diffusion, avec un coefficient de diffusion 


D— ee (61.20) 
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Pour évaluer grossièrement les caractéristiques du transfert 
de l'excitation. on peut introduire la « durée de libre parcours » 
t = À/T. la vitesse du mouvement 2M/F et le «libre parcours 
moyen » de l'excitation À — 2MaïT. 

Le paramètre Test proportionnel à l'énergie d'interaction exci- 
ton-phonon. Il augmente avec la température. Inversement l’élé- 
ment matriciel A/ diminue lorsque la température augmente. Pour 
une liaison exciton-phonon faible à basse température M 5 F 
et À — 2Ma:T >> a. C'est pourquoi le mouvement de l’excitation 
électronique dans le cristal est cohérent. Pour des températures 
élevées et pour une liaison exciton-phonon forte MT et À & a. 
Dans ce cas le mouvement est incohérent, et il est décrit par l’équa- 
tion de la diffusion. 


Tableau 20 


Variation du «libre parcours moyen» en fonction de la 
température, pour des excitons triplets dans un cristal 
d’anthracène [415] 


rl, cm=1 | A/a 


0,32 

0,056 
0,042 
0,008 


Dans le tableau 20 figurent les valeurs des coefficients de diffu- 
sion D,, (mesurées dans [415]) pour des excitons triplets dans l’an- 
thracène, le long de la direction a. On y a aussi indiqué les valeurs 
de l'éclatement de Davydov A de la bande excitonique pour quatre 
températures, ainsi que les valeurs des paramètres F et À = 2Ma/T 


calculés d’après la formule (64.20) pour M = A/8 et a = 8,56 À. 
On voit sur ce tableau que pour des températures supérieures à 
120 K, le mouvement des excitons triplets est incohérent et on peut 
le décrire parfaitement par l'équation de la diffusion. 

A&K, M = 2,8 cm’! et le paramètre [ diminue jusqu’à 1 cm”-!. 
Dans ce cas À = 5,6 a. Le mouvement des excitons ne peut donc 
pas être décrit par l'équation de la diffusion. 


CHAPITRE XIII 


TRANSITIONS OPTIQUES DANS DES CRISTAUX 
MAGNÉTIQUES ORDONNÉS 


$ 62. Transitions dipolaires magnétiques 
et dipolaires électriques 
dans les antiferromagnétiques 


Des diélectriques contenant des ions du groupe du fer (avec une 
sous-couche 34 incomplète), ou des ions du groupe des terres rares 
{avec une sous-couche 4f incomplète) constituent, pour des tempé- 
ratures inférieures à une température donnée, des cristaux magnéti- 
ques ordonnés. Cette température est appelée {empérature de Curie 
{Tc), si l’état magnétique ordonné correspondant est ferromagnéti- 
que, et température de Néel (T}) pour un état ordonné antiferroma- 
gnétique. | 

L'interaction de la lumière avec ces cristaux magnétiques ordon- 
nés présente toute une série de particularités, liées aussi bien à la 
structure électronique des ions magnétiques qu'aux propriétés 
collectives des états excités dues à l'ordre magnétique. Dans ce qui 
suit nous étudierons des diélectriques antiferromagnétiques conte- 
nant des ions du groupe du fer. 

Comme dans le cas des cristaux moléculaires, les excitations 
collectives des antiferromagnétiques peuvent être associées à des 
excitations des différents ions. Etudions d’abord ce type d'excita- 
tions. Les ions des atomes du groupe du fer, divalents ou trivalents, 
présentent un moment magnétique (spin). Les états excités d'énergie 
la plus basse correspondent dans le cristal à des réorientations des 
spins ioniques. Ces excitations s'appellent ondes de spin (voir chap. 
IV). 

Les excitations correspondant au domaine optique du spectre 
sont dues à une variation du mouvement orbital des électrons de la 
sous-couche 34 (des ions paramagnétiques) avec ou sans variation 
du spin électronique. L’analogie des spectres d'absorption obtenus 
pour des cristaux contenant une seule espèce d'ions paramagnéti- 
ques et plusieurs espèces d'ions non magnétiques (ligands) vient 
justifier cette assertion. 

Les ions divalents des atomes de Ni, Co, Fe, Mn possèdent res- 
pectivement 8. 7, 6, 5 électrons sur l’orbitale 34, au lieu de 10. Les 
électrons 34 sont généralement situés à l’intérieur des atomes, de 
telle sorte que leurs fonctions d'onde radiales ne présentent pas de 
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nœuds. Cet « effet d'écran » dû aux électrons externes conduit à un 
faible recouvrement des orbitales 34 correspondant à deux ions 
voisins. Comme le recouvrement des fonctions d’onde de deux ions 
voisins est faible, les excitations collectives correspondantes, appa- 
raissant dans le spectre optique, peuvent être décrites convenable- 
ment par l’approximation de Heitler-London déjà utilisée pour les 
cristaux moléculaires. Les excitations collectives des diélectriques 
antiferromagnétiques ont été étudiées par Loudon [416], Petrov, 
Gaididey, Loktev, Kharkyanen [417 à 422] et autres sur la base 
d'une représentation excitonique. 

Ï1 ne faut pas oublier que les états excités des ions paramagné- 
tiques, à l'origine des spectres, sont dus à des transitions quanti- 
ques entre états 3d de même parité. Souvent, ces transitions s’ac- 
compagnent d'une variation du spin. Par exemple toutes les transi- 
tions dans l’orbitale 3d de l’ion Mn** nécessitent une variation du 
spin électronique. À l’approximation zéro de la théorie, lorsque 
l'on ne tient pas compte de l'interaction spin-orbite, les transitions 
sous l’action de la lumière entre états de différente multiplicité 
sont interdites. Par ailleurs les transitions entre états de même 
parité sont interdites dans l’approximation dipolaire électri- 
que. 

Les transitions avec variation du spin sont observées en raison 
des interactions spin-orbite faibles apparaissant dans le champ cris- 
tallin moyen créé par les cations entourant l’ion paramagnétique. 
L'énergie de cette interaction est beaucoup plus faible que l'énergie 
coulombienne interne de l’ion, c’est pourquoi les raies fines d’absorp- 
tion, correspondant à des transitions monoélectroniques avec varia- 
tion du spin, sont très faibles. L’absorption de base est due à des 
transitions à deux particules, c’est-à-dire faisant intervenir, en 
même temps que l'excitation électronique, les excitations de spins 
ou magnons. La formation de ces excitations à deux particules se 
manifeste par la préserice de larges bandes d'absorption. 

Dans ce paragraphe nous étudierons seulement les transitions 
à une particule. Le champ cristallin moyen a une symétrie très 
inférieure à celle de l’ion paramagnétique. Par conséquent les états 
dégénérés de l'ion présentent dans le cristal un éclatement de Bethe. 
La théorie de ce phénomène (pour les cristaux à base de Mn**, Co*”, 
Ni**, Fe**) a été établie par Ballhausen (423] et Griffich [424]. 

Le problème de la levée de l'interdiction due à la parité a été 
étudié par Van Fleck [425], Petrov et Kharkyanen [426]. Cette in- 
terdiction peut être levée par le mélange au sein de l'ion d'états de 
parités différentes. Ce mélange peut être réalisé soit par la partie du 
champ cristallin ne présentant pas de centre de symétrie, soit par 
une vibration asymétrique du réseau, déplaçant l'ion concerné du 
centre de symétrie. Dans le deuxième cas, l'intensité d'absorption 
doit dépendre de la température. 
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L'étude théorique des spectres optiques de cristaux magnétiques 
ordonnés est effectuée habituellement en deux étapes. D'abord il 
convient de rechercher les fonctions d'onde et le spectre des états 
excités de l’ion paramagnétique placé dans le champ complexe des 
ligands. Dans ce qui suit nous supposerons que cette étape est déjà 
franchie. Soient œ({°) la fonction de l’état fondamental; œ/, €; la 
fonction et l’énergie de l’état excité f de l'ion nr du cristal. 

La deuxième étape consiste à étudier l'interaction de ces ions 
avec les ondes électromagnétiques. Nous supposerons pour simplifier 
que les ions sont rigidement fixés à leur position d'équilibre. Soient 


A = eA exp [i (Qr — wt)] + c.h. (62.1) 


le potentiel vecteur de l'onde électromagnétique (e est le vecteur 
unitaire de polarisation) et 


A int = 4 D {— (Pas) + isa; [Qel} exp {i (Qruy — wt)] + Fo . 


l'opérateur de l'interaction considérée (voir [5], $ 95). Ici ray. Puy 
et Sy sont les opérateurs de la coordonnée, de l'impulsion et du 
spin de l’électron j du n7-ième ion. Par analogie avec le $ 44, nous 
avons introduit le paramètre nr = (n, «) pour indiquer la position 
de l’ion magnétique dans le réseau cristallin. Le vecteur n indique 
la position de la maille élémentaire, le vecteur p, caractérise la 
position de l’ion dans la maille. Plus bas nous utiliserons la notation 
simplifiée na = n + pe. 

Si a est la constante du réseau, pour Qa << 1. l'opérateur (62.2) 
devient 


| int = Aire + Sin, (62.3) 
ou 
HR =S (EP,)e-ivt+ c.h., (62.4) 
le 4 * 


P,=— 0 21 Pas 
J 


HR = Hz be (1nj + 28h) He-iot+c.h., (62.5) 
ñn, J 


où 7 et S,, sont les opérateurs du moment orbital et du spin du 
j-ième électron au n-ième ion, 


E—e4, H=—i4[Qe) (62.6) 


sont les champs électrique et magnétique; u,; — eñ/2mc est le ma- 
gnéton de Bohr. 

Exprimons les opérateurs #9? (62.4) et &#i%% (62.5) en seconde 
quantification. Les fonctions de base p#” et m{ ont été définies 
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plus haut, et nous supposerons que le nombre d’excitations élé- 
mentaires dans le cristal est petit. On a 
He — D 2 (dn (f) E) Br (Per ivt+ c.h., (62.7) 


_… 
n, / 


Hin= à | ,sH (La (+28, (N)Ba(fe-fst+c.h., (62.8) 


où B% (f) et B, = sont les opérateurs de création et d’annihilation 
de l'excitation f sur l’ion n. Ces opérateurs vérifient les relations de 


commutation 
[Ba (Ÿ), Bm ht 
d (D = er ÇA] D Pas] q) = qe (62.9) 
est l'opérateur de ee dipolaire a dans l’état excité f; 
LN= Ste», Sa (D=IS se) (62.10) 


sont les résultantes des moments orbital et ra spin de l'ion. 

L'opérateur (62.7) correspond aux transitions dipolaires élec- 
triques et (62.8) aux transitions dipolaires magnétiques du cristal. 
D'après la théorie générale de l'interaction de la lumière avec les 
cristaux (voir $ 46), l'absorption de lumière par les excitons est 
caractérisée par la partie imaginaire du tenseur de permittivité. 
Cette grandeur s'exprime à son tour en fonction de la partie ima- 
ginaire de la transformée de Fourier 


((Bn (1); B% (0)))uQ (62.11) 


par rapport à l’espace et au temps de la fonction de Green retardée 
des opérateurs excitoniques. L'opérateur 


B,,(t)}=e PB e EU, 


où “# est l’hamiltonien total du cristal. Les pôles de la fonction 


(62.11) dans le plan complexe w définissent les fréquences et l’amor- 
tissement des excitations élémentaires à une particule, de vecteur 
d'onde Q. 

Si l’on ne s'intéresse pas aux interactions avec les vibrations 
de réseau, l'hamiltonien G# contient seulement les états électroni- 
ques des ions paramagnétiques placés dans le champ cristallin 
moyen, ainsi que les interactions de ces ions entre eux. Dans ce 
cas les excitations électroniques élémentaires du cristal peuvent 
être obtenues directement par diagonalisation de l'opérateur é£. 
Passons à l'étude de cet opérateur. 

Supposons que le cristal soit placé dans un champ magnétique 
constant H,. Dans l’état fondamental le spin de l’ion paramagnéti- 


35* 
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que est s, et dans l’état excité s — 1. L'opérateur énergie des excita- 
tions élémentaires du cristal (lorsque celles-ci ne sont pas trop nom- 
breuses) est 


AGE = ZE (el + DE) Bie (f) Bna (P)+ 
SX Mac, m8 (f, 8) Bio (f) Bms (8) (62.1) 


no, mf ;, & 


el =e;—pp{[(s—1) g; —sgo]| Hlcos à (62.12a) 


est l'énergie de l’état excité f de l’ion & placé dans le champ magné- 
tique extérieur ; g, et g, les facteurs de Landé dans les états ioniques 
excité et fondamental ; Ô, l’angle moyen formé par le spin et le champ 
magnétique; De la variation de l'énergie d'interaction de l'ion 
a avec tous les ions paramagnétiques environnants, lorsque l’ion 
« passe à l’état excité f. Cette grandeur joue le rôle d’un champ cris- 
tallin complémentaire et peut être exprimée en fonction des inté- 
grales d'échange de l'interaction Ju, m8 () 


D! — > [2cos tete 47 m8 ()- 


na, mf 


On peut trouver la forme explicite de l’intégrale d'échange dans 
l’article de Petrov [427]. Si V uœ, ms est l'opérateur d'interaction 
des ions nœ et mfB, 


M}, mp — (PhaPm8 | Vna, mp|PhsPaa (62.13) 


représente l’élément matriciel de transfert de l’excitation f de l’ion 
mf à l'ion na; 


ME, mp —= (ph PmBl V na, mpl PEgPna (62.14) 


sont. les éléments matriciels mélangeant les états excités f et g des 
ions considérés. 

. Les éléments de matrice (62.13) et (62.14) caractérisent l’inter- 
action d'échange de l’ion excité avec un ion non excité. Leur valeur 
dépend du recouvrement des fonctions d'onde et de l'orientation 
relative des spins des ions (voir [418]) 


" Da— 08 :3 
M5. mp = COS? —2 5 8 M es mp» 
62.15) 
ME, mp —= COS? —Z——— + 5 B M!£. mp» 


où Ÿ, et Ÿ, sont les angles formés par les deux sous-réseaux du cris- 
tal antiferromagnétique avec le champ magnétique extérieur. 
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Sachant que les éléments matriciels (62.15) dépendent de la 
différence n — m, il est commode de transformer (62.12) dans la 
représentation excitonique, en utilisant la relation 


Baa (D == Z 6% Bu (D. (62.16) 
Nous obtenons alors 
A = À, À 1(e6+D0) 8cs+ Les (k3 P)] Bia (9) Bas (+ 
+ À Las (k; fe) Ba (f) Bxs(g), (62.17) 


Los(k; f) = À, Ma. m6 (f, f)explik (na—mB)], (62.18) 
Las (k; fe) = à Mae. ms (f, 8) explik (na—mf)]. (62.19) 


La diagonalisation de l'opérateur (62.17) dépend du type de 
cristal, de la valeur et de la direction du champ magnétique extérieur 
H,. Dans la plupart des cas les éléments matriciels Mana, m8 (; £) = 0. 
Dans ces conditions les états excités du cristal correspondant à l’état 
excité f de l'ion paramagnétique forment un système de niveaux 
indépendant, défini par l’hamiltonien 


Ai= D [(e£ + D£) 88 + Las (k; f)] Bta (f) Bus (f). (62.20) 


En utilisant la transformation canonique 


Bra (f) DE 2 Uua (k, f) Axy (?) (62.21) 
on peut obtenir l'opérateur (62.20) sous forme diagonale 
AGE ;= À eu (fr K) Aïn (9 Auu (D. (62.22) 


Les éléments matriciels vu, (k, f) et les énergies e, (k, f) sont déter- 
minés par le système d'équations 


2 (Les (k, f}—6o8u(k, f}uus(k, f) = 0. 


L'opérateur (62.22) caractérise l'énergie e, (k, f) des excitations 
collectives du cristal. Si la maille élémentaire du cristal contient 
o ions paramagnétiques, à chaque état excité f de chaque ion corres- 
pondront © bandes excitoniques d'indices u différents (u = 1,2, . 

.-., 6). Dans chaque bande il y a V sous-niveaux de k différents. 

Effectuons les transformations (62.16) et (62.21) dans les opé- 
rateurs dipolaire électrique (62.7) et dipolaire magnétique (62.8) 
de l'interaction de la lumière avec le cristal. Nous obtenons respec- 
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tivement 


A S HE (EDP(k, P)AË(k, De-tot+c.h., (62.23) 


Â, 
== D (HDS(k P)Aÿ(k, De-tot+c.h., (62.24) 

où 7 
DE (k, f)= Ÿ dna (f) Uha (k, f) e-tkns (62.25) 


est l'opérateur du moment dipolaire électrique de transition dans 
l'état de vecteur d'onde k de la bande excitonique u; 
DE (k, f)=hs 2: (Lna (f) + 2Sna (f)) ia (k, f)e7'*% (62.26) 
est l'opérateur du moment dipolaire magnétique de transition. 
L'interaction du système avec la lumière (dans la mesure où 
elle ne fait pas intervenir les vibrations de réseau ou d’autres 
excitations de faible énergie) est conditionnée par les lois de conserva- 
tion de l'énergie Aw = ce, (k) et de l'impulsion du photon ÀQ et 
de l’exciton Àk. Par conséquent dans chaque bande un seul sous- 
niveau est excité (lorsque les autres règles de sélection sont vérifiées). 
C'est l’état de vecteur d’onde k égal au vecteur d'onde de la lumière 
Q. Comme dans la partie visible du spectre Qa € 1, on peut poser 
dans les opérateurs (62.25) et (62.26) k = 0. 
Les intensités spectrales correspondant aux différentes bandes 


excitoniques sont proportionnelles au carré des modules de (62.25) 
et (62.26) pour k = 0: 


Wi}— | (ED (0, f))F, (62.27) 
Wiÿ —| HD} (0, n)F, (62.28) 


dans lesquels E et H sont les champs électrique et magnétique de 
l’onde lumineuse incidente. Ces champs sont exprimés en fonction 
du potentiel vecteur par (62.6). Les formules (62.27) et (62.28) ca- 
ractérisent aussi la polarisation des excitations correspondantes. 

Les états excitoniques des diélectriques antiferromagnétiques 
dépendent considérablement de la structure cristalline, déterminant 
le‘champ cristallin moyen et la position des ions magnétiques du 
cristal. Ils dépendent aussi de la grandeur et de la direction du champ 
magnétique appliqué H,. Nous en donnons plus bas quelques exem- 
ples. 


62.1. Absorption excitonique dipolaire magnétique de la lumière 
dans un diélectrique antiferromagnétique cubique à deux sous-ré- 
seaux. Le cristal de RbMnF, est de ce type. Il possède un réseau 
magnétique cubique à faces centrées, de symétrie O,. C’est pour- 
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quoi on peut classer en première approximation les états électroni- 
ques de l'ion paramagnétique Mn*+ suivant les représentations ir- 
réductibles du groupe O;. Dans l’état fondamental SA,,, l'ion Mn?+ 
a un spin égal à 52. Pour une température inférieure à la tempéra- 
ture de Néel (Æ82,6 K) le cristal présente une structure strictement 
antiferromagnétique : les spins des deux sous-réseaux magnétiques 
sont dirigés dans deux sens opposés, suivant la direction de l’axe 
d'ordre trois [111] du cristal. 

La principale caractéristique des antiferromagnétiques cubiques 
est la faible valeur du champ magnétique d'’anisotropie. Dans le 
cristal de RbMnF, le champ d'’anisotropie est H, = 5 à 6 Oe, et 
le champ magnétique d'échange déterminant l'orientation antiparal- 
lèle des spins est x; = 9-105 Oe. Comme AH, est petit, il suffit 
d'une faible valeur du champ magnétique extérieur pour modifier la 
structure magnétique du cristal et, par suite, ses propriétés. Pour 
chaque orientation du champ magnétique, plusieurs orientations 
stables des spins sont possibles. Parfois ces orientations coexistent 
dans une même structure, et on voit apparaître des domaines [428]. 
Pour simplifier, nous étudierons seulement la structure magnétique 
monodomaine correspondant à l'énergie la plus basse. Dans certains 
cas plusieurs structures en domaines magnétiques sont simultané- 
ment présentes. Îl convient alors d'effectuer la moyenne corres- 
pondante. L'étude des différentes structures en domaines possibles 
pour des champs magnétiques d'orientations et d'’intensités diffé- 
rentes a été réalisée par Petrov et Kharkyanen [426]. Etudions des 
cas particuliers. 

a) Supposons que le champ H, extérieur soit dirigé suivant l'axe 
d'ordre quatre [001]. L'application de ce champ modifie l’orienta- 
tion des spins. L'orientation qui s'avère la plus avantageuse est 
telle que les vecteurs des spins et du champ se trouvent dans un 
même plan. Sur la figure 78 on a représenté les différentes orienta- 
tions des spins dans le plan défini par les directions [001] et [110] 
pour différentes valeurs du champ magnétique. 

Lorsque H, varie de zéro à Her = V1,5 H1Hg & 2,8-105 Oe, 
l'angle O6 formé par l’«axe de colinéarité» et la direction du 
champ augmente de 54,7° jusqu’à 90° selon Ja loi cos 60 — 


— vin — (H$'H4)°]. Les vecteurs des spins tournent par rap- 
port à cet axe vers la direction du champ d’un petit angle + défini 
par l'égalité Ÿ = sin Ÿ = > sin 6. Par conséquent, les spins for- 


ment avec la direction du champ magnétique les angles Ÿ, = 6 — 4 
et d, — 0 + x + 

Pour des champs situés dans l'intervalle He << Ho < 2H, les 
spins sont symétriques par rapport au champ ©, — — 0: — ŸÔ et 
forment avec celui-ci un angle 8 défini par l’égalité cos 8 = {4 ,/2Hz. 
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b) Dans un champ extérieur F7, dirigé le long de l’axe d'ordre trois 
[111], dans l’intervalle des intensités 


0LHoLSHer=[V2HAHE)"® 


les spins des deux sous-réseaux magnétiques forment avec le champ 
magnétique les angles Ÿ, = 6, Ÿ, = 0 + x + 1%, où sin Ÿ — 


Fig. 78. Variation d'orientation des spins des 

[Go # deux sous-réseaux magnétiques du cristal de 

9 RbMnF;, dans le plan [001], [110], pour dif- 
férentes valeurs du champ magnétique. 


6, —=54°7’, 
Da ._ Ho 
Sin Ÿ= 2HE cos 6, 
1 
[fo] cos 0 = AE [(1—(ÆHo/Her)?] ; 


Fee Ho <2He cos Ÿ = Ho/2H g. 


= HE [H —+H A f (6)] sin 6, et l'angle 6 et la fonction j (6) sont 
définis par des expressions complexes dépendant du rapport H,/H cr- 
Celles-ci figurent dans l'article de Petrov et Kharkyanen [426]. 
Pour des champs H, vérifiant l'inégalité Her < Ho < 2H%, les 
spins forment avec la direction du champ magnétique des angles 
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égaux à 
d,—=0, Vo —0+%, cos6 = H,/2H;, 
sin (20— 4) H! | Ho— + Hu (8) ]sin 0. 


L'état excité de l’ion Mn°+ a un spin de 3/2 et correspond à la 
représentation irréductible ‘Æ,, du groupe O,. Il est doublement 
dégénéré par rapport au mouvement orbital et quatre fois dégénéré 
par rapport au spin. Le champ magnétique d'échange FH} du cristal 
lève la dégénérescence de spin (fig. 79). Les niveaux les plus bas 


—3/2 
—1/2 
1/2 


372 fr Ez(f2) 


?. 


a) b) c) d) 
Fig. 79. Schéma indiquant le déplacement des niveaux de l’ion Mn°* sous l'in- 
fluence de différents types d'interactions. 


a) Champ de symétrie cubique Oh » b) champ d'échange H E* ©) interaction spin-orbite ; d) in= 
teractions résonantes entre ions paramagnétiques. 


dans les états multiplets fondamental et excité correspondent aux 
projections du spin de valeur maximale 5/2 et 3/2. L'’interaction 
spin-orbite lève la dégénérescence du niveau E,, doublement dégé- 
néré, de projection de spin 3/2. Soient e (f), e (g), o{, @£ les énergies 
et les fonctions d'ondes des états correspondants. 

Les fonctions des états excités œ{ et q£ ont même parité que la 
fonction œ#” de l'état fondamental, c’est pourquoi les transitions 
vers les états f et g (lorsque l’on ne tient pas compte des vibrations 
de réseau non totalement symétriques) ont un caractère dipolaire 
magnétique. Comme les deux états excités / et q£ sont proches 
en énergie, il faut les étudier simultanément, si l'élément matriciel 


M'£, ms est différent de zéro. 


554 TRANSITIONS OPTIQUES DANS LES CRISTAUX [CH. XIII 


Lorsque le champ magnétique appliqué est dirigé le long des 
axes cristallographiques [001]. [111], les éléments matriciels (pour 


fr £) MIE, ms Sont égaux à zéro. Par conséquent les niveaux f 
et g ne se mélangent pas. Dans ces conditions l'opérateur 


AGE (f,k) = pe {feu (f, k) + DE 8es + Las (k, f)} Bio (f) Bus (f); 
où | 
eotfs k)=eL+Di+£ ok f), & B—=1,2, (62.29) 


peut être diagonalisé par passage aux nouveaux opérateurs Axy 
à l'aide de la transformation 


fe 


Ba (f) > Une Axu (f) (62.30) 


avec la matrice unitaire 


Lee — sin à 69 34 
ua sin % cos 4} ‘ Rte) 
Nous obtenons après transformation 

AS.(k, f)= ù Ey(f; k) Ain (f) Axu (f); (62.32) 


où 
Es (k)=+(e(k, f)+e:(k, f)— 


—(—1)" Vla(k, f—e(k, PP+4l£12(k, PDP}, (62.33) 
te x = lei (k, f) — En (k, PL (k, f)- (62.34) 


Dans un champ magnétique H, dirigé le long de l'axe [001], 
d'après (62.15) et (62.18), les éléments matriciels d'interaction ré- 
sonante deviennent 


Las (K; f) = cos? Îe—Ÿ8 > Ma. mg EXP [ik (na—mf)]. (62.35) 
na mp 


Pour des champs magnétiques intenses vérifiant l'inégalité 
Ha < | Ho! < 2H%, les spins sont symétriques par rapport à la 
direction du champ Ÿ, — — 88 = Ÿ, cos ê — H,/2H%. C'est pour- 
quoi 


C1 (f, k)=e, (f, k)=e +Di+£ulk, f), (62.36) 

La, fun La, fe D Moi, mi exp ik (ni—m1)], (62.37) 
Le (k, f)= LS: (k, f)= cos? Ÿ > : Mis. m2 6XP [ik (ni —m2)). 

(62.38) 
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L'énergie des deux bandes excitoniques (62.33) est donnée par 
Ey (k. f) — € (k, f) ou (—1)8 | Le (k, f) |, H — 1, 2. (62.39) 


La différence d'énergie A (k, f) = | E, (k, f) — E, (k, f) | pour 

— ( est appelée [429 à 433] éclatement magnétique de Davydov, 
par analogie avec l'éclatement présenté par les états collectifs d’un 
cristal moléculaire (voir $ 46). D’après (62.38), cet éclatement 
dépend de la valeur du champ magnétique appliqué H,,: 


H? Z 
A (0, f=m2 al Le (0, f)|s (62.40) 
où 
Lie (0, f)=  . Mi, m2- (62.41) 


Lorsque £,, = £2 la matrice de transformation (62.31) ne dépend 
pas de f et de k: 


en (t 7) 


Par conséquent les probabilités d’excitation des états d'énergie 
Ei,a (0, f}=e(0, f) + [£a (0, f)| 
seront, conformément à (62.28) et (62.26), proportionnelles à 
[H (D, (N + D, (NF, (62.42) 


D, D=2 [Lna (f) + 2Snc (f)], (æ = 1, 2, 


Pour des champs H, > 2H: % 1,8-108 Oe, les spins des ions 
magnétiques sont parallèles, et le diélectrique passe dans l’état 
ferromagnétique : l'éclatement de Davydov disparaît. 

Dans des champs magnétiques faibles vérifiant l'inégalité 


Ho <Her=V1,5HaHr & 2,8-105 Oe, 


les directions des spins ne sont pas symétriques par rapport au champ : 
Ÿ, — 8 —7vÿ, + = 60 + nr +1w. C’est pourquoi, d’après (62.12a), 
les énergies des ions paramagnétiques ne sont pas égales ef # c/. 


L'angle + est donné par l'égalité sin 4 — EV À FE D'après 


(62.35) nous avons donc 


La, De (5 +) D Mas m2 exp (ik (n1—m2)] 


ni-m2 
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Dans ce cas l'énergie des deux bandes excitoniques est définie par 
(62.33). Les expressions générales de l'éclatement de Davydov 
pour d’autres orientations du champ magnétique furent obtenues 
par Petrov et Kharkyanen [420]. 

L'éclatement magnétique de Davydov dans les cristaux de 
RbMnF, fut d’abord observé par E emenko et coll. (432, 433] à 
4 K et 20 K. Les auteurs ont étudié l'éclatement de la raie à 
25144 cm}, pour un champ magnétique dirigé le long de l'axe [1111], 
dont l'intensité varie de 0 à 300 kOe. On montre que l'éclatement 
magnétique de Davydov est complètement induit par le champ ma- 
gnétique extérieui. En l'absence de champ magnétique extérieur 

— Ÿ, — n, c'est pourquoi £,, (k, f) = 0. Dans l'intervalle de 
champs étudié dans (432, 433], l'éclatement augmente proportion- 
nellement au carré du champ selon la loi 


A (cm”?) = 12,7 -10-1 H° (Oe). 


62.2. Absorption excitonique dipolaire électrique dans un dié- 
lectrique antiferromagnétique. L'absorption dipolaire électrique de 
la lumière a été observée par Béliaéva, Eremenko et coll. [434 à 436} 
dans les cristaux de CsMnF.. Ces cristaux sont des diélectriques 
antiferromagnétiques à six sous-réseaux de spins colinéaires. Leur 
groupe d'espace est D',. La maille élémentaire contient deux ions 
Mn1 placés aux centres de symétrie, de symétrie de site D,, cons- 
tituant deux sous-réseaux 1 et 2, et quatre ions Mn2, qui ne sont pas 
placés sur un centre de symétrie, dont le groupe de site est C:,, et 
constituant quatre sous-réseaux 3, 4, 5, 6. Le champ d'échange est 
H> = 3,4-105 Oe, le champ d’anisotropie (uniaxe) est — 2,5 -1(# Oe. 

Tous les sous-niveaux de l’orbitale 34 des ions Mn*+, corres- 
pondant aux transitions quantiques du domaine spectral étudié, 
présentent la même parité positive. Lorsque les ions sont placés 
sur un centre de symétrie, les transitions dipolaires électriques entre 
ces niveaux sont interdites par parité. Mais lorsque les ions apparte- 
nant à un ou plusieurs sous-réseaux magnétiques sont déplacés par 
rapport au centre de symétrie, les transitions dipolaires électriques 
sont autorisées. En effet, dans le langage de la théorie des pertur- 
bations, les fonctions d'onde considérées contiennent dès l'appra- 
ximation zéro un certain pourcentage de fonctions de parité opposée. 
L'étude de la levée de l'interdiction par rapport à la parité dans 
l'ion magnétique a été réalisée par Petrov et Kharkyanen [421]. 

Les mêmes auteurs [422] ont effectué des recherches théoriques 
sur les excitations dipolaires électriques du cristal de CsMnF,. Il 
ressort que ces excitations correspondent à la transition 54, (6S) —+ 
— 4E (G) dans l'ion Mn°*+ placé dans un champ de symétrie cubique 


0h- 
La faible différence entre les énergies d'excitation des ions pa- 
ramagnétiques Mn 1 et Mn 2 est due aux différences de symétrie de 
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site. Les ions Mn 2, dont le champ local n’est pas centrosymétrique, 
jouent un rôle prépondérant dans l'absorption dipolaire électrique. 

Les interactions résonantes entre les ions paramagnétiques de 
chaque type conduisent à l'apparition d'excitations collectives. 
Ces excitations collectives forment six bandes excitoniques. Quatre 
d’entre elles peuvent être excitées par un processus dipolaire élec- 
trique. 

Dans des champs magnétiques extérieurs faibles, c'est-à-dire 
lorsque l'orientation des spins n’a pas encore varié, les énergies des 
bandes électrodipolaires sont égales deux à deux (pour k Æ 0) 


E: (0) = E3 (0) — {a +es+ V (e1—e€3)? +8] Lis F}, (62.43) 
E;: (0) = E, (0) = _ (eses—V(e1—e3)2+8|£13f). (62.44) 


Si l'interaction résonante £,: était nulle, les énergies ÆE, = E, — 
— €, correspondraient à l'excitation de l'ion Mn 1; les énergies 
E; = E, = e, correspondraient à l'excitation de l'ion Mn 2. Dans 
ce cas, seule l'excitation d'énergie E, = ÆE, apparaîtrait dans le 
spectre électrodipolaire. Lorsqu' on tient compte des interactions 
résonantes js — 2. Mai, m3 On voit apparaître le niveau 

ni—m 

E, = E, avec une iensilé proportionnelle à 8 | £,3 |“ (e, — 
— 03) *. 

Dans des champs magnétiques forts (mais cependant inférieurs 
à 2H>), les spins des sous-réseaux sont orientés symétriquement 
par rapport au champ magnétique (8, = ® et 8,—=— #, cos 8 — 


H 
= 5%) - Dans ce cas on voit apparaître des interactions résonan- 


tes entre les différents ions (Z,, et £), et la dégénérescence des 
niveaux (62.43) et (62.44) est levée: 


|E; (0) —E2(0)|=| 12 (0)| H6/2H%, 
| E3 (0) — E (0)1=| £si (0) | H$/2H£. 


On trouvera les détails du calcul dans [422]. 

L’absorption excitonique dipolaire électrique de la lumière a 
été observée dans le cristal de Cr.O,. C'est dans ce cristal que Van 
der Ziel [429] observa l'éclatement de Davydov correspondant à 
l'échange d’excitation entre des ions Cr°+ paramagnétiques inéqui- 
valents par translation. Le cristal de Cr:0; a une structure de type 
corindon avec quatre ions Cr°+ de spin 3/2. Pour des températures 
inférieures à 308 K, les spins forment une structure antiferromagnéti- 
que et l’axe de « colinéarité » est dirigé parallèlement à à l’axe d'ordre 
trois (C:) du cristal. L’absorption optique est due à une transition 
de l’ion de son état fondamental #4, à l’état excité 2E de spin 1/2. 
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Dans un champ magnétique extérieur dirigé le long de C;, l’éclate- 
ment de Davydov de la raie à 13747 cm-!, dans l'intervalle de champs 
0 à 25-10% Oe répond à la formule 


A=#Ÿ14,1+2,06H? (cmt), 


si H est exprimé en unités 10% Oe. 


$ 63. Absorption exciton-magnon 
dans les diélectriques antiferromagnétiques 


En plus des excitations électroniques pures des ions paramagné- 
tiques des cristaux magnétiques ordonnés, il existe un autre type 
d'états excités, lié à la création simultanée d'états électroniques 
(excitons) et de vibrations du moment de spin (magnons). Ces exci- 
tations sont appelées excitations erciton-magnon. Elles apparais- 
sent dans le spectre sous la forme de bandes larges fortement polari- 
sées, satellites des raies correspondant aux transitions électroni- 
ques pures, et séparées de celles-ci par un intervalle énergétique 
voisin de #T ,. Cet intervalle correspond à l'énergie limite des mag- 
nons. Dans des cristaux contenant des ions paramagnétiques placés 
aux centres de symétrie, ces excitations dipolaires électriques se 
forment avec une probabilité plus grande que les excitations électro- 
niques dipolaires magnétiques pures. La combinaison d’excitons 
et de magnons lève l'interdiction par rapport à la parité, de la même 
manière que la combinaison d'’excitations électroniques et de vibra- 
tions intramoléculaires non totalement symétriques lève l'inter- 
diction de symétrie dans les spectres moléculaires. Les magnons 
lèvent aussi l’interdiction due au spin. 

Les bandes d'absorption dues aux excitations électroniques 
s'accompagnant de la création de magnons furent observées d’abord 
par Krintchik et Tutneva (437, 438] dans les spectres des ferrites de 
terres rares — les grenats. La première analyse complète de la 
structure de bandes exciton-magnon dans le spectre d'absorption 
du fluorure de manganèse fut réalisée par Green et coll. [439]: les 
deux raies faibles E1 (18419,6 cm!) et E2 (18436,6 cm!) correspon- 
dent à la transition électronique pure 64,, ($S) + °T,;, (G) de 
l'ion manganeux paramagnétique et les trois bandes larges, relati- 
vement intenses, à 


o1 (18477,1 cm'),  o2 (18485,3 cm”!) et 1 (18460,8°cm'!) 


sont dues à la formation simultanée d’excitons et de magnons. Il 
apparaît que les bandes o1, x1 sont des satellites de l'excitation 
électronique Æ£1, et la bande 02 satellite de E2. La position des 
satellites correspond à la fréquence maximale des ondes de spin 
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10 cm”!. Les bandes excitoniques accompagnées de satellites dus aux 
magnons ont été aussi observées [440] dans les spectres d'absorption 
de RbMnF, et d’autres antiferromagnétiques. 

La théorie des satellites dus aux magnons a été développée par 
de nombreux auteurs (416, 441, 442]. Dans le cas considéré, l’absorp- 
tion correspond à l’excitation simultanée d’un exciton et d’un mag- 
non de vecteurs d'onde égaux et opposés k (le vecteur d'onde de la 
lumière est pris égal à zéro). Toute une série de travaux théoriques 
sont basés sur l’approximation selon laquelle l'interaction entre 
les ions paramagnétiques passant à l’état excité ne modifie pas 
leur dispersion. La largeur des satellites correspond alors à la somme 
des largeurs énergétiques de la bande excitonique et de la bande de 
magnons. 

Parkinson et Loudon [443] développèrent une théorie tenant 
compte explicitement de cette interaction exciton-magnon. Dans 
ce qui suit nous exposerons les principaux résultats de cette théorie. 

Soit un diélectrique antiferromagnétique à deux sous-réseaux 
d'’anisotropie axiale. Soit z la direction de cet axe. Pour ne pas 
introduire d'indices superflus, nous noterons par n la position des 
ions d’un sous-réseau magnétique et par m celle des ions de l’autre. 
Dans l’état fondamental les ions paramagnétiques ont un spin 
égal à S. Dans l’état antiferromagnétique, les projections des spins 
sur l'axe z sont respectivement ÂM.n = S et M,m = — S. Dans 
l’état électronique excité le spin de l'ion est S” = S — 1. 

Une excitation exciton-magnon, induite par la lumière, fait 
intervenir une paire d'ions appartenant aux deux sous-réseaux 
magnétiques. Le spin résultant de cette paire d'ions doit donc avoir 
une projection nulle dans l’état fondamental et conserver cette pro- 
priété à l’état excité. En effet la projection du spin du premier ion 
passe de S —>S” — $S — 1, tandis que celle du second passe de 
—$S + — S +1. 

La largeur de la bande excitonique de ces diélectriques anti- 
ferromagnétiques, due aux interactions d'échange, est relativement 
petite (quelques cm”!). En première approximation, on peut donc 
négliger les échanges d’excitation électroniques entre les ions para- 
magnétiques. S'il y a un seul état excité ionique, l'opérateur des 
excitations électroniques du cristal s'écrit 


Hes = C(DIBEBn + à BB). (63.1) 


L’interaction d'échange J entre les spins de deux ions voisins appar- 
tenant à deux sous-réseaux magnétiques différents, est beaucoup 
plus grande que l'interaction d'échange J, entre les spins des ions 
d'un même sous-réseau (par exemple dans le cristal de MnF.,, le 
rapport | J/J, | & 6). C’est pourquoi l'opérateur des magnons peut 
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être écrit sous la forme simple 
Ba =T D SoSm— 4544 (2 Sa— 2 Sn). (63.2) 


Dans la première somme on se limitera aux plus proches voisins; 
Sn et Sm Sont les opérateurs de spin (voir (17.19)). 

Dans le processus d'absorption de lumière, un petit nombre de 
magnons est excité, et l’on peut utiliser la transformation de Hols- 
tein-Primakov (18.4) pour passer à la représentation par les nombres 
d'occupation. Introduisons les opérateurs de spin S* = S, +is, 
et S — 5, — iS,, correspondant à une augmentation et une dimi- 
nution d’une unité de la projection du spin. Les opérateurs a* et 
b+ correspondant aux « excitations de spin » dans les sous-réseaux 
magnétiques, dont les spins sont parallèles ou antiparallèles à l’axe 
z, sont définis en fonction des opérateurs de spin par les relations 


Si —-amV2S, Si—bnV25, 
San=atV 25, Su—=bmV2S, (63.3) 
Sn=S—aians Sm=—S+bnbme 


Effectuons cette transformation dans (63.2) et (63.3). Négligeant 


les termes constants indépendants des opérateurs nous obtenons 
1443] 


PA mag = JS > (GnAn + 00m + an0m + n0m) + 
+hsHa (Doïen+ Dombme (63.4) 


Lorsque l'ion paramagnétique passe à l'état en son spin 
change, ainsi que l'interaction d'échange (J —J’) de cet ion avec 
les ions voisins appartenant à l’autre sous-réseau magnétique. C'est 
cette variation qui est cause de l'interaction exciton-magnon, que 
l'on peut écrire sous la forme très simple 

Pint = PJS (aianBhBm + bnbmBaBn), (63.5) 


* 


ou 
p = (J'S" — JSYJTS (63.6) 


est un paramètre caractérisant l'interaction exciton-magnon. 
L'opérateur des excitations de spin (63.4) est diagonalisé en 
passant aux opérateurs de magnons ax et Br définis par 


[ux > etkng, + Ux D: etkmp}, | 


Lux D e—ikmp — 1 D e-tkras |. 
°m n 


(e 47 


(63.7) 
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Les*opérateurs de magnons vérifient les relations de commutation 
ge) P 
[Gx, e 20 = Oir’, [Br Pie] — Ôxue- (63.7a) 


L'opérateur (63.5) exprimé en fonction des opérateurs de magnons 
est de la forme 
EE mag 2 e(k) (aiax + Pifu). (63.8) 
Ici l'énergie des magnons e (k) et les fonctions uz, w sont données 
par les formules 


C2 (k)=(E0 +84) — Eivk (63.9) 
: 11 _ 
Ey=JS2, ST > exp (ik), (63.10) 
ô 


Z est le nombre des plus proches voisins appartenant à l’autre sous- 
réseau magnétique; la sommation est effectuée sur les Z vecteurs 
Ô définissant la position de ces ions voisins 4 


fut 0 the A+e (k) (bi 7 Eot+usA À —e(k); 
Ze) __* 2e (KL). °F (63.11) 
2UrUr = YxEo/e(k). 


L'opérateur d'interaction de l'excitation exciton-magnon avec 
une onde électromagnétique d'intensité 


E (t) = E, exp [i(Qrl— ot)] + c.h. 


s'écrit dans l'approximation des grandes longueurs d’onde 


w (t}}= — PE (t), (63.12) 


où le moment dipolaire électrique effectif de transition est défini 
par l'égalité 


P— 2. (PamBiSm + PamPSn) +c.h. (63.13) 


Dans cette expression P,n sont les éléments matriciels du moment 
dipolaire électrique effectif de transition correspondant à l'excitation 
électron-magnon de la paire d'ions. Dans une théorie microscopique 
[416] on peut les calculer au deuxième ordre de la théorie des pertur- 
bations. en faisant intervenir des états électroniques intermédiaires 
impairs des ions. Le potentiel perturbateur est représenté par les 
interactions coulombiennes entre les ions. Lorsqu'un ion est excité, 
son spin varie, c'est pourquoi les éléments matriciels P,n ont un 
caractère d'échange. C'est pourquoi dans la somme (63.13), on 
se limite aux plus proches voisins. 


36—0536 
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Utilisant les transformations (63.3), on peut écrire (63.13) sous 
la forme 


P—2S S'Pon(Bibh—Bhat)+c.h. (63.13a) 
nm 


Les composantes de la partie imaginaire de la permittivité le long 
des axes principaux zx, y, z sont définies par l'expression 


8 
Eux (@)= — 7 Im((Pa; Pi)}s, (63.14) 
où v est le volume de la maille élémentaire du cristal, V le nombre 


de mailles élémentaires, ((P,; P5))> la transformée de Fourier de 
la fonction de Green retardée des opérateurs dipolaires électriques 


* Utilisant les propriétés de symétrie du cristal, on peut exprimer 
les éléments matriciels Pan figurant dans (63.13a) en fonction 
d'un nombre réduit de paramètres. Par exemple, dans le cristal de 
RbMnF;, de groupe d'espace D, la fonction de Green associée à 
l'excitation d'un exciton £1 et d’un magnon est, d’après Parkinson 
et Loudon [443], 

(Ps Pie =28N (| AP +21B/?) [(Bnôm; Bndm'))5 + 
+ ((Bnôm; Br'dm'))_5l; (63.15) 
où les vecteurs n — m,n—n’, m — m’ joignent deux ions voisins. 
La fonction ((Bnbm; Bn’bm')}> doit, conformément à l'équation 
(E.6) des compléments mathématiques vérifier des équations telles 
que 
ho ((B 0m; Bab) = 


= (0|[Babm; Bardm]|0) + ((Bndm: À]; Babm)}=, (63.16) 
où 


4 = Flex + PE mag + A int (63.17) 


est l’hamiltonien total du système. La moyenne est prise sur l’état 
sans excitons et sans magnons, déterminé par les conditions 


Bh10)=Bml0) = 4x0) = Pr 10) = 0. (63.18) 


Utilisons les transformations (63.7), les conditions (63.18) et 
les relations de commutation des opérateurs: 


(0[[Bnbm; Barbm'] | 0) = ôan’ (0 | bmbm | 0) = 
_ _. S eiim-kim) (O] (ux Br, — vx, ak.) (ur,Bk, —Ux,@x,) | 0) = 
kiks 
= _ >. uKexplik(m—m')]. (63.19) 


k 
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Compte tenu de la forme explicite de l’hamiltonien (63.17) et de 
(63.19), l'équation (63.16) devient 


(RO — Eex — Eo— pH 4) (Bob; Baba ))z — 


= Gnn” (0 | Pmbih: |0)+ 22 D [KBabi+es Bibi) + 
Ô 


+ p (Bnbmbn+0Pa+0; Bñbm))=]. (63.20) 


L'interaction entre les excitons et les magnons fait intervenir 
dans l'équation (63.20) des fonctions de Green d'ordre plus élevé. 
En utilisant (E.6), on peut en déduire des équations contenant des 
fonctions d'ordre encore plus élevé. Pour obtenir un système d'équa- 
tions fermé, il convient d'introduire des simplifications permettant, 
à partir des fonctions d'ordre plus élevé, de retrouver les fonctions 
d'ordre plus bas. Par exemple 


((Bnbmbn+60n +6; Babm}}= = 
— (0 | ba+sbà+8 | 0) ((Bnbm; Ba-bm))= + 
+ (0 | bmbn+6 | 0) ((Bnbn+8; Babm)}3- 


Pour simplifier les calculs, nous étudierons le cas le plus simple, 
lorsque l'on peut négliger les interactions entre excitons et magnons. 
Pour p = 0, l'équation (63.20) a pour solution 


NUE . Btp+t\e—2L$, uk exp [ik (m—m’)] . 
Go(@) = (KBabmi Ba:bm)); —=-7 Ônn or mer «IS Eu : (6321) 


la sommation sur k s'étend à la première zone de Brillouin. 
Si l’on se limite aux interactions entre plus proches voisins, 
l'énergie des magnons (63.9) devient 


e (k) = 2JS [9 — (cos ak, + cos ak, + cos ak.)*]!/°, (63.22) 
où a est la constante du réseau. L'énergie maximale des magnons est 
11 cm’. 

Substituant les valeurs (63.15) et (63.21) dans (63.14), et compte 
tenu de l'identité (x + iy)"! = Pz-! — ind (x), on trouve 
167$ 
uN 


Im e,, (©) — > uf sin? (k,a) Ô[iw —ÆE,.—e(k)]. (63.23) 
k 


Parkinson et Loudon [443] ont montré que, compte tenu de l’in- 
teraction exciton-magnon, la fonction de Green (63.21) peut être 
remplacée par la fonction 


_ __Gotu) 
C()= ei (63.24) 
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Sur la figure 80 on a représenté la courbe d'absorption expéri- 
mentale de la lumière [440, 444] d’un cristal de RbMnF, au voisinage 
de 18000 cm”. Les courbes en pointillé correspondent au calcul 
de Parkinson et Loudon d'après la formule (63.23) pour p = 0 et 
en tenant compte de l'interaction exciton-magnon d’après la formule 
(63.24) pour p — — 0,7. 

La théorie de l'absorption exciton-magnon, pour des diélectri- 
ques antiferromagnétiques placés dans des champs magnétiques 


À. 
(4) 


hw-Ee, cm? 


Fig. 80. Courbe d'absorption expérimentale par | le cristal de RbMnF, au voisinage 
de 18 000 cm”. 


Les courbes en pointilié représentent M des calculs de Parkinson (p =0) et Loudon 
p = 


intenses, a été développée par Petrov et Gaididey [419]. Dans un 


champ magnétique intense H, > V H 41H les spins des deux sous- 
réseaux ne sont plus colinéaires (6, — 8.-£n). Les spins des sous- 
réseaux magnétiques s'orientent symétriquement par rapport au 
champ extérieur sous un angle $ donné par l'égalité cos Ÿ = H,/2A;. 
Dans ce cas le mécanisme d'absorption à deux particules exciton 
et magnon s'affaiblit et, à la limite, lorsque ÿ = 0, disparaît com- 
plètement, puisque la résultante des projections des spins de deux 
ions ne se conserve dans les conditions d'excitation que si ces spins 
sont antiparallèles. Pour tous les antiferromagnétiques dans lesquels 
la levée d'interdiction par rapport au spin et à la parité est due aux 
interactions d'échange dans une paire d’ions magnétiques, l’inten- 
sité de l’absorption exciton-magnon diminue lorsque le champ ma- 
gnétique extérieur croît, en suivant la loi 


J (Ho) = U — (H4/2H%)FJ (0). 
Cette diminution d'intensité fut observée expérimentalement 
dans le spectre d'absorption exciton-magnon d'un cristal de FeCO., 


dans le domaine spectral 25200 à 25400 cm”, à la température de 
20 K par Eremenko et coll. [445]. 
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$ 64. Absorption biexcitonique de la lumière 
dans les diélectriques antiferromagnétiques 


Comme nous l'avons montré plus haut, les excitations électro- 
niques des ions paramagnétiques à orbitales 34 incomplètes sont 
liées à une diminution de leur spin d’une unité. Comme ces transi- 
tions présentent souvent un caractère dipolaire magnétique, les 
transitions optiques à une particule sont peu probables. Dans des 
diélectriques antiferromagnétiques contenant des ions de ce type, 
l’absorption plus intense de la lumière est due à l'excitation simul- 
tanée par un photon de deux ions paramagnétiques des deux sous- 
réseaux magnétiques. Ces excitations doubles (exciton-magnon, 
exciton-exciton) lèvent l'interdiction par rapport au spin, puisque 
la variation de spin (due à l'excitation) de l’un des ions peut être 
compensée par la variation de spin d’un ion de l’autre sous-réseau. 
Cet effet lève aussi l'interdiction par rapport à la parité, et la tran- 
sition devient autorisée dans le modèle dipolaire électrique. 

Les transitions à deux particules sont situées dans la partie ultra- 
violette du spectre. Elles présentent toute une série de singularités 
qui les distinguent des transitions à une particule. L'’absorption 
correspondante, à large bande, présente une polarisation très caracté- 
ristique. On voit apparaître une interaction entre les quasi-particules 
(exciton et magnon, ou entre deux excitons) conduisant parfois à 
la formation d'états liés. Ces états liés se manifestent par des bandes 
d'absorption discrètes. Ces états liés prennent une grande importan- 
ce lorsque l’on étudie la cinétique des processus faisant intervenir 
les quasi-particules considérées. 

Dans ce paragraphe nous nous proposons d’étudier les propriétés 
des excitations à deux excitons, dans un antiferromagnétique simple 
à deux sous-réseaux, de structure magnétique colinéaire. Nous 
noterons par n et m la position des ions de spin S, respectivement 
dirigé parallèlement et antiparallèlement à l’axe d'ordre magnéti- 
que. 
L'hamiltonien des excitations (excitoniques) à une particule 
s'écrit 

= A0 + Éints (64.1) 


où 


Ho= X{e (DID BE (N Ba (D + X Ba (1) Ba (PI + 
D Man, (f) Ba (f) Ban, (f) F2 Minm, (1) BA (NP Bn,(N} (64.2 


est l'opérateur des excitations faisant intervenir un seul exciton; 
les sous-réseaux magnétiques, à spins colinéaires, sont excités in- 
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dépendamment, puisque Min = 0: 


Him D, D (VA (f, 8) Ba (P) Ba (f) Ba (8) Bm (8) + 


{J,gn,m 
+ VE (f, 8) Bà (f) Bn(g) Bn(g) Bm(f)} (64.3) 


est l'opérateur d'interaction des excitons appartenant aux deux sous- 
réseaux. 

Dans les expressions (64.2), (64.3) les opérateurs de Bose BY (f), 
PB, (f) caractérisent la création et l’annihilation de l'excitation 
électronique d'énergie e (f) sur l'ion n; 


M an, (f) = (pq? | Van, | pape) (64.4) 
sont les éléments matriciels d'interaction résonante, conduisant à 
l'échange de l'excitation f entre les ions net n,; 
VO (f, 8) = (paph | Vam | Php) — (phph” | Vam | PP) — 
En (pDoé, | Voml p£ po) + (po) ]Vnm | popt0)) (64.5) 


sont les éléments matriciels correspondant aux interactions « sta- 
tiques », entre les ions excités; 


Vin (f, 8) =(pnpé | Vam | Phpé) (64.6) 
sont les éléments matriciels d'échange d'’excitation entre les ions 
des différents sous-réseaux. | 

Les opérateurs c, (nm) et cÿ; (nm) correspondant à l'annihilation 
et à la création d'une paire d'états excités f et g = f s'accompagnant 
d'une variation d'une unité du spin de l'ion correspondant sont 
définis par l'expression 

1 
75 1Ba (1) Bn (8) —(—1) Ba (8) Bn (Dh v=t, 2 (64.7) 


et par sa conjuguée hermitique. Lorsque le nombre d’excitations 
est petit, ces opérateurs vérifient les relations de commutation 


[c, (nm), ci (nim)] & Ôviônn Ômm,- (64.8) 


Exprimons maintenant l’hamiltonien (64.1) en fonction des 
opérateurs définis ci-dessus : 


A == : = [e (f) re (g) + Vam (v)] C* (nm) Cy (nm) + 


c, (nm) = 


+ bd > ci (nm) [5 Mao (vu) Cu (nm) + 


+ À M am, (vu) cu (nnu)]. (64.9) 
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Nous avons introduit les notations suivantes: 
Va (v) = Vo (f, 8)—(—1) Vin (f, 8), 
Mon, (vu) = Man, (1) + (—1)"*% Man, (8) #64.10) 
M nm, (VU}= Mom, (8) +(— 1)°T°M mm, (f). 


D'une manière générale, l'interaction du cristal et d'un rayon- 


nement électromagnétique de grande longueur d'onde E — 


— 5 E, cos (Qr — wt) peut être écrite 


w (t) = (EoPerr) exp Li (Qr — owt)l + c.h., (64.11) 


où Per est le moment électrique cffectif de transition du cristal 
dans l'état excité. Pour beaucoup d’antiferromagnétiques, pour une 
excitation à un exciton Per — 0. Par contre pour deux excitations 
couplées Par est différent de zéro, car, au deuxième ordre de la 
théorie des perturbations [439, 446 à 450], interviennent des états 
intermédiaires de parité négative. Les opérateurs conduisant à 
‘cette transition peuvent être constitués du produit des opérateurs 
des moments dipolaires électriques de chaque ion par l'opérateur 
d'interaction coulombienne entre les ions. Pour évaluer l’ordre de 
grandeur de la force d'oscillateur de la transition couplée corres- 
pondante, on multiplie la force d'oscillateur de la transition de 
l'ion paramagnétique dans l’état correspondant de parité négative 
(107! à 10?) par le rapport de l'énergie d'échange (—100 à 10 cm°}) 
à l'énergie d’excitation de l’état de parité négative (105 cm”). 
On obtient alors, pour une transition faisant intervenir une paire 
d'excitons, une force d'oscillateur de l’ordre de 107$ à 10-85. 

Dans la représentation par sites, l'opérateur Pers peut être 
écrit sous la forme 


Perr = Pom (fg) c5 (nm), (64.12) 


où Phm (fg) sont les éléments matriciels vectoriels du moment 
dipolaire électrique d’une paire d'ions dans des états f ct g pairs 
différents. Ces éléments sont calculés au deuxième ordre de la théo- 
rie des perturbations par rapport aux interactions coulombiennes en- 
tre paires d'ions. L’état fondamental et l’état excité des ions ont 
la même parité, c’est pourquoi l'existence de P,A est due seulement 
aux états intermédiaires de parité négative. Les interactions con- 
duisant à une valeur non nulle de P,n dans les états f et g dont le 
spin diffère de l’état fondamental, sont des interactions d'échange. 
C'est pourquoi seules les paires d'ions voisins appartenant aux 
deux sous-réseaux magnétiques contribuent à l'expression (64.12). 
Dans des cristaux centrosymétriques les moments dipolaires P;n 
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vérifient les règles de symétrie suivantes: 
Pom (Jg) ri Pa (fg) FA Pen, —m (fg) DRE Pam (gf). (64.13) 


Par conséquent seules les paires définies par l'opérateur c; (nm) 
avec f = g figurent dans |’ opérateur 
(64.12). 

La direction du vecteur P,, dé- 
pend de la symétrie du cristal et de 
la symétrie des fonctions d'onde des 
excitations électroniques considé- 
rées. Dans le cas le plus simple, 
cette direction coïncide avec celle du 
vecteur n — m. Mais la valeur abso- 
lue de P,n peut être considérée com- 
me un paramètre phénoménologique 
de la théorie. 

Etudions par exemple (voir 
l’article de Gaididey et Loktev 


Fig. 81. Positions des ions parama- 

gnétiques dans un antiferromagnéti- 
que à deux sous-réseaux. 

Les flèches p;, Ps, Par «indi ent les di- 

rections des mou nn eat € Sfpolaires des exci- 


su d’une De. d'ions. Les flèches 
a “P+. Pe représentent les directions 


des moments dipolaires de transition de 
la maille élémentaire 


[451]) l'absorption biexcitonique de 
la lumière dans un cristal ortho- 
rhombique centré. On a représenté 
sur la figure 81 la position des ions 
paramagnétiques. L’axe d'ordre ma- 
gnétique coïncide avec l’axe c du 
cristal. Comme P,,, est déterminé 


par les interactions d'échange, l’ab- 
sorption de la lumière résultera de l'excitation de deux ions para- 
magnétiques voisins. L'opérateur d'interaction de la lumière avec 
une paire (64.11) est 


w (t) = 2 c2 (nm) (E5Pom) exp {i[Q(n+m})/2—wt}}+c.h. (64.14) 


Passons à la représentation excitonique par la transformation 
1 , 
cv(nm)=— D c,(kq)exp{i[k(n+m)/2+q(n—m)}}. (64.15) 
k, q 


Compte tenu des interactions entre les plus proches voisins, les 
opérateurs (64.9) et (64.14) deviennent 


& — | > Ex (a) cÿ (kq) c, (kq) + 


++ > >) Vy(a—m)es(k, q)cv(k, qu), (64.16) 


v k, qd; 1 


w (t) = 2 (PsE) eiôci (Qq) ect + c.h. (64.17) 
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Dans ces expressions 


cos (qb) + £, cos —— C D cos (qc), (64.18) 


+ L b COS n. 


Vs(q—q)= 27 (Ye ane (V He (64.19) 


est l'opérateur d'interaction entre les excitations; 
L1=2(Ma,n41(f) + Mn,n+1(8)), (=a, b, c) (64.20) 


représente la somme des demi-largeurs des bandes excitoniques 
f et g pour des vecteurs d’onde dirigés le long des axes a, bet ce du 
cristal. La sommation dans les expressions (64.19) et (64.20) s'étend 
aux huit vecteurs 6 reliant l’ion central aux ions les plus proches de 
l’autre sous-réseau magnétique. 

L'absorption de lumière par le cristal est caractérisée par la 
partie imaginaire de la permittivité pour k = Q Æ 0. Celle-ci est 
déterminée par l'expression 


Imess(Q, &)=—% 5 3 PSPh et (5-6) Im G (qq1w), (64.21) 


ô, 0:q,q: 
où 
Pa = Pam pour n—m =, (64.21a) 
G(ama)=+ | eGt((c (Qui); c(QuO))r dt (64.22) 


est la transformée de Fourier par rapport au temps de la fonction 
de Green retardée 
({c2(Qqt); ci (Qq0))}: =—i6 (4) (0] [c2(Qat); c2 (Qa0)] 10), 
Ca (Qt) = €" # le, (Qg) en, 
En utilisant l'équation (E.6) des compléments mathématiques et 


la forme explicite de l’opérateur € (64.16) nous trouvons l'équation 
déterminant la fonction (64.22) 


[io — Eo (q)] G (ago) = 6aa, + 2 Ve(a—q2 G (go). (64.23) 


LE 


Soient Pi; Ps, Ps, p, les moments dipolaires (64.21a) correspon- 
dant à des valeurs de 6 respectivement égales à (a + b + c)/2, 
(a — b + ec)/2, (—a + b + c)/2, (—a — b + c)/2. A partir de ces 
vecteurs on peut établir les moments dipolaires dirigés le long des 
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axes cristallographiques, soit 


fo 


Pa = p1 — pe — p3 + p, le vecteur parallèle à a; 
Ph = p + Pe — ps — p, le vecteur parallèle à b; 
(64.24) 
Po = Ps + Pe + P: + m le vecteur parallèle à c; 
Pi — Pe T Ps — Pa = 0. 
Substituons ces valeurs (64.24) dans (64.21). Nous obtenons les 
valeurs principales de la partie imaginaire du tenseur de permit- 
tivité 


Im ex (Q, &)=—%]PfImG(@), i=a,b,e, (64.25) 


où v est le volume de la maille élémentaire du cristal; 


Gi(o)=+ D Di (q) Di(— a) (au) exp [i (a— M) (a+ b+e)/2], 


qi 
(64.26) 
Da(q) = sin Se cos el cos 9 
D (q) = cos —— wo, in cos a à (64.27) 


D, (q)=cos «œ) cos GP) sin 2. 


Multiplions les deux membres de l'équation (64.23) par le facteur 
de la fonction G (qq1w) dans l’expression (64.26). Après sommation 
sur toutes les valeurs de q et de q, dans la première zone de Brillouin 
nous obtenons 


V (2) Ga (w) = 
= {1 —V (2) [000 — Jin + 001 — 110 — 100 + Jon — 101 +/010)} —1s 
V (2) Ge (&) = 
= {1—V (2) [J 000 — 111 + J001 —7 110 + / 100 — Jo +101 — Jo10)} * — 
V (2)G.{&) = 
= {1 —V (2) [000 — 113 — J'o01 + J110 + 100 — Jon — 

| — Jin + Joiol} *— 1e (64.28) 

où 


COS nr COS my COS pz dx dy dz 


Ro — Eo—[£a cos z + Sp COS y + Le cos :| è (629) 


I I 

_ 
Jump = | | 
0 0 


cn 4 
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avec 
Egs=e(f)+e(g); nr, m, p=0, 1; ©—0+i. 


Etudions les expressions générales (64.28) et (64.29) dans deux cas 
limites. 

Cas A. Supposons que la condition £, > #£,, £. soit réalisée 
(cristal unidimensionnel). Posons V (2) = V, £, = #£, = 0, et 
introduisons les grandeurs sans dimension 


a= Vl£a, E = (0 — EV£,, (64.30) 

nous obtenons 
LaGa (@) = £a (E) — a”, (64.31) 
LaGr (0) = 8e (€) — a, (64.32) 


1 1 
Ban Op. (6-55) 


Par conséquent 


Io—h=1+{—-EË) 4 lo+h=—-1+(A+EÉ), 
(64.34) 
. —(#2—1) 7, E<—1, 
L=+ (en =| —itt"2, jel<1, (64.35) 
(&—1)-V2, 1. 


Substituons les valeurs (64.34) et (64.35) dans (64.33). Nous obte- 
nons 


La E) = {a — at 11 + (1 — E) 4}, 
es (&) = {a + a°l1 — (1 — E) oj} (64.36) 


Pour les fréquences situées dans l'intervalle 


— | £a Ko — ET La | (64.37) 


la valeur | ë I< L. En utilisant l'expression (64.35), nous obtenons 
les parties imaginaires des fonctions (64.36) et, par suite, celles des 
fonctions de Green (64.31) et (64.32) déterminant l'absorption d’une 
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lumière de polarisation a ou b donnée: 


— Ing a ee — 
$ (+8) (—a)+at(i—2)? (64.38) 
VE ‘ 
— 10 gr — 


(4—E) (1+a)+ a (148) 

Ces régions (64.38) de large bande d'absorption sont dues à 
l'émission d’une paire d'excitons libres. L'absorption maximale 
correspondant aux deux polarisations est obtenue par des valeurs de 
E égales à 

PO ect 20 tee. , 
be Zn —2o pi: bb gepoagi (04-39) 
L'absorption intégrée dans chaque bande à deux particules est pro- 
portionnelle à 


2 1)72 — 1 0, 

— | In ge (E4@={ À rl di ph are (64.40) 
2 1)72 1 0, 

— | Im 8 (82 @= {4 SL ni. (64.41) 


Parallèlement à cette absorption excitonique à bande large (deux 
particules) il existe aussi, dans la région | & | = 1, une absorption 
à une particule correspondant à la formation d'états liés des deux 
excitons. L'énergie de ces excitons correspond aux pôles de la fonc- 
tion de Green (64.33) situés sur l’axe réel E. Substituant la valeur 
(64.35) pour | E | >> 1 dans (64.33), nous obtenons les conditions 
définissant un tel état. 

La fonction de Green g, (£) a un pôle pour la valeur de E sui- 
vante : 


ço)__ 24 
lorsque l'inégalité 
a(æ—1)>0 (54.43) 


est vérifiée. Dans ces conditions la partie imaginaire cherchée est 
une fonction delta 
4a | 
—In D Gp 0 EE). (64.44) 
Comparons (64.40) et (64.44). On s'aperçoit que, lorsque l'iné- 
alité (64.43) est satisfaite, il y a simultanément les deux types 
d'absorption (à une et à deux particules) et l'intensité intégrée sur 


tout le domaine spectral — | Im £a ( E) dE est égale à l'unité. 


Lorsque | &« | = | V/£,| augmente, l'intensité intégrée ‘de la bande 
d'absorption large diminue, et celle de la bande étroite augmente. 
Lorsque & (&æ — 1) < 0, on n'observe que la bande large d’absorp- 
tion (voir (64.40)). 
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La fonction de Green g4 (£), caractérisant l'absorption de lu- 
mière polarisée suivant l’axe b, a un pôle pour 
= +, (64.45) 
lorsque l'inégalité 
a(æa+1)>0 (64.46) 


est vérifiée. La partie imaginaire de la fonction de Green s'exprime 
au voisinage de ce pôle par 


1 
— Ines (E) = Dane 0 (EE). (64.47) 
Lorsque | | — =|5|>2 les deux conditions (64.43) et 


(64.46) sont simultanément réalisées. On doit donc observer pour 
les deux polarisations une bande étroite et une bande large. Les 
bandes étroites dues aux états liés correspondent aux fréquences 

ho = E, + EZ, pour une lumière polarisée parallèlement 
à l'axe a: 


ho = E, + ES£, pour une lumière polarisée parallèlement à 
l’axe b 


L'absorption large (à deux excitons) occupe l'intervalle de fréquen- 
ces 


Tr | La [LA = E< | La |. 


Cas B. Supposons que l'inégalité Z, = £, > £. soit vérifice. 
On peut alors poser Z. Æ 0 et utiliser les mêmes grandeurs sans 
dimension (64.30) qu’au cas A. (64.28) devient 


VG, (o) = {1 — à [59 — La] — 
(64.48) 
VGy (©) = {1 — a [oo + Tu — 20} — 


Gi (©) = Ge (w) = Gr (w), 
Gi (w) _— Ge (w), 


{is en COS nzx COS my dz dy dr dy. 
E— (cos z+cos’ E—(cosz+ cosy) 


Gaididey et Loktev [451] montré que dans les régions | E | >>2, 
les pôles de la fonction de Green correspondant à la formation d’états 
liés des paires excitoniques étaient déterminés par les équations 


LEE (+)-(i-2)x (É)=% pour G\(E), (64.49) 
Kk(£) +2[x() —E(<)]-1$ pour Gy(£), (64.50) 
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où X et E sont les intégrales elliptiques de première et de deuxième 
espèce. Pour | &« | > x1/2 l'équation (64.49) a pour racine 


fat +0 (+). 


La partie imaginaire de la fonction de Green, définissant l’absorption 
de lumière polarisée PRE à c, a un maximum aigu 


— Im{£,Ga (o)}=n ET 6 (E—E8). (64.51) 


La formation d'états excitoniques liés dus à l'absorption de la 
lumière polarisée parallèlement à e dépend donc du signe de « 
Si «& est négatif, les pôles sont réels lorsque & << — x (x — 2)”. 
Si « est positif, les pôles sont toujours situés sur l’axe réel. Lorsque 
E est petit et positif, la position du pôle est donnée par 


El = 1 +exp (—>) ; 
Dans ces conditions la partie imaginaire de la fonction de Green est 
—Im{£G(o)}z Le v2ab(E—E), 0<a<1. (64.52) 
Lorsque | & | => 3, la position du pôle est donnée par 
1 1 
H=ita+s+0(+), lel>3, 
et la partie imaginaire de la fonction de Green est définie par l'ex- 
pression 
— Im{£,Gy (0)}}=x (1—-5)s Œ—E), lal=>3. (64.53)- 


Dans l'intervalle | E |<2, c'est-à-dire pour des fréquences 
w vérifiant l'inégalité 


—2|2,1< Lo — E< <L2| La 


il y a une absorption continue. La distribution relative d'intensité 
dans les bandes d'absorption peut être exprimée en fonction des 
intégrales elliptiques 


217? [X (6) — E 7) 


Sn GO) ——— —-, 
; [i- ls el +(E)we-E er 
— Im {£aGn (w)} = (64.54) 


2-1 [EK (E')+E (E')] 
| {ite- LËL [E (E)— —Æ+1 K @1}° +(+ )' BK GN+E GN 
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avec 
F=y1—E. 

Sur la figure 82 on a représenté le graphe des fonctions (64.54) 
(en unités arbitraires) pour différentes valeurs de «. 

Dans les diélectriques antiferromagnétiques à deux sous-réseaux. 
les spins des deux sous-réseaux sont antiparallèles. Pour un champ 
magnétique appliqué À, supérieur 
à la valeur critique V H,H% (où 
H, est le champ d'anisotropie, {7 
le champ d'échange), les spins des 
ions magnétiques sont symétriques 
par rapport au champ, et l'angle Ÿ 
formé avec la direction du champ est 
donné par l'égalité cos Ô = ,/2H;. 
La réorientation des spins conduit 


à une variation du spectre d’exci- 

tations élémentaires. On peut avoir 

des transitions entre les sous-ré- 

seaux. L'étude de l'absorption bi- 

excitonique de la lumière en champ DA s KA 
fort a été réalisée par Petrov et EN 
Loktev [452]. A 


L'opérateur du moment électri- 70 0 7,0 
que dipolaire effectif de la paire 
biexcitonique fg s'écrit dans un 
champ intense 


Pers = sin?Ÿ N Pin (fg) C+ (nm), 
nm 


(64.55) 


* 


ou 


Cm = 7 (Bi (f) Be (g) — 


— Bh (g) Bne (f)]- 


En raison du facteur sin°ô figurant En Cd a 
dans (64.55), l'intensité d'absorption lunisre polarisée par une Sarre 
biexcitonique diminue lorsque A,  citoniqueet pour différentes valeurs 
croit selon la loi [1 — (4,/2H,)°F. du rapport a = V|£a |. 
Pour H,>#H;l'antiferromagnétique 

passe dans l’état ferromagnétique et l’association des excitations 
devient impossible. La possibilité de transition de l'excitation entre 
des sous-réseaux magnétiques différents conduit au doublement du 


nombre des états liés. La théorie de ce phénomène est développée 
dans [4521]. 


Etat lie 1 


—10 0 10 
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$ 65. Spectre d’absorption de la lumière 
par l’oxygène antiferromagnétique 


Parmi les cristaux magnétiquement ordonnés, le cristal molé- 
culaire d'oxygène (en dessous de 23 K, modification æ) occupe une 
place particulière. Tout en étant un cristal moléculaire typique, 
a-oxygène est un antiferromagnétique idéal à deux sous-réseaux. 

La molécule d'oxygène O, a un groupe de symétrie ponctuelle 
D+). Elle figure parmi les molécules neutres peu nombreuses pos- 
sédant à l’état fondamental Z> un spin égal à l’unité. Les spins 
des états excités électroniques les plus bas A, (7882 cm”!) et 55 
(13120 cm!) sont égaux à zéro. Ces états possèdent la même parité 
que l’état fondamental. Par conséquent leur excitation optique 
est interdite pour raison de spin et à cause de la parité. C'est pour- 
quoi pour de faibles pressions, l'intensité d'absorption de la lu- 
mière par l'oxygène gazeux est très petite. Les états excités l'A, et 
127 apparaissent en absorption en raison des interactions spin- 
orbite faibles et d’autres perturbations. 

Lorsque la pression augmente, on voit apparaître dans le spectre 
d'absorption de nouvelles bandes correspondant à l'excitation 
simultanée d’une paire de molécules, dans les états AA, AZ, 23%. 
La preuve de l'existence de cette excitation bimoléculaire est donnée 
par la dépendance quadratique de l’intensité d'absorption en fonc- 
tion de la pression du gaz. A l’état liquide et à l’état cristallin, 
ces transitions bimoléculaires sont prépondérantes. Prikhotko et 
ses collaborateurs [453 à 456] ont interprété avec succès les spectres 
de l’oxygène, plus particulièrement de sa modification cristalline 
(antiferromagnétique) «. 

Dans les spectres d'absorption de la phase antiferromagnétique 
de l'oxygène à basse température, on voit apparaître des bandes 
liées à l'excitation simultanée de deux molécules appartenant à 
deux sous-réssaux magnétiques. Dans ces conditions, l'interdiction 
liée au spin et à la parité disparaît. Dans ce paragraphe, en nous 
servant des travaux de Gaididey et Loktev [457, 458], nous nous 
proposons d'étudier théoriquement ces excitations bimoléculaires. 

Le cristal d'oxygène alpha a un groupe d'espace de symétrie 
C3. Les molécules d’oxygène sont situées dans le plan de clivage 
(plan ab), et occupent les sommets et les centres des faces de la 
maille monoclinique. L’axe de la molécule est perpendiculaire à 
l'axe monoclinique. Les spins moléculaires sont dirigés parallèle- 
ment et antiparallèlement à l’axe monoclinique. 

Le groupe de symétrie locale de la molécule d'oxygène dans le 
cristal est C,;. Les états moléculaires °Z7, 1A, et !Z? se réduisent 
dans le cristal aux états locaux correspondant aux représentations 
irréductibles °B,, À, + B, et 4, du groupe de symétrie Con. 
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Les interactions entre les états excités résultant des variations 
du spin moléculaire, présentent un caractère d'échange. C’est pour- 
quoi, dans ces états excités bimoléculaires ne participent que les 
paires de molécules voisines situées dans le plan de clivage. La dis- 
tance entre molécules voisines situées dans ce plan mais appartenant 
à deux sous-réseaux magnétiques est 3,2 À, et la distance minimale 
entre les molécules appartenant à deux plans différents est 4,2 A. 
Ainsi les propriétés optiques de l’oxygène cristallisé sont détermi- 
nées par des structures bidimensionnelles en interaction faible. 

Dans chaque plan de clivage il peut y avoir quatre types d'’ex- 
citations couplées fg. Celles-ci correspondent au couplage des excita- 
tions électroniques des molécules occupant le centre d'une face ab 
aux molécules placées aux sommets de cette même face mais appar- 
tenant à l’autre sous-réseau magnétique. Pour chaque ensemble 
d'excitations paires f£g on peut construire des fonctions d'onde pai- 
res et impaires par rapport au centre d'inversion du système de 
deux molécules concernées (voir $ 64). Seules les fonctions impaires 
participent à l'absorption de la lumière. À partir des quatre fonc- 
tions impaires relatives aux paires moléculaires 01, 02, 03, 04, on 
peut construire quatre combinaisons linéaires se transformant selon 
les différentes représentations irréductibles du groupe facteur C,,. 
Deux d’entre elles caractérisent l'absorption dipolaire électrique : 
A, et B,. La première correspond à une lumière polarisée paralle- 
lement à l’axe monoclinique, l’autre transversalement à cet axe. 

Gaididey et Loktev ont étudié la distribution d'intensité dans 
les bandes d'absorption correspondant aux excitations bimolécu- 
laires du cristal d'oxygène alpha [457, 458]. Nous présentons plus 
bas les principaux résultats de ces recherches. 

Soit une paire moléculaire, dont les molécules sont situées res- 
pectivement aux points n et m du premier et du second sous-réseau 
magnétique. Cette excitation bimoléculaire peut être décrite par 
les opérateurs de création C* (nm) et d'annihilation C (nm) de la 
paire d’excitations. Les opérateurs concernés peuvent être exprimés 
en fonction des opérateurs PB, (f) et Ban (g) des excitations monomo- 
léculaires *) 


C(nm) =} 180 (f) Bm (8)— Ba (8) Bm (Pl. (65.1) 


Lorsque le nombre d’excitations du cristal est petit, ces opérateurs 
vérifient les relations de commutation 


[C (nm), C* (n°m°)] — Ônn'Ômm': 


*) Les opérateurs correspondant à une combinaison symétrique d'’excita- 
tions monomoléculaires sont optiquement inactifs. Pour des excitations de 
grande longueur d'onde, ils ne se mélangent pas aux opérateurs (65.1). C'est 
pour cela que nous ne les avons pas écrits. 


37—-0534 
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L'hamiltonien de la paire d'’excitations s'écrit 
& = À [éo-+ Val C* (nm) C (nm)+ 


+ Ÿ  ManC'(nmC(n'm)+ S  MiunmC'(nm)C(nm'), (65.2) 
p,n’,m p,m,m” 

où €, — €y +egest l'énergie d'’excitation d’une paire localisée ; 

Vam l'énergie d'interaction entre les molécules excitées; 


Mon = Min + Mén, Mon = Mhm + Mém, 


Mn sont les éléments matriciels de transfert de l'excitation f entre 
les molécules n et n° relatives à un même sous-réseau. 

Séparons le mouvement du centre de gravité de la paire en uti- 
lisant la transformation 


C (nm) = a. C(k, n—m)exp{ik(n—m)/2], (65.3) 
k 


l'hamiltonien devient alors 


GE — 2 FE x 
Pr = S (Co + V'n0) C* (k, n) C (k, n) + 
+2 DS MamC*'(k, n)C(k, m)exp{ik(n—m}/2]. (65.4) 


Cette expression montre que le vectéur d'onde k est une inté- 
grale de mouvement. Dans ce qui suit nous étudierons seulement 
les excitations de grande longueur d'onde, c'est pourquoi nous pose- 
rons k = 0. On peut alors écrire 


x = HotW, (65.5) 


» 


ou 
To = > Ca [e00nm + Mnm] Cm, Cn=C(0, n), (65.6) 
n,m 
W — à VnoC5Cn- (65.7) 
n 


Les fonctions propres orthonormées de l’hamiltonien &,, ne tenant 

pas compte des interactions entre les deux excitons de la paire 

s'écrivent 

4 | ë 
n)=—— eisnC5 10), 65.8 


où | 0) représente l'état sans excitons. Ces fonctions correspondent 


à l'énergie 


eg=to+ à M am exp {[iq (n — m)]. (65.9) 
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L'élément matriciel de l’opérateur d'interaction (65.7) sur l’en- 
semble des fonctions (65.8) s'exprime directement en fonction de 
V0 : 
W am = OnmV n0- (65.10) 
Pour calculer l'énergie des excitations élémentaires bimolé- 
culaires, il convient d'utiliser l'équation de Dyson pour la fonction 
de Green Gnm (£) correspondant à l'opérateur (65.5). Selon les 
compléments mathématiques (paragraphe F) la formule (F.10) 
(équation de Dyson) 


Gnm (Ë) = Gi (E) + À Gui V p0 Go (Ë), (65.11) 


où Ê —E + in, (n +0), G% (Ë) est la fonction de Green de 
l'opérateur ,. Elle s'écrit par conséquent 


‘Of exp {iq (n—m)] 
Gin (E)= >», pe (65.12) 
q 


Compte tenu du transfert d’excitation électronique entre les molé- 
cules paramagnétiques les plus proches du plan ab, l'énergie (65.9) 
de la paire s'exprime par la formule 

a = €o + LA cos qa + L, cos qb, 
où L, = 2Mh n+tas Lo = 2Mhn, n+r, à et b sont les vecteurs de base 
de la maille élémentaire. 

Remplaçons les indices n et m par des simples numéros caracté- 
risant la molécule concernée. L'’équation (65.11) devient, dans 
l’approximation des plus proches voisins, le système suivant: 

Goo = Ga + V ÜooGoo + LoGo + LG + TnGn), 
Go GY < d [Z:0G00 Ha T50G10 ma L1Go Fr TG), 
(65.13) 
Ga = Gi + [To1Go0 + DiGio + Lo0Gor + LoGu), 
Gun — GY = 28 4 [T1G00 + LoGio + D0Go + TooGu), 


où V — Vyy — Vo = Veo = ... représente les interactions entre 
molécules excitées voisines, 
I 
"0 cos nzx COS my dr dy 
lan = 5 | | E —e9—[L, cos z+ Ly cos y] ” (65.14) 
Le système d'équations (65.13) admet pour solutions 
1 + + + . 
2 1 , 1  — 
cl l=++s fiv Loo + io 2 Ja? In (65.15) 
4 RE 


37* 
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Les pôles de la fonction (65.15), placés sur l'axe réel Æ, déterminent 
l'énergie des excitations bimoléculaires. Les excitations corres- 
pondant aux fonctions G, et G, ont la même symétrie que les repré- 
sentations irréductibles À, et B, du groupe facteur C,, du cristal. 
Elles n'apparaissent donc pas dans le spectre d'absorption. Les 
pôles des fonctions G; et G, déterminent des excitations de symé- 
tries respectives 4, et B,. Elles apparaissent donc dans le spectre 
suivant les polarisations parallèle et perpendiculaire à l'axe mono- 
clinique. Pour étudier les pôles de G; et G,;, définissons les paramè- 
tres sans dimension 


Et, pie, y=%0, œ=+7, (65.16) 


où L — V Li + Li. Nous prendrons .. > 0. Pour calculer les 
pôles de G; et G,, il faut résoudre l'équation 


(ÉE—(G—E KI] , 26. 9 D(8.0 _ FE +4 Pro (65.17) 


EC cos 0 


Dans cette expression nous avons utilisé les notations 


48 __2VBY 
= v” E=p=pr OS0= RTS. 


D(8,9=5—F(+,t)E(8, VI—T)— 
—[£ (5 "2 9 t) — F( D 9 T6)|F(, V1—E), 
où E (6, C')et F (O6, &') sont les > Mu. incomplètes 


de première et de deuxième espèce (#” = V1 — £°). 
Lorsque 


4 2 2 ie)" 


iQ pour G3, 


a —$( 


2 —sin — 1 
a<—B| +1) pour GC 
l'équation (65.17) admet des solutions correspondant aux états liés 
de la paire d’excitations; ces états sont situés dans le domaine 
E << — (B + y). Les pôles sont situés dans l'intervalle E > B + y, 
lorsque les conditions 


ap (£ 2 p+siny —1) —1 


a Î1—cos y pour G3, 


a>B(1 +) pour G, 


ft 1—0cos p 


sont satisfaites. Dans ces inégalités, l'angle q est défini par l'égalité 
te = Vv/8. 


$ 65] SPECTRE D’'ABSORPTION DE LA LUMIÊRE 581 


Pour | &« | 5 B + y les états liés correspondent aux valeurs 
Es. a —20 


— 2 2 
UE ME 


Les états liés des excitations bimoléculaires correspondent à 
une valeur déterminée du vecteur d'onde k. Par conséquent ils se 
rapportent à des excitations collectives « à une particule » du cristal. 
Ils ont une polarisation perpendiculaire l’un par rapport à l’autre 
et ils sont séparés par une énergie | £, — E, | = (B — y) L. Cet 
éclatement est une propriété caractéristique des excitations bimo- 
léculaires. 11 fut découvert expérimentalement par Prikhotko et 
coll. [456] en étudiant le spectre d'absorption de l’oxygène & à 
1,3 K. Les fréquences des excitations bimoléculaires observées 
232, — ZA sont 10891 et 20895 cm1. 

Dans le domaine — (B + y) << E<B + y les fonctions Gs 
et G,; sont complexes. Leurs parties imaginaires déterminent une 
absorption à bande large correspondant à deux excitations molé- 
culaires séparées et deux états excitoniques relatifs à chaque sous- 
réseau magnétique. 


CHAPITRE XIV 


DIFFUSION DE LA LUMIÈRE 
ET LUMINESCENCE DES CRISTAUX 


$ 66. Les différentes composantes de l’émission 
secondaire des cristaux 


Lorsque la lumière entre en interaction avec un corps cristallin 
de nombreux phénomènes peuvent se produire : 1) l'énergie des pho- 
tons se transforme partiellement ou complètement en énergie d’agi- 
tation thermique ; 2) la lumière provoque dans le solide des réactions 
photochimiques; 3) le cristal émet des photons de même fréquence 
ou de fréquence différente. La transformation de l'énergie lumineuse 
dans le cristal est habituellement liée au transport de cette énergie 
d’une région du cristal à une autre. Ce déplacement est assuré en 
partie par des processus de réabsorption et surtout par les excitons 
de Frenkel dans les cristaux moléculaires, et par les excitons de 
Wannier-Mott, les électrons et les trous dans les semi-conducteurs 
et les diélectriques. 

On peut obtenir l'excitation du cristal en le soumettant soit 
à un flux de photons, soit à un flux de particules chargées. Le mou- 
vement des particules chargées dans le cristal s'accompagne d'un 
rayonnement de freinage, et, dans le cas d'électrons rapides, de 
rayonnement de Cerenkov. 

Dans ce paragraphe nous étudierons seulement l'émission due 
à l'excitation par voie optique. On convient maintenant d'appeler 
émission secondaire toutes les formes d'émission apparaissant dans 
les cristaux et les molécules par excitation optique [459, 460]. 
L'émission secondaire se subdivise en: 1) diffusion Rayleigh (sans 
variation de fréquence); 2) diffusion combinatoire ou Raman (lors- 
qu’il y a variation de fréquence); 3) luminescence; 4) luminescence 
chaude; 4) émission résonante ou Raman de résonance. Il convient 
aussi d’y rattacher les phénomènes de réflexion de la lumière sur 
le cristal, puisqu'ils s’accompagnent d’une pénétration partielle de 
la lumière dans le cristal et, par suite, reflètent les caractéristiques 
des états excités du cristal. 

Dans la plupart des cas, les différentes sortes d'émission secon- 
daire peuvent être relativement bien séparées, mettant ainsi en 
évidence le mécanisme des processus à l’origine de l'émission. Dans 
certains cas, cette séparation en différentes composantes est diffi- 
cile, voire impossible par principe. 
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Lorsque l'énergie de la lumière coïncide avec la région de trans- 
parence du cristal, l'interaction de l’onde lumineuse avec la matière 
fait apparaître une diffusion avec ou sans variation de fréquence. 
En théorie les processus de diffusion sont considérés comme des 
processus de second ordre, parce qu'ils font intervenir des états in- 
termédiaires virtuels. En diffusion Rayleigh, les processus d’ab- 
sorption et d'émission sont liés de manière cohérente. Dans le for- 
malisme quantique ce processus peut être exprimé comme la colli- 
sion élastique d’un photon et du cristal. La diffusion Raman serait 
représentée par la collision inélastique du photon incident avec les 
phonons du cristal. Puisque la fréquence varie, la cohérence n'est 
pas respectée, mais les rapports cinématiques traduits par les lois 
de conservation de l'énergie et de l'impulsion sont encore valables. 

Lorsque la lumière excite, dans le cristal, des états électroni- 
ques réels, ou des états vibroniques réels, après absorption du pho- 
ton incident, le système reste un certain temps (durée de vie moyen- 
ne t) dans cet état. Les processus d'absorption et d'émission devien- 
nent alors indépendants. La durée de vie moyenne + détermine la 
diminution exponentielle de l'intensité d'émission (7 (t) — 
— [ (0) exp (—t/t) au cours du temps. Elle est due à l'interaction 
des degrés de liberté électroniques et électro-vibratoires avec d’au- 
tres degrés de liberté du cristal et le rayonnement électromagnétique 
du vide. 

L'interaction avec ce champ de rayonnement du vide est caracté- 
risée par la durée de vie radiative *,. L'inverse de cette grandeur est 
liée à la probabilité d'émission spontanée d’un photon par unité 
de temps. Cette émission est appelée luminescence. Par émission 
d'un photon, le système passe dans un état énergétique inférieur, 
en particulier dans l’état fondamental. 

Dans les corps luminescents, une partie importante de l'énergie 
absorbée n’est pas dégradée en chaleur, mais est réémise sous forme 
de lumière. Ces corps peuvent être considérés comme des transfor- 
mateurs de lumière, faisant passer le rayonnement d’une fréquence 
à une autre fréquence. En particulier, les corps luminescents per- 
mettent de transformer les rayons lumineux ultraviolets invisibles 
en lumière visible. Ce phénomène est largement utilisé dans la pra- 
tique courante. 

Parallèlement à la luminescence, chaque corps chauffé à une 
température déterminée, émet des photons dus aux mouvements 
thermiques désordonnés des charges. L’intensité de cette émission 
thermique non structurée est proportionnelle à la quatrième puissance 
de la température. La composition spectrale de l'émission est égale- 
ment déterminée par la température. Afin de bien séparer les phéno- 
mènes de luminescence de l’émission thermique, Vavilov [461] pro- 
posa la définition suivante: « On appelle luminescence dans un 
domaine spectral donné, l'émission restante après déduction de 
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l'émission thermique. La durée de cette émission excédentaire doit 
être finie et supérieure à la période des oscillations lumineuses. » 

La durée de l’émission peut être réduite par des modifications 
des conditions extérieures; cette réduction est appelée extinction 
de la luminescence. L'’extinction est un moyen de reconnaître la 
luminescence. Stépanov et Apanassévitch [462] proposent d’appeler 
luminescence une photoémission, dans laquelle l’absorption et l'émis- 
sion des photons sont séparées par quelques processus intermédiaires. 
Les processus intermédiaires peuvent consister en des transitions 
optiques ou non optiques entre sous-niveaux excités. 

La luminescence se subdivise en fluorescence et phosphores- 
cence. La fluorescence résulte de transitions dipolaires électriques 
entre états de même multiplicité (de même spin). La durée de vie 
radiative de la fluorescence est égale à 10-7-10-% s. La phosphores- 
cence est l'émission accompagnant des transitions entre états de 
multiplicités différentes. À cause de l'interdiction de spin, la durée 
de vie radiative de la phosphorescence est des millions de fois plus 
longue que celle de la fluorescence correspondant à des transitions 
analogues mais de spins différents. 

Parallèlement à l'émission, caractérisée par la durée de vie 
Tr, il peut y avoir-des transitions non radiatives vers des états d’éner- 
gie inférieure (en particulier vers l’état fondamental). Les transitions 
non radiatives sont caractérisées par les temps de relaxation ty. 
Les processus de relaxation diminuent la durée de vie totale de 
l’état 

TT 

OT +Tr 
L'émission représente une partie de l’énergie d’excitation égale à 
t/+,, le restant (x/t-) est transformé en chaleur. Lorsque la condi- 
tion t, > tr est réalisée, le cristal n’émet pas de radiations: l’éner- 
gie lumineuse se transforme en chaleur. 

Une propriété remarquable des cristaux luminescents est repré- 
sentée par les conditions 


Tr Gi — f0) > Tr (Fi —+ fo); Ei, > E l = L 2: es | 
Tr Co — 8) < Tr Jo — 8), 


où f, est l’un des niveaux électroniques d'énergie la plus basse, ce 
niveau étant séparé de l’état fondamental (g) par une barrière éner- 
gétique nettement supérieure à l'énergie d'agitation thermique. 

Lorsque les conditions (66.1) sont vérifiées, une distribution de 
quasi-équilibre s'établit entre les états fo, f1, fo « . . d'énergies 
E (fo) <E (f,)<E (f:) < ... Cette distribution est déterminée 
par la température du cristal: elle suit la loi de Boltzmann 


W (5) E (fn —E (fo) 
MAUR (— 1). (66.2) 


(66.1} 
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Pour des températures très basses, l'émission se produit à partir de 
l'état f,. L'émission correspondante est appelée luminescence ther- 
malisée. Cependant cette thermalisation n'est pas réalisée par rap- 
port à l’état fondamental, mais par rapport à un état excité fo si- 
tué plusieurs électrons-volts au-dessus de l'état fondamental. 

L'excitation électronique peut renfermer une énergie dix ou 
cent fois supérieure à l’énergie d’agitation thermique, pendant une 
durée assez longue. Les particularités de cette « isolation » sont dé- 
terminées par la structure électronique des éléments déterminant 
l'émission (atomes de terres rares, molécules aromatiques, etc.). 
La durée de l’émission lumineuse varie largement selon les substan- 
ces et les conditions: depuis un milliardième de seconde pour les 
atomes et les molécules jusqu'à plusieurs heures ou plusieurs jours 
pour les cristallophosphores. 

Lorsque la durée de vie radiative devient égale au temps de 
relaxation, la distribution de quasi-équilibre ne peut s'établir 
complètement. L'émission provient d'un certain nombre d'états 
excités; cette émission s’appelle luminescence chaude. 

Les diffusions Rayleigh et Raman de la lumière sont habituelle- 
ment étudiées à l’aide d’un rayonnement monochromatique intense 
dont la fréquence tombe dans une région de transparence du cristal. 
Dans ces conditions le spectre de diffusion se trouve loin du spectre 
de luminescence, dont on le distingue facilement. L'intensité de 
diffusion est très faible. Cependant au fur et à mesure que la fré- 
quence d'excitation se rapproche de la résonance, l'intensité de 
diffusion augmente fortement [463, 464]. 

Les diffusions Rayleigh et Raman de résonance diffèrent peu de 
la luminescence (si l’on n'utilise pas la définition de la luminescence 
donnée par Stépanov). Heitler ([465], $ 20) a montré que la nature 
de l'émission Rayleigh résonante sur un niveau de largeur y dépen- 
dait de la composition spectrale de la lumière incidente. Lorsque 
le système est irradié par une lumière à spectre continu dans le 
domaine y, on observe une luminescence résonante, c'est-à-dire la 
présence de deux phénomènes indépendants: absorption, puis émis- 
sion ultérieure de lumière dont la distribution spectrale correspond 
à la largeur du niveau quantique y du système. Lorsque le système 
est irradié par une lumière monochromatique de largeur y, & Y, 
la raie d'émission possède la même largeur y, et la même forme que 
la lumière incidente. Dans ce cas l'absorption et l'émission forment 
un processus cohérent à un photon. Le système quantique « se sou- 
vient » du photon absorbé. Dans ces conditions, au moment de l'in- 
teraction avec la lumière, l’énergie du système quantique ne pos- 
sède pas de valeur bien déterminée. Ainsi, dans le processus de fluo- 
rescence résonante, on ne peut dire dans quel état (fondamental ou 
excité) se trouve la molécule. C’est seulement lorsque l'état quanti- 
que de la molécule est bien déterminé que la largeur du spectre 


586 DIFFUSION DE LA LUMIÈRE ET LUMINESCENCE [CH. XIV 


d'émission peut être supérieure ou égale à la largeur de l’état consi- 
déré y. Ces conditions peuvent être réalisées en mesurant l’'émis- 
sion pendant un temps petit par rapport à la durée de vie 1/y. Dans 
le processus d'absorption et d'émission, lorsque la molécule est dans 
l'état excité, ces deux processus deviennent indépendants et le 
rayonnement émis a une largeur propre. 

Nous appellerons luminescence l’émission secondaire après 
déduction de l'émission thermique, s’accompagnant d'une transi- 
tion du système quantique depuis un état quantique déterminé réel 
(de durée de vie finie supérieure à la durée de vie du photon) vers 
un état d'énergie inférieure. Les processus d'absorption et de lumi- 
nescence sont indépendants et ne sont pas cohérents. Ils ne sont 
même pas liés cinématiquement par les lois de conservation de l’éner- 
gie et de l'impulsion. La distribution spectrale de la luminescence 
est due à la nature (largeur, etc.) et à la distribution énergétique 
des niveaux électroniques concernés par la transition. La définition 
de la luminescence donnée par Stépanov et Apanassévitch [462] est 
un cas particulier de cette définition. 

Comme l'indice de réfraction, pour des fréquences voisines de la 
résonance, atteint des valeurs élevées, l’émission secondaire effectue 
de multiples réflexions avant de quitter le cristal. À cause des phé- 
nomènes de réabsorption et de diffusion Raman sur les phonons 
(très probables au voisinage de la résonance) la distribution spec- 
trale de l'émission secondaire peut dépendre des dimensions du 
cristal. A basse température, la diffusion s'accompagne surtout d’une 
émission de phonons. Par conséquant l'intensité du rayonnement 
émis. correspondant à la transition sans phonons, diminue, et l’in- 
tensité des composantes Stokes augmente. Lorsque la température 
croît, les effets dus à la diffusion combinatoire des photons dimi- 
nuent. Ceci résulte de compensations par des transitions polaritoni- 
ques inverses, liées au renforcement des composantes anti-Stokes : 
ces transitions correspondent au passage d’une énergie E << E, aux 
énergies £ > E, voisines du bord de la bande excitonique caracté- 
risée par une grande densité d'états. 

Les diffusions Rayleigh et Raman sont des processus dans les- 
quels les états excités du cristal interviennent à l’état virtuel (même 
lors de la résonance). Dans la diffusion Rayleigh, les processus d'ab- 
sorption et d'émission sont liés de manière cohérente. La diffusion 
Rayleigh apparaît comme un seul processus de diffusion élastique 
des photons sur le cristal. L'étude des interactions du photon et du 
cristal par la théorie des perturbations fait intervenir des états 
intermédiaires virtuels. Ces états virtuels n'indiquent en rien que 
le système passe réellement dans un état excité. D'après la théorie 
des perturbations. la fonction d'onde du cristal en interaction avec 
le photon se présente sous la forme d'une superposition des fonctions 
d'ondes d’états excités propres de l'hamiltonien non perturbé. Ce- 
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pendant on peut développer la même fonction sur n'importe quel 
autre système complet de fonctions orthonormées, définies sur le 
même espace de variables indépendantes. Aucun terme de la super- 
position n'a de signification en soi. 

La distribution spectrale de l'émission due à la diffusion élasti- 
que correspond à la distribution spectrale des photons dans le fais- 
ceau lumineux incident. Dans la diffusion Raman la fréquence du 
photon varie, c’est-à-dire une diffusion inélastique du photon se 
produit sur les excitations élémentaires (créées ou absorbées) du 
cristal: phonons, polaritons, magnons, etc. La distribution d'in- 
tensité de l’émission est différente de la distribution spectrale du 
faisceau incident puisqu'elle reflète les propriétés des excitations 
réelles du cristal. Lorsque la lumière incidente est monochromati- 
que, la distribution spectrale de la diffusion Raman est déterminée 
par la distribution spectrale et la largeur des excitations élémentai- 
res créées (ou absorbées) dans le cristal. La description théorique de 
la diffusion élastique ne fait pas intervenir la largeur des niveaux 
intermédiaires. 

Lorsqu'on étudie théoriquement le processus de diffusion Ra- 
man, il ne faut pas oublier que dans le cristal les photons tombant 
dans son domaine de transparence, se présentent en réalité sous la 
forme de polaritons. Lors de la diffusion Raman, le polariton perd 
ou acquiert une certaine énergie. Il se déplace donc par sauts le 
long de la branche polaritonique (voir fig. 68) caractérisant la dis- 
persion du polariton. C’est pourquoi l'émission résultant de ce pro- 
cessus est parfois appelée improprement « luminescence à partir 
d'états polaritoniques ». En réalité, cette émission ne présente pas 
les propriétés générales d’une émission luminescente. Elle apparaît 
comme le résultat de la diffusion Raman des polaritons à l’inté- 
rieur du cristal. La durée de vie de cette émission correspond appro- 
ximativement au temps mis par le photon de même fréquence pour 
traverser le cristal. 

Comme nous l'avons déjà remarqué plus haut, le processus de 
diffusion Raman peut aussi accompagner la luminescence. La théorie 
de ce phénomène a été développée par Miasnikov [466], Miasnikov 
et Fomine [467, 468] et par Sumi (469, 470] (voir $ 67.2). Les pola- 
ritons de fréquence w,, voisine du bord de la bande excitonique, 
peuvent, au cours de leur déplacement dans le cristal. prendre ou 
communiquer de l'énergie #Q,; aux phonons du réseau. A basse 
température, la perte d'énergie est prépondérante. Comme l'énergie 
des photons émis par luminescence diffère peu de l'énergie du ni- 
veau électronique excité, la probabilité de cette diffusion Raman 
est notablement supérieure à ce qu'elle serait si la fréquence de la 
lumière incidente était éloignée de celle de la transition quantique. 

En plus des photons de fréquence w, — Q;, résultant de la dif- 
fusion Raman, le cristal peut émettre aussi des photons de même 
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fréquence correspondant aux transitions quantiques de l’état excité 
à un sous-niveau vibratoire de l’état électronique fondamental. 
Dans ce cas, l’état excitonique formé se dissocie en un photon de 
fréquence © — ; et un phonon de fréquence Q; (transition à 
deux particules). Le photon qui apparaît n’est pas lié de manière 
cohérente à l’exciton. La probabilité de tels processus ne dépend 
pas des dimensions du cristal. Quant à la probabilité d'émission 
des photons issus de la diffusion Raman, elle augmente lorsque les 
dimensions du cristal augmentent, puisque le chemin parcouru par 
les photons à l’intérieur du cristal augmente. 

L'importance relative de ces deux processus dépend du type de 
cristal et de la température. En particulier, pour des cristaux im- 
purs, la luminescence part des états quantiques liés aux impuretés 
(voir $ 68). Dans ce cas le rôle fondamental est joué par des proces- 
sus à deux particules. 

La plupart des résultats expérimentaux montrent que la distri- 
bution spectrale de la luminescence, pour une excitation corres- 
pondant à la bande d'absorption propre du cristal, ne dépend pas 
de la longueur d'onde de la lumière incidente. À basse température 
dans un cristal idéal, la première bande du spectre de luminescence 
coïncide avec la transition électronique pure correspondant au 
niveau singulet d'énergie la plus basse. Ces faits expérimentaux 
renforcent l'hypothèse selon laquelle un état de quasi-équilibre 
thermodynamique s'établit entre les différents états excités. L’émis- 
sion à partir de ces états « thermalisés » est bien un processus lu- 
minescent, puisqu'il fait intervenir des états réels et reflète leurs 
propriétés (largeur, etc.). 

Une évaluation de la durée des processus de relaxation condui- 
sant à cet état de quasi-équilibre thermodynamique donne 10-11 à 
40-13 s. La durée de vie radiative des états singulets est de 1077 à 
407% s. Ainsi, même pour des températures pas très basses (voir 
$ 67.2), la distribution de quasi-équilibre a le temps de se réaliser. 
Dans certains cas cependant, elle ne réussit pas à s'établir. On ob- 
serve alors, pour différents types d'’excitations, diverses distribu- 
tions éloignées de la distribution de quasi-équilibre. Par exemple, 
la distribution de quasi-équilibre s'établit beaucoup plus rapide- 
ment entre des états singulets que la distribution d'équilibre entre 
un état singulet et un état triplet. 

L'énergie des excitations en triplet dans les cristaux est infé- 
rieure à celle des excitations en singulet. Cependant, en raison des 
faibles interactions entre états triplets et singulets, et de la faible 
durée de vie radiative de ces derniers, les états singulets émettent 
souvent avant que le cristal ait le temps de passer à l’état triplet. 

Lorsque des excitons triplets sont créés, au cours de leur longue 
durée de vie, des millions de fois supérieure à la durée de vie des 
excitons singulets, ils peuvent, à la suite d’un choc, se transformer 
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en excitons singulets. Il se produit ce que l’on appelle l’annihilation 
triplet-triplet. L'émission intervient alors, après une relaxation 
rapide vers l’état singulet d'énergie la plus basse. Cette émission 
s'appelle « fluorescence retardée », parce que l'énergie a été long- 
temps conservée dans les états triplets. La distribution spectrale 
de la fluorescence retardée est la même que celle de la fluorescence à 
partir de l’état singulet excité directement. 

En étudiant les spectres d'absorption et de luminescence de 
cristaux moléculaires purs, on a découvert qu’à basse température le 
versant du spectre de luminescence situé du côté des courtes longeurs 
d'onde correspondait directement au versant du spectre d’absorp- 
tion du côté des grandes longueurs d'onde. Cet effet met en évi- 
dence l’origine commune des états émetteurs et absorbants. Cepen- 
dant on observe rarement une coïncidence résonante exacte des 
bords de la bande d'absorption et de la bande de luminescence. 

Lorsque la liaison excitons-phonons est forte, des excitations 
locales «4 autopiégées » peuvent apparaître (cf. $ 51). La bande éner- 
gétique de ces excitations est très étroite et située en dessous de la 
bande des excitons libres. Lors de l’établissement de la distribution 
de quasi-équilibre, au moment de l’émission, la plus grande partie 
de l'excitation passe dans un état excitonique localisé, à partir 
duquel se produit l'émission. Dans ces conditions le spectre de 
luminescence est constitué de bandes larges déplacées vers les gran- 
des longueurs d'onde par rapport au bord de la bande d'absorption. 
Même à basse température il n’y aura pas de coïncidence résonante 
entre les bords des bandes de luminescence et d'absorption. 

Jusqu'à présent, les possibilités d'investigation expérimentale 
étaient limitées, dans l’échelle des temps, aux ordres de grandeur 
1078 à 10-9 s. Ceci ne permet d'étudier que l'établissement de la 
réponse du milieu à une perturbation électromagnétique extérieure. 

La théorie développée dans ce livre a été elle aussi adaptée à 
l'étude de ces processus. La mise en œuvre de la méthode des fonc- 
tions de Green et des fonctions de corrélation s'appuie sur l’établis- 
sement adiabatique des interactions au temps t — —o. Dans ce 
cas, même pour un faible amortissement, les excitations propres du 
système finissent toujours par s’amortir et il ne reste plus que les 
oscillations forcées correspondant à la perturbation extérieure. Les 
processus de relaxation rapides déterminent la largeur des raies 
spectrales. 

L'établissement d’un régime dans un milieu condensé est carac- 
térisé par des concepts généraux: la permittivité, l'indice de ré- 
fraction et le coefficient d'absorption. Lorsqu'on étudie l’établisse- 
ment de ces processus, le phénomène de résonance occupe une place 
particulière. Cette notion est largement utilisée en spectroscopie, 
lorsqu'on étudie le spectre des différentes excitations élémentaires 
des milieux condensés. Pour un amortissement très faible, le phe- 
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nomène de résonance est très marqué, l'amplitude du processus 
atteint de grandes valeurs, mais sa durée d'établissement est très 
longue. 

Ilustrons ces assertions par le modèle classique simple d’un 
oscillateur harmonique de fréquence propre w, et d'amortissement . 
Les oscillations forcées de cet oscillateur sont caractérisées par l’équa- 
tion 

x + 2yr + or = E, cos ot. (66.3) 


Compte tenu des conditions initiales x (0) — z (0) = 0 et © = wo» 
la solution de cette équation est 


TZ (t) = [ sin Oo e-Ytsin (£ V wi — Ÿ) | . 


v3 
Pour y w, cette solution devient simplement 
__ Æo 
x (t) = Svus [{— et] sin ot. (66.4) 


A l'instant initial { << 1/y, la solution (66.4) coïncide avec la solu- 
tion de l'équation (66.3) dans laquelle on pose y = 0. Ainsi, à l’ins- 
tant initial, l'amortissement n’a pas d'influence sur les oscillations 
forcées. Cependant, au cours du temps, l'augmentation de l'amplitude 
de vibration (66.4), linéaire au début, tend, pour t > 1/y. vers une 
valeur constante E,/2yw,. Ces états du système sont appelés régime 
forcé. La grandeur 1/y peut être appelée durée d'établissement du 
régime forcé. La solution générale de l’équation (66.3), lorsque le 
régime forcé est établi (t 5 1/) ne dépend pas du choix des con- 
ditions initiales 

Eo 
FO orme 
tg p = 2yw/(©2— w;). 


cos (ot — p), 
(66.5) 


Par conséquent, c’est seulement le régime forcé qui présente une dé- 
pendance résonante de l’amplitude de vibration en fonction de la 
fréquence w de la force extérieure. Pour des faibles amortissements, 
le phénomène de résonance est très marqué, l’amplitude de vibration 
atteint de très grandes valeurs E,/2yw,, mais la durée d’établisse- 
ment du régime est très longue (=>1/y). 

L'étude des régimes forcés dans les milieux condensés ne permet 
de définir que quelques propriétés des excitations élémentaires 
(fréquence, largeur, polarisation). En particulier, en étudiant les 
spectres d'absorption, de luminescence et les raies Rayleigh et 
Raman, il n’est pas possible de rendre compte par ce moyen des 
processus très rapides (t << 10-19 s). On peut le faire indirectement 
en supposant que la largeur d’une bande d'absorption isolée corres- 
pond seulement à des processus de relaxation (répondant à une loi 
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de décomposition exponentielle): la durée de vie t de l'excitation 
est alors reliée à la largeur énergétique AE de la bande par le rapport 
simple 


t = A/AE ou t = {2nc[A-1]} ts, (66.6} 


où [A 71] est la largeur de la bande d'absorption exprimée en cm”, 
c la vitesse de la lumière (cm/s). 

Cependant dans les corps solides et liquides, la largeur de la 
bande d'absorption n'est pas due seulement à des processus de rela- 
xation, mais aussi à une structure des bandes d'états correspondant 
aux excitations élémentaires. Î] peut y avoir aussi un élargissement 
non homogène des bandes, en particulier dans les liquides et dans. 
les cristaux imparfaits. En outre, la loi de décomposition des états 
excités n’est pas toujours exponentielle (voir $ 57), c'est pourquoi 
l'expression (66.6) permettant le calcul des durées de vie peut con- 
duire à des résultats erronés. La formule (66.6) détermine seule- 
ment la limite inférieure de la durée de vie de l’état correspondant. 

Ces derniers temps. de nouvelles possibilités d'investigation, 
utilisant des impulsions laser de durée très courte (10-1* s). sont 
apparues. Cette technique des picosecondes permet d'étudier le 
déroulement temporel du processus de luminescence, la dynamique 
des transferts énergétiques entre différentes excitations élémentaires. 
des corps solides et liquides. L'étude de l’évolution temporelle des 
processus de relaxation (création et annihilation de vibrations et de 
rotations moléculaires. etc.) pourrait donner de précieuses infor- 
mations sur les particularités des interactions moléculaires et leur 
dépendance en fonction de la température. 

En utilisant la technique des picosecondes, Alfano et Shapiro 
[471] ont mesuré directement en 1971 la durée de vie des phonons 
optiques de fréquence 1086 cm”! dans la calcite. À 297 K, cette durée 
de vie est égale à (8,5 + 2)-10-!° 5, et elle augmente lorsque la tem- 
pérature s'abaisse à 100 K, jusqu’à (19,1 + 4)-10- s. Auparavant 
on évaluait la durée de vie des phonons en utilisant la largeur des 
raies de diffusion Raman. En utilisant la formule (66.6), on trouve 
pour la durée de vie des phonons (mesurée plus haut par une autre 
méthode) respectivement (3,6 à 4.8) -10-! s et 7,7-10-1° s, pour les 
mêmes températures. Ces valeurs, comme il fallait s’y attendre, 
sont plus petites que les valeurs des durées de vie mesurées directe- 
ment. 


$ 67. Luminescence excitonique des cristaux 


La luminescence des cristaux, comme l’absorption (voir chap. 11), 
dépend des valeurs relatives des paramètres f et y. Le premier carac- 
térise (voir (54.3)) les interactions des excitons et des photons, et 
le deuxième la relaxation des excitons vers d’autres états. Le para- 
mètre y est défini par les interactions des excitons avec les phonons, 
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les impuretés et d'autres défauts du cristal. Il dépend beaucoup de 
la température et de la pureté du cristal. 

Lorsque la température n’est pas trop basse, on a d’habitude 
f & y- Dans ce cas. la reconversion des excitons en photons peut 
être calculée par la méthode des perturbations. Une interaction 
forte des excitons avec les vibrations du réseau nécessite l’utilisation 
d’une théorie tenant compte d’approximations d'ordre supérieur par 
rapport à cette interaction. Nous supposerons que Ja distribution 
de quasi-équilibre des excitons sur les sous-niveaux de la bande 
excitonique la plus basse est réalisée. La probabilité d'émission 
Uium (©) peut être reliée à la probabilité d'absorption w,r (&) 
de la lumière de fréquence «: 


Wium (©) = const -&,ps (©) exp (—w/AT). (67.1) 


À très basse température. pour des cristaux présentant des exci- 
tons dipolaires actifs (d'énergie la plus basse), on ne peut étudier 
l'interaction exciton-photon par la théorie des perturbations. En 
raison de la grande probabilité de reconversion réciproque exciton- 
photon. il faut calculer exactement leur interaction. Ceci peut être 
facilement réalisé en utilisant la représentation par des polaritons, 
caractérisant les états quasi stationnaires du système excitons- 
photons en interaction (voir $ 45). On étudie alors l'interaction 
polariton-phonon par la méthode des perturbations. 


67.1. Luminescence des cristaux présentant une liaison exciton- 
photon faible. Nous conviendrons de parler de liaison exciton-pho- 
ton faible lorsque l'interaction exciton-photon est plus faible que 
l'interaction exciton-phonon, c'est-à-dire lorsque f € y. Cette iné- 
galité est vérifiée pour de nombreux cristaux lorsque la température 
n'est pas trop basse, et presque toujours pour des états locaux ou 
liés aux impuretés (en raison de leur faible densité). 

Dans les cristaux luminescents, la probabilité de transformation 
complète de l'énergie d’excitation électronique en chaleur est infé- 
rieure à la probabilité d'émission. Comme l'interaction exciton- 
phonon est forte. l'établissement de la distribution de quasi-équilibre 
est relativement rapide (—10-! s). C’est pourquoi le spectre d’émis- 
sion ne dépend pas de la fréquence de l’onde incidente. Le caractère 
de la luminescence dépend de la température, de la structure des 
bandes excitoniques et de la nature de l'interaction exciton-phonon. 

Le plus souvent les excitons de la bande énergétique la plus 
basse ont une masse effective positive, et le minimum d'énergie 
correspond à la valeur k = 0. Dans ce cas, pour des températures 
assez basses, mais telles que l'inégalité Æ (Q) — E (0) < 4T reste 
valable, l’absorption résonante et l'émission ont pour origine des 
états dont le vecteur d'onde k est égal au vecteur d'onde Q de la 
lumière dans le cristal. 
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Lorsque la température augmente, un nombre croissant d'états 
d'énergies E (k) supérieures à £ (Q), est peuplé. La luminescence 
à partir de ces états nécessite la participation d'un phonon de vec- 
teur d'onde q tel que k — q = Q. Les transitions faisant intervenir 
des phonons sont moins probables. Elles constituent un fond continu 
de faible intensité autour de la fréquence fondamentale « (Q) — 
= E (Q)/R. Lorsque la température augmente, l'intensité du fond 
augmente (la probabilité de transition augmente). Celui-ci s’étend 
du côté des courtes longueurs d'onde, puisque le domaine d'états 
excitoniques occupés tels que | k | > | Q | augmente. La lumines- 
cence à partir d'états | k | =£ | Q | devient également possible aux 
points où la symétrie translationnelle au cristal est détruite (défauts 
du réseau, surface du cristal). L'’intensité de ces transitions est 
proportionnelle à la concentration en défauts et ne dépend pas de la 
température (lorsque ces défauts ne sont pas créés par l'agitation 
thermique). 

On peut aussi observer des transitions, non pas vers l’état fon- 
damental, mais vers les sous-niveaux vibratoires correspondants, 
constituant une « bande vibratoire » d'oscillations intramoléculai- 
res. Les transitions électroniques autorisées se combinent aux états 
vibratoires correspondant à des oscillations intramoléculaires totale- 
ment symétriques. La largeur de ces bandes vibratoires est pratique- 
ment nulle (14 à 2 cm!) en raison de la petitesse des interactions 
résonantes dues aux vibrations totalement symétriques. 

Les transitions quantiques, à partir d'un état excitonique vers 
un état de la bande vibratoire Q (q), répondant à l'émission d’un 
photon (w, Q) ne sont possibles que si les règles de sélection 


ho = E(k)—AQ (q), k+q—Q 


sont satisfaites. Comme Q (q) = ,, les règles de sélection sont 
satisfaites pour n'importe quel vecteur d'onde k. Par conséquent 
l'émission peut avoir pour origine n'importe quel sous-niveau peuplé 
de la bande excitonique. Lorsque la température augmente, le nom- 
bre de niveaux peuplés augmente et la bande de luminescence s’élar- 
git atteignant la valeur Z de la largeur de bande excitonique. L'’in- 
tensité de cette large bande de luminescence augmente aussi. 

Une autre particularité des transitions vers des états de la bande 
vibratoire (dans des cristaux contenant au moins deux molécules par 
maille élémentaire) est qu’elles donnent naissance à une émission 
faiblement polarisée ouŸmême non polarisée. Un exemple en est 
fourni par un cristal de groupe d'espace C5 contenant deux molé- 
cules par maille élémentaire. À chaque vibration intramoléculaire 
totalement symétrique (de symétrie À,, pour une molécule de symé- 
trie D.,) correspondent dans le cristal deux bandes vibratoires de 
symétrie À, et BP, du groupe facteur C1. Ces deux bandes ont la 


+ 


même énergie. Le moment dipolaire de transition à partir d’un 
38—0534 
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niveau excitonique 4, vers l’état vibratoire À, (de même symétrie 
que l’état fondamental) est associé à la représentation irréductible 
Au X Ag = À, du groupe facteur C:,. 11 est donc parallèle à l'axe 
monoclinique. L'autre moment dipolaire de transition du même 
niveau excitonique 4, vers l’autre état vibratoire PB, a pour symétrie 
Au X B; = Bu; il est donc dirigé perpendiculairement à l'axe 
monoclinique. Pour une même probabilité des deux transitions. 
l'émission résultante est non polarisée. 

Lorsque la lumière incidente est absorbée par une bande excito- 
nique de masse effective négative, c'est le niveau Æ (Q) correspon- 
dant au maximum de la bande qui est d’abord peuplé. Ensuite 
l’exciton relaxe relativement vite vers des sous-niveaux de la même 
bande, mais d'énergie inférieure Æ (k) pour | k | > Q. La transition 
directe à partir de cet état vers l’état fondamental est interdite d'’a- 
près la règle de sélection k — Q. Seules les transitions vers des niveaux 
vibratoires de l’état fondamental sont autorisées. Ainsi, lorsqu'on 
crée un exciton de masse effective négative, la bande de lumines- 
cence coïncidant à la résonance avec la bande d'absorption peut 
manquer. En tout cas elle sera très faible à cause du faible peuple- 
ment du sous-niveau (k — Q) excitonique correspondant. 

Dans le spectre de luminescence figurent seulement des bandes 
non polarisées. Ces bandes correspondent à des transitions s’accom- 
pagnant de l'excitation de vibrations intramoléculaires. Ces bandes 
sont situées à côté des bandes d'absorption, vers les grandes longueurs 
d'onde et à une distance égale à la somme de la largeur de bande 
excitonique et de l'énergie de lo vibration intramoléculaire (à basse 
température). Lorsque la température augmente, la largeur de bande 
et l'intensité augmentent, en raison du remplissage croissant des 
niveaux voisins du fond de la bande excitonique. Pour des tempé- 
ratures suffisamment élevées, la largeur de ces bandes électro-vibra- 
toires de luminescence caractérise en gros la largeur de bande excito- 
nique, lorsque celle-ci n’est pas recouverte par d’autres bandes. 

L'étude expérimentale de la luminescence propre des cristaux de 
naphtalène a été réalisée par Shpak et Sheka [472, 473]. Ces auteurs 
ont montré que, pour des cristaux très purs exempts de traces de 
B-méthylnaphtalène, le spectre de luminescence présentait une bande 
à 31480 cm’!, polarisée perpendiculairement à l’axe monoclinique. 
Cette fréquence est voisine de la fréquence 31476 cm”! correspondant 
au maximum de la bande d'absorption. Cette polarisation et la 
coïncidence résonante de cette bande avec la bande d'absorption 
prouvent que l'émission observée est bien due à une transition directe 
de l’état excitonique vers l’état fondamental et que près du fond 
de la bande la masse effective de l’exciton est positive. 

A la température de 20 K, la valeur de XT (—14 cm-!) est environ 
10 fois inférieure à la différence d'énergie entre le fond de la pre- 
mière bande excitonique £, (composante parallèle à a) et l'énergie 
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E; (Q) (31623 cm-') du sous-niveau de vecteur d'onde Q (composante 
parallèle à b). C'est pourquoi dans l’état de quasi-équilibre, les 
sous-niveaux ÆE+ (Q) ne se peuplent pas et ne participent pas à la 
luminescence. Cependant, lorsque la température augmente jusqu'à 
77 K, on voit apparaître une bande dans le spectre de luminescence, 
à la fréquence 31623 cm”!}, polarisée le long de l’axe monoclinique 
(composante b). La position et la polarisation de cette bande coïn- 
cident avec la position et la polarisation de la bande d'absorption. 
Ces modifications du spectre de luminescence sont faciles à compren- 
dre sachant qu'à la température de 77 K la valeur de 4T (54 cm!) 
est seulement 2,7 fois inférieure à ÆE4 (Q) — Æ,, et la probabilité 
de transition vers l’état fondamental est 160 fois plus grande pour 
le niveau ÆE% (Q) que pour le niveau E, (Q). 

En plus des bandes fortement polarisées indiquées plus haut, on 
observe aussi dans le spectre de luminescence une bande non polarisée 
dont le maximum est situé à — 30970 cm”!. Cette bande correspond 
à la transition depuis la bande excitonique vers un sous-niveau vi- 
bratoire de l’état fondamental. Celui-ci est dû à une vibration intra- 
moléculaire de 512 cm”!. La largeur de la bande est de 200 cm1 
environ. 

Eu étudiant la polarisation et la variation de l'intensité des 
bandes de luminescence avec la température, pour des monocristaux 
suffisamment purs, puis comparant ces résultats avec le spectre 
d'absorption, on peut dans de nombreux cas établir leur nature. Ces 
bandes du spectre de luminescence, fortement polarisées, dont la 
polarisation et la position coïincident avec celles des composantes 
du doublet d'absorption résonante. sont attribuées à des transitions 
directes entre les bandes excitoniques et l’état fondamental. A basse 
température, dans le spectre de luminescence, on observe seulement 
la composante de plus grande longueur d'onde. 

Les transitions entre les bandes excitoniques et les sous-niveaux 
vibratoires de l’état fondamental se manifestent dans le spectre de 
luminescence sous la forme de bandes relativement larges, diffuses 
et non polarisées. Leur largeur augmente sensiblement avec la tem- 
pérature. On les distingue facilement des bandes de luminescence 
des impuretés et des excitations localisées. La largeur de ces dernières 
est moins sensible à la température. 

Ces particularités des différentes bandes du spectre de lumines- 
cence se retrouvent bien dans le spectre de luminescence du cristal 
d'anthracène. L'étude la plus complète à ce sujet (pour les tempé- 
ratures de 20,4, 77 et 290 K) a été réalisée par Shpak et Sheremet 
[474]. À 20,4 K, le spectre de luminescence de cristaux d’anthracène 
très purs, en polarisation parallèle à b, présente d’abord une bande 
intense (largeur —60 cm?) dont le maximum est situé à 25055 cm -!. 
La polarisation et la position du versant orienté du côté des lon- 
gueurs d'onde courtes correspondent à la polarisation et à la position 
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de la bande d'absorption parallèle à b. Du côté des grandes longueurs 
d'onde par rapport à cette bande, on observe de larges bandes de 
luminescence qui correspondent visiblement à des transitions entre 
la bande excitonique et différents sous-niveaux vibrationnels de l’état 
fondamental. Les vibrations intramoléculaires concernées ont pour 
fréquences 394, 1167, 1262, 1402, 1558 et 1644 cm”! (déterminées 
d’après le spectre de diffusion Raman). 

À la température de 77 K on voit apparaître encore une bande 
dans la composante a du spectre de luminescence à 25200 cm -! envi- 
ron. Le versant des courtes longueurs d'onde se prolonge jusqu'à 
25300 cm”! et recouvre partiellement la bande d’absorption corres- 
pondant à la deuxième composante du doublet d'absorption réso- 
nante. Dans le spectre parallèle à b, cette bande de luminescence 
manque. 

Pour construire la théorie la plus simple de la luminescence 
dans le cas d’une liaison excitons-photons faible, nous partirons de 
l'hamiltonien du système exciton-phonon: 


H = Ho + Hit (67.2) 


H,= D'exBiBi+ > QD (67.2a) 
k q 


est l'opérateur des excitons d'énergie eX et des phonons d’énergie 
fQa (pas d'interaction); 


Fin = 7x Di FR, 4) Bi-aBe (baba) (67-2b) 
k, q 


est l'opérateur d'interaction exciton-phonon, linéaire par rapport 
aux opérateurs des phonons, F (k, q) = F* (k + q, —q). 

Supposons que les photons transversaux sont décrits, dans le 
cristal, par l’hamiltonien 


Hph = à hogaèao, &o=cQ/V 8, (67.2c) 


où © est le vecteur d'onde des photons dans le cristal; e, la permitti- 
vité diélectrique du cristal due à tous les états électroniques excepté 
ceux qui figurent dans (67.2a). Dans les expressions écrites plus haut, 
BX, b4, a sont les opérateurs de création des excitons, des phonons 
et des photons, et By, ba, ag sont les opérateurs d'annihilation 
respectifs. 

D'après (45.11) l'opérateur d'interaction des photons (w, Q) 
(de polarisation définie par le vecteur unitaire e) avec les excitons est 


Hawm= à D (09) (Biag + Biaë) ôko (67.3) 
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D (wg) = ie, (ed) Va | 


Ici e, est l'énergie de l’excitation électronique, d le moment dipo- 
laire électrique de transition, v le volume de la maille élémentaire. 
On se propose d'exprimer la probabilité d'émission d’un photon 
d'énergie Âwg par unité de temps lors d'une transition de l’état 
| i) du cristal (énergie fiw;) à l’état | f) d'énergie Aw,. La probabilité 
totale peut être obtenue en prenant la moyenne sur les états initiaux 
à l’aide de la matrice densité, et en sommant sur tous les états 

finals f: 
= D (0) D piltflBolil6(@—wi+a). (67.4) 

i, 1 


Cette expression, qui représente la loi d’or de Fermi, suppose 
que la durée de vie excitonique est assez longue pour que puisse 
s'établir, à la température du cristal, un état d'équilibre thermody- 
namique entre les différents sous-niveaux de la bande excitonique. 
Ainsi le nombre moyen d'excitons sur le sous-niveau de vecteur 
d'onde Q et d'énergie eQ sera 


rQ = Tr{pBéBo}={expB(eo—eo—u)1l—1}1; (67.5) 


dans cette expression B — 1/XT, e, est l’énergie du bord inférieur 
de la bande excitonique, u le potentiel chimique des excitons, que 
l’on détermine en égalant la densité moyenne des excitons à leur 
nombre r (n est supposé fixe). Ainsi 


n=Tr{p: © BèBo)- 


La résolution de cette équation permet d'exprimer le potentiel chi- 
mique en fonction de la température et de la densité de particules. 
Ce calcul a été effectué par l’auteur ([276], chap. IV, $ 3) pour des 
excitons de masse effective positive. 
Pour des faibles densités excitoniques, lorsque 

n 1 kT \ 3/2 

rv<s(r) : 
le potentiel chimique (calculé à partir du bord inférieur de la bande 
excitonique) a une grande valeur négative, et la fonction de distri- 


bution des excitons (67.5) devient la fonction de distribution de 
Boltzmann 


nQ = exp {B Iu — col}. (67.6) 
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Dans ce qui suit nous nous intéresserons au rapport 


US — exp {B [eo —eo+al}- (67.7) 


rQ 


Lorsque l'interaction exciton-phonon n'est pas très forte et la 
densité d'excitons est petite, on peut négliger les variations du 
spectre de phonons causées par l'excitation électronique du cristal. 
Nous utiliserons donc l’expression 


Va = Tr {p1bäba} = (ea — 1)": (67.8) 


pour exprimer le nombre moyen de phonons du cristal. 
Pour calculer la probabilité (67.4) il est commode d'introduire 
la fonction de corrélation temporelle des photons 


S (Q, t)= à Pi il B&Ba (t)li), (67.9) 


Bo(t)=eixt/hBoe-iHtn, 
(H—ho)li)=0, (H—ño,)|f)=0. (67.10) 


Compte tenu de (67.10) la fonction de corrélation devient 


S (Q, = D piltflBlil?exp[i (y —w) t]. 


La transformée de Fourier de cette fonction est définie par l'ex- 
pression 


co 


S(Qo)= | 5 (Q ea 


= 21 © piltflBali2 8 (0; —ws+w). (67.11) 
4, / 


Comparant (67.11) avec (67.4) on s'aperçoit que la probabilité 
d'émission par unité de temps peut être exprimée par la transformée 
de Fourier de la fonction de corrélation temporelle des excitons (67.9) 


d L 
SL = f21D (uÿ)12S (Q, we (67.12) 


Pour calculer explicitement cette expression, il faut connaître la 
structure des bandes excitoniques ex et phononiques ( ainsi que 
la forme explicite de la fonction F (k, q) de liaison exciton-phonon, 
déterminant l'opérateur d'interaction (67.2b). Pour des cristaux 
réels, toutes ces grandeurs sont mal connues, c’est pourquoi le calcul 
est généralement entrepris sur des modèles. 
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Si l’on ne s'intéresse pas aux détails de la structure du spectre 
de luminescence excitonique on peut donner une description théori- 
que du phénomène en utilisant la méthode des moments [475]. Pour 
introduire la représentation par les moments de la fonction spectrale 
de luminescence, transformons la fonction (67.11): 


S(Q, w)= | 5 (Q, t) eitu—oot at, (67.13) 
où w, est une fréquence fixée; 
F(Q, = ets (Q, 1 =— | S(Q, w)eiwo-u)t do. (67.14) 


Différentions la fonction (67.14) par rapport au temps: 


M, (Q) = [+ ÉD] 2 [ @—0g" 5 @ w) dw. (67.15) 


10 


Déterminons la fréquence w, à partir de la condition 
M (Q=— [ (w — w9) S(Q, w) do =0. (67.16) 


La grandeur M, peut alors être appelée moment centré d'ordre nr 
de la raie d'émission spectrale. La fréquence w, correspond alors 
au e«centre de gravité» de cette raie. 

La fonction de corrélation elle-même (67.14) peut être exprimée 
en fonction des moments centrés de différents ordres 


5 (@ = ic 1 LE) 8Q@ 09], = 


=> CA M, (@e (67.17) 


D'après (67.15) et (67.9), le moment d'ordre zéro, proportionnel à la 
surface embrassée par la raie d'émission, est égal au nombre moyen 


d’excitons #Q dans la bande, sur le sous-niveau de vecteur d'onde Q: 
Mo(Qm 5 (Q lim 7 | S(Q w)do=ng. (67.18) 

Pour calculer le centre de gravité de la raie spectrale w,, il faut, 
conformément à (67.16), calculer M, (Q) et égaler à zéro l'expression 


obtenue. Pour calculer M, (Q) il faut calculer à _ S (Q, ft). Prenant 
la dérivée de (67.9) par rapport au temps et utilisant l'équation du 
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mouvement 


. dB 1 . 
. m = 6QBo+ AVN > F*(Q, q) Be+q (ba + ba); 
q 


nous obtenons 
[: FH S(Q, 1) |, = ve (BëBo)+ 
1 . | 
Fayr 2F (Q, 4) (B&Bo+a(ba+b-4)). (67.19) 


Ici et par la suite nous utilisons la notation simplifiée 
(D) = Tr (p®) = Tr {® exp [B (x — AH — un)]}, 
où x est le potentiel thermodynamique du cristal, nr — ÿ B$BQ 


l'opérateur du nombre d’excitons, u le potentiel chimique des excitons. 
Substituant (67.19) dans l'égalité 


M: (Q) = [: _ S (Q, e) |, = —@9 [S (Q, é)]e=0 + 


+[is te 1) |, = 0 


et sachant que, compte tenu de (67.9), la valeur {S (Q, t)hk=o = 
— (B&Ba), nous trouvons 


1 (BGBQ+ a (OT g + Pa)} 
= 0Q+ 7x 2 F*(Q, D — 0 (67.20) 
q 


Le calcul des moyennes dans (67.20) peut être réalisé en utilisant 
la théorie thermodynamique des perturbations [476]. Si l’on écrit 


exp (—BA) = exp (—BX) © (B), 


B 
G(B)=® {exp | — | Hint (©) dr |} | (67.21) 
0 
& est l'opérateur de mise en ordre temporelle dans l’intervalle 


(0, À) 


Hint (rt) = eo H,e-Hot, 


les valeurs moyennes (67.20) seront exprimées en fonction des valeurs 
moyennes sur les états du système dans lequel on suppose que les 
excitons et les photons n'interagissent pas (à l’ordre zéro) 


_ {o(B)®) 
(D) = Eh - (67.22) 
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(..….))= Tr{exp(B(x—Ho+un)] ...}. 
Ainsi 
(0 (8) BBo+a a+ b*m))o 


(BèBo+a (ba + = a)) = {o (B)ho 


Développons © (B) en série suivant H.;:+ et limitons-nous aux termes 
quadratiques par rapport à la fonction F (Q, q): 


ng+1 = 
ho = R0Q— DER D, IF(Q, q)[? 70+a X 
q 


B B 
x | (1+ Va) | elata” to "a tv | Cora” to+"2a)t dx]. (67.23 
0 0 


De manière analogue, différentions par rapport au temps (67.9) 
et utilisons les équations du mouvement d’'Heisenberg pour les opé- 
rateurs. On peut trouver le rapport des différents moments d'ordres 
supérieurs au moment d'ordre zéro: 


, ( ne. RQ+q 


, = Sur (Q q)l° ess [(1 + Àva) (gra — co) — AN]. (67.25) 
q 


Nitsovitch [475] a explicité les expressions (67.23) à (67.25) pour 
le cas d’un cristal cubique isotrope simple contenant une molécule 
par maille élémentaire d’arête a. Nous présentons les principaux 
résultats de ce calcul. Dans l’approximation de la masse effective, 
l'énergie des excitons est une fonction quadratique du vecteur d'onde : 


eg = €o + #°Q/2m* ; (67.26) 


ici n* est la masse effective de l’exciton, elle est reliée à la largeur 
de la bande excitonique L par l'égalité 

m* = Un? 
2a5L ° 

Dans ce qui suit nous étudierons les régions visible et ultraviolette 
du spectre, pour lesquelles Qa << 1. On peut donc poser partout 


le. "4 
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Supposons que l'interaction des excitons avec les phonons opti- 
ques de dispersion 4 — 0 soit définie par les fonctions 


| Fopt (0, q)l?= 
L fépt {1 —(ga/x)?] pour les excitons de Frenkel, 


2 
a? (qa/x)? pour les excitons de Wannier-Mott. SR 


La fonction d'interaction des excitons des deux types avec la branche 
acoustique de vibrations, de dispersion Q4 = Q, | qa/x | sera 
approximée par 

ga 


Fac (0, 92 fâe | < 


Dans les expressions (67.23) à (67.25), passons de la sommation 
sur q à l'intégration sur la variable y — qa/x. Nous obtiendrons 
l'expression des premiers moments des bandes spectrales de lumi- 
nescence. 

Dans les cristaux à bandes larges, #T << L, lorsque les excitons 
interagissent avec des phonons optiques dont l'énergie AQ, € L, 
le centre de gravité de la courbe est donné par 


: (67.28) 


ho = eg —(1+ 70) (1+ 2v0) fènt/L. (67.29) 
Les premiers moments centrés sont respectivement égaux à 
Mo = rQ; 

ra 3kT kRT \27/ kT \3/2 

M:1M = aÆ opt (1 + 2vo) [1 +4 (5) [(+) : 
(67.30) 

3x Va — 28 1 KT \5/2 

M Mo mm VS fnL[1+%,—28e] (4) (67.31) 


pour des excitons de Frenkel et à 


MM EVE 0 (1425) (EL YA, (67.32) 


MMo=n Vrai | 149 — De (E)T (67.33 


pour des excitons de Wannier-Mott. 

Les moments de la courbe de luminescence, déterminés par 
l'interaction des deux types d’excitons avec les phonons acoustiques, 
à des températures supérieures à la température de Debye, 


MaMo= a Va 5e (+), (67.34) 


MyMo= EYE p[ EE no ]( 4). (67.35 
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Il résulte des expressions obtenues que la largeur des bandes de 
luminescence diminue sensiblement lorsque la température diminue. 
L'asymétrie de cette même bande de luminescence change de signe 
à une certaine température critique, pour les interactions avec des 
vibrations optiques. Pour des interactions avec des vibrations acous- 
tiques, l’asymétrie est toujours positive, au-dessus de la température 
de Debye. 


67.2. Luminescence de cristaux présentant une liaison exciton-pho- 
ton forte. Nous dirons que la liaison exciton-photon est forte lorsque 
f> v. On peut observer une liaison forte à très basse température 
pour des cristaux, dont l'excitation électronique la plus basse a un 
caractère dipolaire électrique et une force d'oscillateur élevée. 
L’anthracène et le sulfure de cadmium très purs font partie de ces 
cristaux. 

Dans le cas d’une liaison exciton-photon forte, on observe dans 
le spectre de luminescence une raie sans phonons très faible *) l’émis- 
sion de plus grande longueur d'onde présentant une structure assez 
developpée. Ces particularités de la luminescence furent expliquées 
par Miasnikov [466], Miasnikov et Fomine [467, 468] et Sumi [469], 
en tenant compte d'une diffusion Raman des photons avant leur 
sortie du cristal. 

Dans la région spectrale considérée l'indice de réfraction de l’onde 
électromagnétique est élevé et, par conséquent, la plupart des pho- 
tons d’énergie égale ou inférieure au bord inférieur de la bande exci- 
tonique effectuent de multiples réflexions à l’intérieur du cristal 
avant de le quitter. Comme le paramètre f est grand (c’est-à-dire 
la liaison exciton-photon est forte et l’énergie du photon proche 
de l'énergie de résonance de l’exciton), la probabilité de diffusion 
Raman est grande. La diffusion Raman multiple et la réabsorption 
conduisent à un affaiblissement de la luminescence au voisinage 
de la fréquence de résonance. En même temps on assiste à une aug- 
mentation d'intensité dans la région de basse fréquence du spectre 
de luminescence. Ces modifications du spectre d'émission seront 
d'autant plus significatives que les dimensions du cristal seront 
grandes. 

La représentation polaritonique (voir $ 45) est un moyen com- 
mode d'étudier la luminescence dans le cas d’une forte interaction 
exciton-photon. Il n’est plus nécessaire de considérer les processus 
de réabsorption, puisque l'interaction exciton-photon dans son en- 
semble est déjà contenue dans l’approximation d'ordre zéro. Le 
processus de luminescence du cristal se réduit à la transformation, 
à la surface du cristal, de polaritons en photons libres. La com- 


*) On appelle habituellement raie sans phonons, l'émission sans participa- 
tion de vibrations optiques. Cependant à la formation d’une raie sans phonons 
prennent part les phonons acoustiques. 
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[CH. XIV 
position spectrale de la luminescence F (w) est déterminée par la 
densité spectrale p (w) des polaritons de fréquence w au voisinage 
de la surface et la probabilité de sortie du cristal. Pour des polaritons 
de vitesse de groupe v (w) tombant normalement sur la surface du 


EmeV | 


mn 


E -4 
Û 2 40 
k, 10%cm! 


Fig. 83. Dispersion des deux bran- 
ches polaritoniques dans un cristal 
de sulfure de cadmium. 

Les lignes en pointillé représentent les 


cristal, la fonction F (w) est définie 


£*# par la formule simple 


F, (wo) = 
= const p(o)v(o) g (wo) In (o)+1F. 
(67.36) 


où 7 (w) et g(w) sont l'indice de 
réfraction et le degré de dégénéres- 
cence des polaritons de fréquence «. 
Lorsque les polaritons arrivent sur 
la surface sous un angle d'incidence 
p > ®o. où l'angle , est donné par 
l'égalité sin qg, nr !(w),il ya ré- 
flexion interne totale. 

Etudions une théorie qualitative 
de la luminescence excitonique, pour 
une interaction forte exciton-photon, 
en considérant un cristal isotrope, 
dont la bande excitonique la plus 
basse (de fréquence (2 (k)) est nette- 


énergies de l’exciton et du photon (pas 
d'interaction) LK69f. ment séparée de tous les autres états 
électroniques. Supposons que la mas- 
se effective de ces excitons soit positive et que la fréquence Q (0) 
corresponde au bord inférieur de la bande excitonique. 
L'opérateur du système excitons et photons transversaux de 
même polarisation, en interaction forte. est déterminé par les expres- 
sions (45.13) et (45.13a). Comme nous l'avons montré au $ 45, dans 
le cas d’une bande excitonique isolée, cet opérateur se réduit à la 
forme diagonale 


H=h 2 ou (k) E (k) En (k) + Eos (67.37) 

où 6, est l'énergie de l’état fondamental; 
oh(k)=t4—(—1) VA 4O TE) Ke), (67.38) 
A=Q(k)—(ck2+ftet, u=1, 2, (67.39) 


e, est la permittivité, qui traduit l'influence de tous les états élec- 
troniques excepté celui que l’on étudie. 

"L'expression (67.38) détermine les fréquences des deux branches 
polaritoniques du cristal. Pour un cristal de sulfure de cadmium, 
ces branches, calculées par Sumi [469], sont représentées sur la 
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figure 83. Les opérateurs de création &! (k) des polaritons sont liés 
aux opérateurs de création et d’annihilation des excitons (B*, BL) 
et des photons (af, a) par les relations 


ex ex h h ,— 


Ainsi le carré des modules des coefficients ux,, Uy, caractérise la 
proportion d’excitons et de photons entrant dans la composition 
de l’état polaritonique (u, k) de même vecteur d'onde. 

La fonction de distribution des polaritons p (w) se laisse déter- 
miner en excitant le cristal par une lumière monochromatique de 
fréquence w >> © (0). À basse température, lorsque l'énergie d'’agi- 
tation thermique est sensiblement inférieure à l'énergie correspondant 
à l'éclatement entre les deux branches transversale et longitudinale 


de l’exciton (pour k = 0, elle est égale à 2hf/Ve,), seuls les pola- 
ritons de la branche inférieure auront une réelle efficacité dans le 
processus de luminescence. Par la suite nous étudierons exclusive- 
ment ces polaritons, et nous omettrons l'indice u qui caractérise le 
numéro de la branche polaritonique. 

A un facteur de normalisation près (d’après le $ 45) les fonctions 
ux et ww de la branche polaritonique inférieure sont déterminées 
par les égalités 


ex _o(W)—Q(k) pn_ clkl—@(k) ph 
k — o(R)+0(E) ? k — e[k|+o(k) *° 


ph __ [clk] + (k)] [w (k) —Q (k)] un 
RO + Pers 


Il résulte de la formule (67.38) que, dans le domaine de fréquences 
w > © (0), l'énergie de la branche polaritonique inférieure et 
l'énergie des excitons de même vecteur d'onde coïncident pratique- 
ment (voir fig. 83). Dans ce cas, d’après (67.40) et (67.41), on a ap- 
proximativement Ei (k) Æ Bf, ce qui montre que ces polaritons ne 
diffèrent pratiquement pas des excitons. Leur distribution suivant 
les sous-niveaux de la bande excitonique est donnée en première 
approximation par la loi de Boltzmann 


Do (w) — Const-exp ( _— HE OL , O> Q (0) (67.42) 


ue =1À, v 


(67.41) 


(ici on ne tient pas compte des processus de rejet des polaritons dans 
un état de fréquence © << Q (0)). 

Pour w << Q (0) les polaritons ressemblent beaucoup à des pho- 
tons. La proportion d’excitons dans l'état polaritonique est carac- 
térisée par le rapport 


- : ckafs 
_ lelk]+o(kPFlo(k)—Q (KP ° 


ex 
uy 

ph 
US 


(67.43) 
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Plus le paramètre f caractérisant la liaison exciton-photon'estfgrand, 
et plus la fréquence des polaritons « (k) s'approche de celle des 
excitons, plus la proportion d'excitons dans l’état polaritonique 
est grande, et par conséquent plus l'interaction des polaritons avec 
les phonons, conduisant à la diffusion Raman, a de l’importance. 

Supposons que les polaritons soient répartis de manière homogène 
sur tout le cristal. Leur densité spectrale ne dépend que de la fré- 
quence. Supposons que, par un processus de diffusion Raman sur 
des phonons optiques et acoustiques, un polariton de fréquence w 
se transforme en un polariton de fréquence w’. La probabilité de ce 
processus (dans l'unité de temps) a été calculée par Tait et Weiher 
[477] et Miasnikov [466]. Elle peut être écrite sous la forme w (o —+ 
—+ ©’) g (w’), où g (w) est le degré de dégénérescence des polaritons 
de fréquence «. 

Soit une lumière monochromatique de fréquence «, > 2 (0) 
excitant un cristal avec une « vitesse » stationnaire S (w). Une dis- 
tribution énergétique stationnaire de polaritons p (w) est ainsi créée 
dans le cristal. Cette distribution peut être calculée, en utilisant 
l'équation du bilan de particules. Supposons que les polaritons 
soient distribués de manière homogène dans l’espace, et suivant les 
différentes directions des vitesses, dans une lame cristalline infinie 
d'épaisseur L. Pour chaque fréquence w on peut écrire (voir [469]) 


S (&) + | & (&) w (wi: —+&) p (&,) de, = p (&) [Q (@) + 

+ P (o) FR (w)], (67.44) 
où P (w) est la vitesse de sortie des polaritons de fréquence & à tra- 
vers la frontière du cristal. Si v (w) est leur vitesse de groupe, 


r (6, w), le coefficient de réflexion des polaritons tombant sur la 
surface du cristal suivant l'angle 6, alors 


1/2 
P(u)="® | [i—r(8, w)]cosOsin6d0.  (67.44a) 
0 
La deuxième fonction 
Q (w) = | w (© — 3) £ (0) do, (67.44b) 


représente la vitesse de transition d’un polariton de fréquence w 
dans un état de fréquence différente (cette transition est due aux 
chocs avec les phonons). Les valeurs des fonctions P (w) et Q (w) 
calculées par Sumi pour un cristal de sulfure de cadmium sont 
représentées sur la figure 84 (E = fiw). La fonction À (w) définit 
la vitesse avec laquelle un polariton de fréquence w peut être piégé 
par une impureté ou un défaut du réseau. Elle est proportionnelle 
au carré du rapport des contributions excitonique et photonique 
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à l’état polaritonique : 
uex (w) 


R (w) — ph (o) 


2 
FR 
où À est une constante. 

Le calcul des fonctions de distribution énergétique des polaritons 
pour les cristaux de sulfure de cadmium d'épaisseur 1u à 4 K a été 
effectué par Sumi [469] sur ordinateur. On montre que pour une 
vitesse d’excitation proportionnelle à 8 (© — w,), la fonction p (w) 
ne varie pas au voisinage de w Æ Q (0) lorsque w, varie. Ceci est 


P 


E4 E, 


E,*4 


E -2 £ 


É, meV £ meV 0 


Fig. 84. Variation des pertes radiatives 
P et de la vitesse Q de transition vers 
un état d'énergie différente en fonction 


Fig. 85. Courbe de distribution éner- 
gétique p (£) des polaritons de la bran- 
che inférieure. 


de l'énergie du polariton, pour une dif- 
fusion Raman dans un cristal de sul- 
fure de cadmium. 


D'après les calculs de Sumi [469]. L'’épais- 
seur du cristal est de 1 Li. 


E, est l'énergie du bord inférieur de la bande 
excitonique, le paramètre R caractérise la 
vitesse de piégeage des excitons par le ne 
puretés. D'après les calculs de Sumi (469). 


valable si #w, > ÀT, si w, est supérieur à Q (0) et la différence 
©9 — $ (0) ne correspond pas à un multiple de la fréquence des 
phonons optiques. Les résultats du calcul de p (£°) pour trois valeurs 
du paramètre À sont représentés sur la figure 85. 

La fonction de distribution énergétique des polaritons dans le 
cristal présente un maximum pour une énergie un peu inférieure 
à E, = ÀQ (0). Du côté des énergies élevées, pour R = 0, cette 
fonction décroît selon la loi exponentielle (67.42). 
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La distribution spectrale de luminescence de la raie sans phonons 
et de son satellite vibronique correspondant à une vibration optique 
(LO) a été calculée par Sumi [469]. Elle est représentée sur la figu- 
re 86. La raie sans phonons résulte d'une part de polaritons corres- 
pondant au maximum de la fonction de distribution p (£) et d'autre 
part aux polaritons de fréquence w => 2 (0) ayant subi une suite 


0,04 


0,02 


0,0 


R=0 


E-hse 


0 M EhS2,+4 


Fig. 86. Spectre de luminescence de cristaux de sulfure de cadmium de 1 u d'épais- 
seur à 4 K 


E, est l'énergie du bord inférieur de la bande excitonique, AQ l'énergie du phonon LO. D'a- 
° rés les calouls de Sumi (460. d 


de diffusions Raman sur des phonons acoustiques. La probabilité 
d’une telle diffusion est très petite, c'est pourquoi la largeur de la 
raie sans phonons (10° eV) diffère peu de la largeur du pic de la 
fonction de distribution. 

Dans les cristaux ioniques, la diffusion Raman sur le mode LO 
est beaucoup plus probable que la diffusion sur les phonons acousti- 
ques, c'est pourquoi le versant haute fréquence (© => © (0)) de la 
fonction de distribution, reflétant la distribution statistique d’équi- 
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libre des polaritons, contribue notablement aux satellites vibro- 
niques ZLO. Lorsque la température augmente, ceux-ci s’élargissent 
sensiblement vers les courtes longueurs d'onde. 

À très basse température, la diffusion Raman ne se produit qu'avec 
émission de phonons. Lorsque la température augmente, à côté 
des processus d’émission les processus d’absorption de phonons jouent 
un rôle croissant. Par conséquent lorsque la température augmente, 
les processus de diffusion Raman affectent de moins en moins la 
distribution spectrale des polaritons. 

Dans les calculs de Sumi [469] on étudie le cas d’un cristal dans 
lequel la fréquence d’un phonon (—360 cm!) est notablement supé- 
rieure à la fréquence correspondant à l'éclatement de la bande exci- 


tonique (2f/V 2.) en deux composantes : transversale et longitudinale. 
Dans ce cas toutes les singularités correspondant à la liaison forte 
exciton-photon n'apparaissent pas. 


Miasnikov dans [466] étudie un autre cas limite, lorsque la fré- 


quence du phonon optique est inférieure à 2f/V e,. Il résout l’équa- 
tion cinétique du type (67.45) pour À = O0, et pour un cristal excité 
par une lumière monochromatique de fréquence égale à celle du bord 
inférieur de la bande excitonique. On ne tient compte que des inter- 
actions de l’exciton avec une seule branche optique de vibration v, 
(sans dispersion). La densité spectrale des polaritons et l'intensité 
de luminescence du cristal présentent des maxima correspondant 
à une diffusion sur des fréquences multiples de v,. En plus on montre 
que pour un cristal pas trop mince, le maximum fondamental de 
la distribution correspond à plusieurs diffusions successives. 

Les calculs de Miasnikov [466] et Sumi [469] supposent une faible 
densité de polaritons dans le cristal. Lorsque l’on excite le cristal 
avec un rayonnement laser de grande puissance, la distribution 
d'intensité est modifiée au profit des diffusions multiples, à cause 
de la diffusion Raman stimulée. Catalano, Cinogolani, Minafra 
[488] ont étudié en fonction du niveau de pompage la dépendance du 
spectre de luminescence excitonique. Ils découvrirent à basse tem- 
pérature, pour des niveaux de pompage assez élevés, que le rapport 
de l'intensité de bandes à deux phonons à l'intensité des bandes à un 
phonon augmentait fortement. Miasnikov et Ivanov [487] dévelop- 
pent une théorie expliquant pourquoi dans un cristal de CdS à mesure 
que le niveau de pompage croît, on voit apparaître des bandes de 
luminescence de plus en plus multiphononiques. 

Lorsque l’on étudie la diffusion Raman des polaritons il ne faut 
pas oublier que, au voisinage de la fréquence du bord inférieur de la 
bande excitonique, l'indice de réfraction des ondes polaritoniques 
est élevé. Par suite une grande partie des polaritons atteindra la 
surface du cristal dans la gamme des angles de réflexion totale. Par 
conséquent la longueur moyenne du parcours effectif des polaritons 
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(si l’on ne tient pas compte de la diffusion) peut être supérieure de 
beaucoup à l'épaisseur du cristal. 

Les cristaux de sulfure de cadmium sont très commodes pour 
étudier le rôle de la diffusion Raman des polaritons dans le processus 
de luminescence du cristal. Dans ce cristal ionique, pour une inter- 
action exciton-phonon optique relativement importante, l’interac- 
tion des excitons avec les phonons acoustiques est très petite. Une 
seule branche optique de vibrations (d'énergie 38-10 eV ou 
360 cm”) joue un rôle important. Sa dispersion est faible. 

Dans les cristaux moléculaires, il y a de nombreuses branches 
de vibrations optiques. Miasnikov [466] a étudié la probabilité 
de diffusion des polaritons, dans les cristaux moléculaires en fonc- 
tion de l'énergie. Lorsque l'énergie est supérieure au bord inférieur 
de la bande excitonique (£ >> E,;), la diffusion sur les phonons acous- 
tiques est sensiblement plus probable que sur les phonons optiques. 
Pour £E  E;,, la diffusion sur les phonons optiques prédomine. 

Pour établir la théorie de la luminescence des cristaux molécu- 
laires à très basse température, Miasnikov et Fomine [467, 468] 
utilisent aussi les conceptions relatives aux polaritons. Le mouve- 
ment des polaritons, créés dans le cristal par une source extérieure, 
est décrit par une équation cinétique. L'intégrale de collision figu- 
rant dans cette équation représente leur interaction avec les phonons 
et la surface du cristal. Dans cette équation cinétique figurent en 
outre la dispersion des polaritons « (k), leur vitesse de groupe v (k) 
et les amortissements y* (k) et y” (k) correspondant respectivement 
à la diffusion Raman avec émission et avec absorption de phonons. 

Les fonctions y+ (k) exprimant la durée d’« amortissement » 
des polaritons d'énergie e (k) caractérisent leur diffusion Raman, 
conduisant à d’autres polaritons d’énergie e (k’). Ce calcul a été 
réalisé sur ordinateur pour un modèle cristallin du type anthracene. 
Dans ce calcul on tient compte de la diffusion Raman sur les phonons 
acoustiques de dispersion ©, (q) = S,q/k, et sur les phonons d’une 
branche optique sans dispersion. Connaissant la somme des coeffi- 
cients d'amortissement y (k) = y* (k) + y” (k) et la vitesse de 
groupe v (k) des polaritons, on peut déterminer le libre parcours 
moyen des polaritons de vecteur d'onde donné k: 


À (k) = v (k)/y (k). 


Pour une diffusion des polaritons sur des phonons optiques de 
fréquence Q, = 45 cm”! à la température ÀT = 0,2hQ,, la diffusion 
Stokes prédomine [y- (k) Æ O0]. Si l’on introduit le paramètre sans 
dimension Ô — De, où Z = 1000 cm”, d’après les calculs de 
Miasnikov [466] pour 6 & 0,01, la longueur du libre parcours du 
polariton est égale à 60 u, et pour ô Æ 0,1 elle augmente jusqu'à 
5 cm. En évaluant la longueur du libre parcours relatif à la diffusion 
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sur les phonons acoustiques, Miasnikov obtient la valeur 10-° u 
pour Ô & 0, 15 u pour ê Æ 10? et 5 cm pour ô Æ 10-!. Les pola- 
ritons dont la fréquence est supérieure au bord inférieur de la bande 
excitonique émettent des phonons acoustiques avec une probabilité 
beaucoup plus grande que la probabilité de diffusion des phonons 
optiques. C’est justement ces processus de diffusion des polaritons 
sur les phonons acoustiques qui produisent leur « thermalisation » 
rapide par rapport au bord inférieur de la bande excitonique. 

Voici les principaux résultats de la théorie de la luminescence 
développée par Miasnikov : 

4. Si, dans l'opérateur d'interaction exciton-phonon, on ne 
tient compte que des termes linéaires par rapport aux opérateurs des 
phonons, à très basse température, on doit observer dans le spectre 
de luminescence une raie sans phonons (0 — O) d'intensité très 
faible, et coïncidant à la résonance avec la raie d'absorption. Les 
satellites correspondant au mode de phonons ZO ont par contre une 
grande intensité. La faible intensité de la raie sans phonons est due 
à la grande valeur du coefficient de réflexion sur la surface du cristal 
et à la valeur petite du libre parcours des polaritons de fréquence 
voisine du bord inférieur de la bande excitonique. 

2. L'’intensité des satellites LO doit varier lorsque les dimensions 
du cristal varient, en raison de redistributions d'intensité entre les 
différentes bandes. En effet, pour une épaisseur donnée, si le pola- 
riton quitte le cristal après avoir effectué en moyenne deux ou trois 
diffusions Raman successives par exemple, pour un cristal plus 
mince une diffusion unique sera plus probable. Dans ce dernier cas, 
le satellite à un phonon sera plus probable, tandis que pour un cristal 
épais, les satellites à deux ou trois phonons seront plus probables. 

3. Dans les cristaux moléculaires, en plus des phonons acousti- 
ques les phonons de plusieurs branches optiques participent à la 
diffusion Raman des polaritons. C’est pourquoi on peut observer 
dans le spectre de luminescence plusieurs maxima séparés de la 
bande O — O par une combinaison de fréquences quelconque de vi- 
brations optiques. Ces maxima sont dus aux diffusions multiples du 
polariton. 

4. L'intensité des satellites ZLO, dus à la diffusion Raman, dépend 
notablement de la température (lorsque la fréquence du mode ZO 
est faible). Ces satellites vibroniques ne résultent pas seulement 
de la diffusion Raman, mais aussi de la reconversion simultanée 
de l’énergie électronique (exciton) en un polariton et un ou plusieurs 
phonons ZO. L'intensité de ces bandes de luminescence est alors 
indépendante de la température. 

Les conclusions qualitatives de la théorie de Miasnikov [466 
à 468] ont trouvé une très bonne confirmation expérimentale dans 
les travaux de Brodine, Marissova et coll. [478]. Les auteurs ont 
étudié la luminescence de monocristaux d’anthracène de 20 pu à 
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Fig. 87. Enregistrement microdensitométrique des spectres de luminescence 
des cristaux d'anthracène. 


a) Epaisseur du cristal 20 a, b) épaisseur Te cisel 1,2 p. D'après fes travaux de Brodine et 
coll. : 
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4,2 K et de 1,2 u d'épaisseur à 1,6 K. La figure 57 indique les enre- 
gistrements des bandes de luminescence les plus intenses: la bande 
initiale (25 000 à 25 100 cm!) qui possède une structure complexe 
due aux interactions des excitons avec les vibrations de réseau; 
deux bandes vibroniques au voisinage de 24 703 et 23 692 cm”! 
dues aux vibrations intramoléculaires de haute fréquence à 396 
et 1404 cm”!. On voit que, lorsque la température augmente dans 
l'échantillon épais, ou lorsque l’épaisseur du cristal diminue à tem- 
pérature constante 1,6 K, les bandes spectrales de luminescence se 
simplifient, c’est-à-dire que l’intensité des satellites de plus grande 
longueur d'onde, dus à la diffusion Raman, diminue sensiblement. 


$ 68. Luminescence à partir d’un exciton localisé 
ou d'une impureté 


D'habitude, même les cristaux bien purifiés contiennent un 
certain nombre d’impuretés atomiques et moléculaires. Parfois ces 
impuretés proviennent du milieu extérieur et diffusent à l’intérieur 
du cristal, parfois elles sont artificiellement introduites. Différentes 
espèces de défauts et les fluctuations thermodynamiques de densité 
constituent des impuretés propres. Si l'énergie de ces formations 
localisées est un peu inférieure à l'énergie du bord inférieur de la 
bande excitonique, lorsque la distribution de quasi-équilibre s’éta- 
blit à basse température, l’énergie d’excitation se rassemble sur ces 
formations localisées. 

Celles-ci, comme les excitons autopiégés (voir $ 51), peuvent 
être des sources de luminescence. Ï] faut pour cela d’une part que 
l'énergie de ces formations soit voisine du bord inférieur de la bande 
excitonique, d'autre part que la probabilité de conversion non radia- 
tive de leur énergie en chaleur soit inférieure à la probabilité d’'émis- 
sion. Comme le nombre d’impuretés est petit, c'est l’ensemble des 
molécules du cristal qui participe au processus d’absorption. Les 
excitons ainsi créés se déplacent dans le cristal et, lorsqu'ils rencon- 
trent une impureté, lui communiquent l'excitation. Ainsi, bien que 
les molécules d’impureté soient causes de la luminescence, les exci- 
tons jouent un grand rôle dans le processus d'émission : ils transfe- 
rent l'énergie depuis les molécules constitutives du cristal vers les 
impuretés moléculaires. 

De si petites quantités d'impuretés ne peuvent pratiquement pas 
être décelées par l’analyse chimique. C’est pourquoi de nombreux 
travaux attribuent au cristal pur la luminescence due aux impuretés. 
Ainsi on a cru pendant longtemps que le spectre de luminescence 
fondamental d’un grand nombre de cristaux de naphtalène (débutant 
à 31 062 cm!) était dû aux molécules de naphtalène elles-mêmes. 
C'est seulement en 1958 que Shpak, Sheka et coll. (472, 473, 479] 
montrèrent que cette luminescence était due à l'existence de très 
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faibles quantités de f-méthylnaphtalène, de a-naphtol et d'autres 
impuretés du cristal de naphtalène. Après de nombreuses purifications 
du cristal on voit apparaître, dans le spectre de luminescence, l’émis- 
sion à partir des états excitoniques (voir $ 67). Prikhotko et Fugol 
[480] montrèrent aussi que la luminescence de l’anthracène, habituel- 
lement observée à très basse température, était due aux impu- 
retés. 

Le mécanisme excitonique de transfert d'énergie du centre absor- 
bant vers le centre émetteur permit d'expliquer le phénomène de 
luminescence sensibilisée des cristaux moléculaires et semi-conduc- 
teurs. Au cours de leur mouvement dans le cristal les excitons diffu- 
sent sur les phonons. Lorsque la durée de vie des excitons est nette- 
ment supérieure à la durée moyenne entre deux chocs successifs avec 
les phonons, la distribution des excitons dans le cristal peut être 
décrite par la formule de diffusion (voir $ 61). Cette conception du ca- 
ractère diffusionnel du mouvement des excitons a été utilisée par 
Agranovitch et Faïdych dans [481], et par d’autres auteurs. 

Dans l’article théorique d'Agranovitch et Konobéev [482] on 
montre que pour des températures supérieures à la température cor- 
respondant à l'énergie cinétique des excitons, le coefficient de dif- 
fusion, déterminé par leur interaction avec les phonons, est inverse- 
ment proportionnel à la racine carrée de la température. Lorsque l’on 
abaisse la température, le coefficient de diffusion tend vers une 
constante. Dans le cas d’excitons localisés, le coefficient de diffusion 
varie selon une loi exponentielle D = D, exp (—Q/kT), où Q est 
l'énergie d'activation. Pour une diffusion sur les frontières des cris- 
tallites, le coefficient de diffusion est proportionnel à la racine 
carrée de la température. 

En vérité le coefficient de diffusion ne varie pas en fonction de 
la température suivant la même loi, selon qu'il s’agit d’excitons 
libres et localisés. Cette circonstance permet de définir expérimenta- 
lement la nature des excitations élémentaires participant au trans- 
fert énergétique. 

La première tentative visant à définir expérimentalement le 
coefficient de diffusion des excitons singulets a été entreprise par 
Galanine et Tchijikova [483]. Ces auteurs ont étudié la luminescence 
sensibilisée du naphtacène dans l’anthracène. Une très faible quan- 
tité de naphtacène (10-5 à 10% mole/litre) suffit à abaisser de manière 
importante l'intensité de la luminescence de l’anthracène et fait 
apparaître une forte luminescence du naphtacène. On obtient pour 
le coefficient de diffusion la valeur 4,5 -10-$ cm*/s. Par la suite toute 
une série d’études: Faïdich et coll. [484], Wolf et coll. [485] et 
autres permirent d'obtenir des valeurs différentes de D. Les diffé- 
rentes valeurs obtenues pour D sont dues au fait que dans l’expé- 
rience on ne mesure que le produit DR, où R est le rayon dit de 
piégeage, que l’on ne peut mesurer directement. La valeur de R 
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est évaluée différemment selon le procédé de dépouillement des 
résultats expérimentaux. 

Comme la concentration d’impuretés dans un cristal est petite, 
le volume v revenant à une impureté est grand et on a toujours l’iné- 


galité 
f = 4ne?F/mv € Y. 


Par conséquent, la théorie de la luminescence à partir des états d’im- 
puretés peut reposer sur l’utilisation du premier ordre de la théorie 
des perturbations, par rapport à l’interaction de l'excitation élec- 
tronique avec les photons. Cette théorie est développée dans de nom- 
breuses monographies, c’est pourquoi nous ne l'étudierons pas ici. 
Les expressions générales obtenues au $ 67 pour les premiers moments 
(67.24) et (67.25) des bandes de luminescence sont aussi valables 
dans ce cas, à condition de réaliser le calcul dans l’approximation 
des bandes excitoniques très étroites. Ces calculs ont été effectués 
par Nitsovitch [475]. Lorsque ÀT > L on obtient les expressions 
suivantes. Le centre de gravité de la courbe de luminescence se 
déplace vers les grandes longueurs d'onde lorsque la température 
augmente : 


F (0, 3 
khoy=eQ—(2r9+1) > nu (68.1) 
q 
Pour une interaction avec des phonons optiques, les premiers moments 
de la ourbe de luminescence pour des excitons de Frenkel sont 


M3 L 
Mo — 7 2 fopt (1+ 2v) ( 1) , 


(68.2) 
M; _ 24 
Mo — 9 fopt [(1 + 2v0) L— SALE, ]. 


Pour des excitons de Wannier-Mott les premiers moments sont 
Ms 
Mo = 


2L 
(1 TXT }, 
M; __ rai 3 
= [14 20) L—+ 20 |. 
Pour une interaction des excitons avec des vibrations acousti- 
ques, à des températures supérieures à la température de Debye, les 


premiers moments de la courbe de luminescence sont définis par les 
expressions 


(68.3) 
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Pour des bandes excitoniques étroites et pour des températures éle- 
vées, les raies d'émission et d'absorption évoluent de façon analogue 
en fonction de la température. Elles ont la même demi-largeur, mais 
elles sont inversées (asymétries de signes opposés). La courbe d’ab- 
sorption s'étend du côté des hautes fréquences et la courbe d’émis- 
sion du côté des basses fréquences. 


$ 69. Luminescence chaude 


Comme la durée de la relaxation vibrationnelle est habituelle- 
ment inférieure à la durée de vie radiative des excitations électroni- 
ques, la luminescence chaude est beaucoup plus faible que la lumi- 
nescence thermalisée. Dans certains cas, elle constitue une part 
notable de la luminescence totale. 

Gross, Permogorov et coll. [460] ainsi que Martin et Varma [486] 
ont observé les spectres de luminescence chaude dans les cristaux de 
sulfure de cadmium. Dans ces cristaux, les excitons interagissent 
surtout avec les phonons de la branche optique longitudinale de 
fréquence Q, = 310 cm-!. La constante de liaison exciton-phonon 
est « = 0,7. C'est pourquoi les processus multiphononiques dans 
lesquels l’exciton émet en même temps un photon et plusieurs pho- 
nons optiques longitudinaux sont peu probables. Les auteurs des 
travaux (460, 486] estiment que dans ce phénomène la lumière 
émise par le cristal résulte d’un processus en cascade. Si l’énergie 
du photon incident äo est supérieure à l’énergie du bord inférieur 
de la bande excitonique Æ,, un processus indirect, avec participa- 
tion d’un phonon compensant la variation d’impulsion, donne nais- 
sance à un exciton d'énergie cinétique fo — E, — hQ,. La durée 
de vie de l’exciton par rapport à l'émission d’un phonon optique 
est t, = 10-12 5, et sa durée de vie relative à l'émission de lumière 
est t7 Æ 108 s. Aïnsi l'émission d’un photon d'énergie kw — 2hQ, 
correspond à une probabilité égale à w & t,/1t7 = 1074. La perte 
d'énergie AQ, est liée à l'émission d’un phonon compensant la 
variation d’impulsion de l’exciton. Les excitons, lorsqu'ils entrent 
en interaction avec les phonons optiques transversaux, perdent 
de l'énergie lors de la thermalisation par quantités discrètes AQ,. 
A chaque n-ième étape de ce processus en cascade, on peut avoir 
une émission d’un photon avec une probabilité 107% et d'énergie 


ho — (n + 1) AO (69.1) 


Le rayonnement issu du cristal présente à la fois les aspects de 
la luminescence et de la diffusion Raman. Comme dans le spectre 
de diffusion Raman, la position des maxima des bandes d'émission 
change lorsque la fréquence de la lumière incidente varie. Les fré- 
quences d'émission sont distantes d’un nombre entier de fréquence 


$ 69] LUMINESCENCE CHAUDE 617 


des vibrations optiques de Ia raie excitatrice. Il y a une corrélation 
entre les photons initial et final. 

Par ailleurs, l'émission s’amortit dans le temps chaque fois 
que, dans le processus en cascade, l’exciton perd un quantum d'’éner- 
gie. Les raies d'émission présentent à 4,2 K une largeur‘de 3 à 8 cm”!. 
Lorsque la température augmente les raies s’élargissent et leur in- 
tensité diminue. Ceci représente des indices certains de luminescence 
chaude, avec participation d'états excitoniques réels. 

Lorsqu’on excite un cristal de sulfure de cadmium avec une lu- 
mière monochromatique, dans une région au-dessous du bord infé- 
rieur de la bande excitonique, on observe simplement une diffusion 
Raman de la lumière avec excitation dans le cristal de un ou deux 
phonons. 


COMPLÉMENTS MATHÉMATIQUES 


A. Transformations unitaires des opérateurs 


Soit F (M) une certaine fonction de l'opérateur M. Considérons 
la transformation 


F, = S'F(M S 
utilisant l'opérateur unitaire 
S —exp(—iL), S*S = 1, (A.1) 
où ZL est un opérateur hermitique, c'est-à-dire L = L*, 
Si la fonction F (M) peut être développée en série 
F(M)= > a,M* 
‘#0 


on a l'égalité opératorielle 
S*F(M)S = F (SMS). (A.2) 


L'expression (A.2) montre que, pour obtenir la forme de la transfor- 
mée de la fonction S*F (M) S, il suffit de connaître la transformée 
S*S de l'opérateur M lui-même. 


Pour calculer cette transformée S*MS, introduisons l'opérateur 
auxiliaire 


S (x):= exp (—irL), (A.3) 


où z est une variable réelle variant de 0 à 1. De la définition (A.f) 
et de (A.3) il résulte 


S(0)=1, S()=S. (A.4) 
Différentions les deux membres de l'égalité 
M, (x) = S* (x) MS (x) 


par rapport à z. Nous obtenons compte tenu de la définition (A.1) 
l'équation différentielle suivante : 


9 _ iS*(z)[L, M]S (x). 
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Résolvons l'équation obtenue compte tenu des conditions aux limi- 
tes (A.4). Nous obtenons 


1 
SMS = M +i | S*(x)[L, M]S (x) dr. (A.5) 
0 


En particulier, si les égalités 
[L, M] =, [ZA =0 
sont vérifiées, l'expression (A.5) se simplifie notablement 
SMS =M+ilL, MI (A.6) 


B. Identités opératorielles 


Si le commutateur de deux opérateurs quelconques F et 4 com- 
mute avec chacun d’entre eux, {on a l'identité remarquable 


exp (&F) exp (vM) = exp {vM + ay [F, Ml}exp (&F),  (B.1) 


où æ et y sont des opérateurs quelconques commutant avec F et M. 
Pour démontrer l'identité (B.1) différentions l'égalité suivante 


À (x) = exp (aFz) M exp (—«aFx) (B.2) 
par rapport à la variable réelle z. Nous obtenons l'équation 


140 aexp(aFz)[F, M]exp(—aFz). 


Intégrons cette équation sur x variant de O à 1, compte tenu de 
l’égalité (B.2) 


exp (&«F) M exp (—aF) = M +alF, M]. (B.3) 
Multiplions les deux membres de (B.3) par *: 
exp (aF) yM = (vM + ay [F, M]) exp (a«F). (B.4) 


Par inductions successives nous obtenons 
exp (aL) (vMÿ* = (M + ay [F, MI)" exp (aF), 


d’où l’on tire l'identité (B.1) cherchée. 

En particulier, lorsque les opérateurs 7” et M sont les opérateurs 
de création et d'annihilation de Bose (b? et b,) dans l’état s, on 
peut écrire l'identité (B.1) sous la forme 


. exp (yb;1) exp (œb,) pour s%£s,, 
exp (xè,) exp (vb) — exp (yb;) e“exp (œb,) pour s=s.. (B.5) 
En effet. les opérateurs b? et b, vérifient les relations de commutation 


[b,, b+] — Ôsa [b,, b,,) — 0. 
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Appliquons l'identité opératorielle (B.1) au produit d’opérateurs 
exp (&F + BM) exp (—aF). Après une transformation simple nous 
obtenons 


exp(aF+BM)exp(—aF) exp (+ op (MW, L))= 
—exp(—a@F) exp (aL+BM)exp(—BM)exp(—+of[M, L]). 


De l'identité obtenue et de (B.1), il résulte que l'opérateur 
A(x, B)=exp(—BM)exp(aF+6M)exp(—aF) x 

x exp (+ af[M, L]) (B6) 
commute avec les opérateurs F et M et ne dépend pas des valeurs 
de « et de B. Pour &« = B = 0, on obtient directement de l'expres- 


sion (B.6) que l'opérateur À est égal à l'unité, et vu que À ne 
dépend pas de «& et de B l'égalité 


A(a, B) =1 (B.7) 


est identiquement vérifiée. Cette identité peut s’écrire 
1 
exp(aF+BM)=exp(BM)exp(aF)exp(—-1F, M]). (B.8) 


Cette identité fut démontrée par Weyl en 1928 et est appelée iden- 
tité de Weyl. 

En particulier, lorsque les opérateurs F et M sont les opérateurs 
de Bose b; et b,, l'identité de Weyl devient 


exp (ab? + Bb.) =exp (Bb) exp(abt)exp(—+af).  (B.9) 
En utilisant (B.1) cette identité devient 


exp (ab? + Bb,) =exp (ab!) exp (Bb,)exp (<-aB).  (B.10) 


C. Calcul de la valeur moyenne des fonctions 
d’opérateurs de Bose dans des états 
à nombre de particules déterminé 


La fonction d'onde |7,) d'un système constitué de #7, quanta 
(bosons) dans l’état s peut être exprimée en fonction des opérateurs 
de Bose b* et de l’état vide | 0) 


In) =(n41)7"?(bi)"10). (C.1) 


Les fonctions |7,) sont fonctions propres de l'opérateur énergie 
H = S RQ, (bïb, + '/,), c'est pourquoi elles constituent, pour 
8 
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n, = 0, 1, ... un système complet de fonctions orthonormées. 


Les éléments matriciels des opérateurs (b*)"s et (b,)"s sur le système 
orthonormé}(C.1) sont définis par les égalités 


(val (b;)"" In, = Cebmit Cars ô,. vs. ns+mss 
(C.2) 
Gal" = 7/ 


,—m ] ô,. 1Ôvs, ns-Ms° 


En utilisant (C.2) nous trouvons la valeur moyenne des opéra- 
teurs produits 


(ns|(bs)"* (@:)"°| ns) = (ns + ms) (ns 1) Ov, mss 
(r,|(@s)" (b,)"in,)=n2,1{(n,+ m3) 1]! ôv,, ms 


Développons les exponentielles en séries et utilisons (C.3). Nous 
trouvons les égalités 


(C.3) 


+ is ms : : ! 
(na lesdeeP®i 1n,) = CURE 
de (C.4) 
ms ; I 
(n, LeP D eabs|n, }= À <: CAE = TT 


D. Valeur moyenne statistique des opérateurs 
de Bose (de phonons) 


L'état des phonons du cristal, à la température 7, est défini 
par la matrice densité 


p = exp (—BA)/Tr {exp (—BH)}, (D.1) 


« 


où 
H=— 2e, (bib: + 1/2) (D.2) 
est l'opérateur énergie des phonons. L'indice s numérote leur état, 
BUT )7, e, = hQ,. 


La moyenne statistique de n'importe quel opérateur À constitué 
d’opérateurs de phonons lb; et b, est déterminée par la relation 


(A) = Tr (pA) = à Pos Ass (D.3) 


Dans la représentation des fonctions propres | r,) de l’opérateur 
(D.2), la matrice densité (D.1) est diagonale et ses éléments sont 


(n,lplns) = (1—e"Fs)exp (—Bne,). 
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Dans cette représentation, pour un état s donné, l'égalité (D.3) 
s'écrit 


(4s = [1 — exp (—Be,)] pis (ns|Aslns) Exp (—Pre,). (D.4) 


Appliquons cette équation à quelques cas particuliers: 
a) Supposons que À, coïncide avec l'opérateur du nombre de 


phonons dans l'état! s] c'est-à-dire A,=n,— b:b, Alors 


(n, |n,|n,) = n,, et nous obtenons à partir de l’équation (D.4) 
()= (bib) =[efee—1]1, (D.5) 
(bab+)=1+(n)=[1—e" fes], (D.6) 

2(n,)+1=coth (58e) È 


b) Soit À, — exp (œb,) exp (yb;). Dans ce cas, substituant la 
valeur (C.4) dans (D.4) nous trouvons 


(ml}ns! ù 


+ s ,7Pnses 
(eabseY?s) — (1— ex les) > (av) "5 (rs ms) l'e (D.7) 
msns 
Sachant que 
D MM) an sn rtt  — 
2 nimt -L2 | = [1+e Ti, 
Aus Ne 


compte tenu de (D.6) on peut écrire 


ete 3 CtndL éme (14 me 
ne=0 


Substituons cette valeur dans (D.7). Nous obtenons l'expression 
finale 


(ee"r)= S (4{+(n))"*=exp{ay(1+(n,)]}  (D.8) 


ms=0 
ou 
(exp («b,) exp (vb,)) = exp {ay (b,b5)}. (D.9) 
De la même manière on peut démontrer l'égalité 
(exp (vb:) exp (ab,)) = exp {ay (b5b,)}. (D.10) 
c) Soit 


A,=exp{a°b; — ab,|exp[yb,—"b;]. (D.11) 


E. ÉQUATION POUR LA TRANSFORMÉE DE FOURIER 623 
Utilisons l’identité de Weyl (B.10) : 

A, e-oe" ertre exp {À (ja12+ 1817). 
A l’aide de (B.1) transformons le deuxième et le troisième facteur : 
À, = exp {(y — «) b,} exp {(a* — v*) b;} exp {> a |? + 


+18 PF — 20%}. 
D’après (D.8) on peut écrire 


(av-ae Ps) = exp {({n.)+ 1) [avt + va — al? —|y12]}, 
nous obtenons l'expression finale 
(exp [x°b; — œb,] exp [vb, —v"0;1) = 


— 6xp {ay ((r)+1)+ va ns)—[ (n)+— ] (1æ{?+ 12} + (D.12) 


E. Equation pour la transformée de Fourier 
par rapport au temps de la fonction de Green 


Dans un système décrit par l’hamiltonien FH, la fonction de 
Green retardée de deux opérateurs a et b est définie par l'expression 


({a; b)} = —ie (?) Tr (p [a (ë), b (0)]), (E.1) 


où © (t) est la fonction échelon; Tr (pF) indique la moyenne sta- 
tistique de l'opérateur F prise à l’aide de la matrice densité (10.1). 
Les opérateurs a et b agissent dans le même espace que F7, 


a (t) = exp (iHt/h) a exp (—iHt/h). 
Ainsi la variation des opérateurs au cours du temps est caractérisée 
par l'équation 
ik (a, A): (E.2) 
La transformée de] Fourier {(a; b))= par rapport au temps de la 
fonction de Green retardée (E.1) est 


O0 


Carbps=z | fa; bhdt, ü=w+iy  (E.3) 


Substituons (E.1) dans (E.3) et intégrons par parties. Compte tenu 
de (E.2), nous obtenons l'équation 


ho((a; b)ÿ> = Tr (p la, bl) +((la,!H]; b}}. (E.4) 
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Appliquons cette équation à la transformée de Fourier suivante 
{(la, H];b)}-. Nous obtenons ainsi une autre équation 


ho((la. 4]; b))> = Tr (p Île, H], b]) + (lle, H], H]; b)}=, 


et ainsi de suite. Nous obtenons un système d'équations consécutives 
pour des fonctions de Green de plus en plus compliquées. Pour résou- 
dre approximativement un tel système, on peut formellement arrêter 
le développement à un certain ordre. On peut alors obtenir une 


valeur approchée de {(a, b®)) sans calculer la fonction de Green 
retardée elle-même. 


Si, dans l'expression (E.1), la moyenne est prise sur l'état fon- 
damental, c'est-à-dire 


(a; b)} = —i6 (4) (0 | La (4), Bb (0)1 10), (E.5) 
l'équation (E.4) devient 


ho (a; b)z = (0 | La, b] | 0) + «la, H]; b)}s. (E.6) 


F. Equation de Dyson 
Pour chercher les valeurs propres et les fonctions propres de 
l'hamiltonien 
H=H,+V (F.1) 
connaissant celles de Æ,, il est commode d'utiliser la fonction de 
Green donnée dans la représentation énergétique. 


La fonction de Green G (Ë) de l'opérateur (F.1) est définie comme 
la solution de l’équation 


(É—H)G(E)=1, ‘'Ê=E+in n— +0. (F.2) 
On peut écrire formellement la solution de (F.2) sous la forme 
G(E)=(E—H). (F.3) 


Ceci montre que les valeurs propres de l'opérateur Æ sont les pôles 
de la fonction de Green. 
La fonction (F.3) vérifie l'équation de Dyson 


G(Ë)=GO(EË)+GO®(Ë)VG(E), (F.4) 


GO(E)=(E—H)! (F.5) 


est la fonction de Green de l'opérateur }X,. 


L'équation de Dyson (F.4) résulte directement de l'identité 
opératorielle 


(E—H)'=(E—Ho)t+(E—H)!tV(E—H)1. (F6) 
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Pour vérifier cette identité, il suffit de multiplier à droite les deux 
membres de (F.6) par l'opérateur (E — H. 

L'équation opératorielle (F.4) peut être écrite sous forme ma- 
tricielle, en utilisant un système de fonctions orthonormées agissant 
sur le même espace de définition que H,et V. Le mieux est de choisir 
le système de fonctions orthonormées de l'opérateur X,. 

Si les égalités 

(Ho —e) |A) =0, (AIX) = ôu (F.7) 
sont vérifiées, la fonction de Green de l'opérateur A, sera d'après 
(F.5) et (F.7) 


GR (E) = Ga LE — et. (F.8) 
L’équation de Dyson bi 2 un système d'équations 
VineGye 
Gu(E = = Ë (F.9) 
—e,. 


En théorie du solide les ie propres de l’hamiltonien non 
perturbé Æ, sont données sous la forme matricielle suivante : 


Z {46om — Hi} ga (m) = 0, 


où net m sont des vecteurs du réseau. Les fonctions q; (m) vérifient 
les conditions 


> pX (n) pa (M) = nm; 2 à (n) pa. (n) = 6. 


Dans ce cas l’équation de Dyson (F.9) s'écrit 


Gam (£) = Gi, E+ D (E£) VoiGim (E) (F.10) 
où | 
CREER D LEA, (41 
À 


Dans un cristal homogène, il y a une symétrie translationnelle 
Ham = Hn-m- Lorsqu'on étudie des états à une particule définis 
par les fonctions d'onde 


Ga (n) == qu (n)= 7 


eikn (F.12) 


et les énergies ex, la 2. de Green du mouvement libre est 
G:° » (Ë)= +5 exp [ik (n—m)] , (F.13) 


E —e 
k_ k 


© OO 1 ou = &w Nr 
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